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TRAITE 
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DEUXIEME PARTIE. 


APPLICATIONS. 


CHAPITRE I. 


FORMULES ELLIPTIQUES POUR LA ROTATION DES CORPS. 


oy 

Représentation elliptique des cosinus des angles d’une droite avec trois axes rec- 
tangulaires. — Droites perpendiculaires. — Tricdre trirectangle. — Sor la dé- 
composition d’une somme en un produit. — Composition des triédres trirec- 
tangles. — Angles d’Euler. — Expression du produit cosazcosbzcoscz. — 
Expression des cosinus sous forme explicitement réelle. — Formules pour la 
composition des triédres. — Expression des angles d’Euler. — Expression des 
cosinus et des angles par les fonctions S. — Expression des cosinus par des 
séries. — Développement des angles d’Euler en séries. — Formules de cinéma- 
tigue. — Représentation elliptique d’une rotation. 


‘Représentation elliptique des cosinus des angles d’une droite 
avec trois axes rectangulaires. 


Soient 
u, ¢ des arguments elliptiques quelconques ; 
Wg une demi-période ; 


G une quantité arbitraire. 


II. 1 


Ot 
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Déterminons trois angles ax, ay, az par les formules 


o(U— Wg) F(Y—Wa) elale+u—Og) 
TUaY 


COSaL = 


? 


G T(U+ 9 — Wg) Te elale+u—Oe) 


CuUcYV 


(1) cosax + icosay = 


I O(U— 0+ Wg) THe ptale—u— Wg) 


cosaxr — icosay = : 
G cuce 


Ces trois angles sont ceux qu’une droite a fait avec trois axes 
rectangulaires x, v, 5. Effectivement, nous pouvons conclure de 
leurs expressions (1) les égalités suivantes (t. I, p. 191) : 


Dt ——"E 
cos2az = J z ; 
p( 9 — 0g) — ey 
2) 0(9 —Wy)— pu 
( Gostan icoatay mane a) = I] : 
P(e — Wa) — Ce 


COS? az + cos* ay + cOs?az =I. 


Ce mode de représentation, qui joue un réle dans les applica- 
tions mécaniques, va donner lieu a une étude approfondie. Nous. 
y considérerons w, comme étant une quelconque des trois demi- 
périodes, w et » comme variables. Dans ces conditions, nous de- 
vons d’abord examiner la réalité des trois angles. 

La premiére formule (2) montre d’abord que les racines ey 
doivent étre réelles. Il s’agit donc de fonctions elliptiques a dis-. 
criminant positif. Les fonctions pu, p(¢—we) doivent étre 
réelles aussi; les arguments w, 9 sont donc ou réels ou purement 
imaginaires, a des demi-périodes prés (t. I. p. 39). 

En posant, comme au Tome I (p. 195), 


1, 
=F Ng 
(3) Use core 2 oe 


on peut écrire l’expression (1) de cosaz sous la forme 


Suivant la maniére dont est choisie la demi-période wy, U2 a 
Loujours pour expression 


5 f 
Wr == 5 


Vea — €8)(€a— ey) 


et reproduit, sauf le signe qui peut différer, l’une des trois quan- 
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tités U?, U?, U'? (t. I, p. 194), dont deux. sont réelles et l’autre 
purement imaginaire. Il est donc impossible que w et v soient tous 
deux réels ou tous deux purement imaginaires, ou l’un réel, l’autre 
purement imaginaire. En effet, les fonctions ¢, étant paires et ¢ 


étant impaire, les trois quantités Sal Ody 
P 4 aoe ou ce 


seraient, toutes trois, de 


méme espéce, ou réelles ou purementimaginaires; l’une, au moins, 
des formes que pourrait prendre le cosinus serait donc imaginaire. 
Une, au moins, des deux fonctions pu, py est donc entre e3 et ey 
ou entre €, et e,. Supposons pu compris entre é; et é. 

Parmi les quatre intervalles (— 0, 3), (€3, €2), (€2, €1), (€1, +%), 
le troisi¢me seul peut alors contenir py. C’est ce qu’on voit par la 
premiére formule (2). Effectivement, si py est dans le premier in- 
tervalle, alors p(y — 3) est dans ce méme intervalle, ws; étant la 
demi-période purement imaginaire, nommée aussi w/; pu — é3 est 
positif, p(y — 3) — es négatif; cos?az est négatif pour l’hypo- 
thése wy = w 3. Si pe est dans le second intervalle, p(y — ws) est 
dans le quatriéme et cos? az est négatif pour Vhypothése pe= OG 
Si pe est dans le quatriéme intervalle, p(y—w,) s’y trouve aussi 
et cos?az est négauif pour l’hypothése wg = 0. Ces différents cas 
sont done impossibles. Au contraire, si pe est dans linteryalle 
(€x, €1), p(y — w,) et p(y — 2) sont dans le premier intervalle 
et cos?azs est positif, inférieur a Punité pour wy = 0; OU 2; 
p(e—ws) est, dans lintervalle (é2, e,), comme py, et cos?az est 
encore positif, inférieur a Punité pour hypothése wg = ws. 

En raisonnant d’une manicre toute semblable et renversant 
lordre des intervalles, on verra que, si pu est dans l’intervalle 
(€, €,), pv estalors dans l’intervalle (@;, é2). 

Enrésumé, quelle que soit la demi-période ,, si l’on prend pw 
et pv, Pun dans Vintervalle (e3, 2), l'autre dans Vintervalle (é2,e,), 
Vangle az, défini par la premiére formule (1), est réel. 

Il est facile de voir comment doit étre maintenant choisi G pour 
la réalité des angles az, ay. Remarquons d’abord, pour les se- 
condes formules (1), une forme analogue a (4); c’est la suivante : 


o Ta(U+ P) 


cosax + icosay = -- GUz ee 
¥ 
5) 
(5) ; 1 ony Op — 9), 
cosax — icosay = Gk = can ee : 
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On voit par la que I’altération de w,, au moyen de addition d’une 
période, peut modifier seulement les signes des seconds membres. 
Il sera donc permis de raisonner sur trois demi-périodes distinctes, 
prises a volonté. 

En désignant par w, et w, deux demi-périodes, lune réelle, 
l'autre purement imaginaire, on aura, pour u et 9, les expressions 


(6) = Oye G=W,++¢'. 


D’aprés ce qui vient d’étre reconnu pour la nature de pu et pe, 
on voit que w! et y/ peuvent étre supposés, lun réel, l'autre pure- 
ment imaginaire, comme w, et w,, mais en ordre opposé. 

Par le théoréme d’addition des périodes dans la fonction ¢ 
CURL) P-L Oo; aO1 al 

o(U+e°—Wy)=7(W+ 0+ 0,) =— F(u'+ o' — ty en ee 
En supposant donc wg = w,, on aura 


. 7 r 
cosaw + cosay _ a, o(u'+ 9’ — wy) ei tultd'+0') +21 /(w+ Oy)» 


cosax —tcosay — o(u'— 9’ + wy) 


Les deux quantités cosax +tcosay, ayant leur produit réel (2). 
sont imaginaires conjuguées sous la seule condition que leur quo- 
tient ait pour valeur absolue (module) Vunité. Or, a Végard du 
quotient des deux fonctions ¢, au second membre, il en est bien 
ainsi; car les arguments de ces fonctions sont conjugués ou con- 
jugués au signe prés, ce qui revient au méme, puisque ¢ est une 
fonction impaire. Il reste a retenir, dans l’exposant de l’exponen- 
tielle, les seuls termes réels, qui sont 2, 9!-+ 2y,u'’. Ainsi, pour 
laréalité des angles ax et ay, on dott choisir G de telle sorte que 


Geter nw 
ait Vunité pour valeur absolue. 


A cause de la symétrie, cette conclusion subsiste si l’on suppose 
Og = Wy. Si enfin on suppose Wg = Wy, + W,, On aura 


. r ' 
COSaX + 1 cos ay wet G2 o(u Seat ) e (Quy) (u'+0,) 


cCOSax — i cosay o(u'— o' + 20, ) 


’ ' 
2 a ( ut? ) te’ +2 nett 2M Ou 
o(u'— 9’) ; 


et la méme conclusion subsiste encore. 
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Droites perpendiculaires. 


Supposons maintenant une seconde droite b, déterminée, en 
direction, d’une maniére analogue, les angles bx, by, bs étant 
définis par des égalités analogues a (1), ou G n’est pas changé, 
mais oU W, est remplacé par Og: 

Nous allons prouver que les droites a et b sont perpendicu- 
laires. Ce sera ici une application de la décomposition des fonc- 
tions de seconde espéce en éléments simples, pour le cas d’un 
pole unique, mais double (t. I, p. 230). 

Prenons la formule de décomposition, savoir : 


pare) Se ee ei (pte Ca — Caz) (zu), 


Fa, Tago? UU 
o(u— a, — a2) 
O(a, + a2) TU 


&(u) =— 


(7) | 
Soiled abordad <== ys ay == Os, P= Ca, + Gas = Nee Tg: Ce 
sera le cas signalé (t. I, p. 230) ot la formule de décomposition 
se réduit 4 un seul terme. 
Désignons par W(w) Vélément simple répondant a ces suppo- 
sitions 
o(U— Wy — Wg) 


PP? o(hartpu 
(8) W(u)= zi e - 


Nous aurons 


O (Wat Wg) C(u— Wa) T(u — we) earn wy), 


(9) 


SOLO o7u 
Faisons, dans la formule générale (7), une autre hypothése : 
Ay = 0 — Wg; Az = Wa, — 9) & = Na — Ng L’élément simple ®(w) 


peut s’écrive alors sous cette forme (t. I, p. 188) 


= Oy + @ 
o(u gt 3) Gene 


7 eg o (Wg — Wg) ou 


o(U— Wy — 
= : B? inact atts Sa te Wu). 
o (Wy + WB) TU J (We + We) 


6 DEUXIEME PARTIE. -— APPLICATIONS. 


Nous avons, en conséquence, 


O(Wg + wg) o(u—9 + wg) ( U+ 9 — Wy) atta) 
(10) a tea ou 
=— W'(u) + [C(»- Wg) C(¢ — wg) 4 13 - Ha] ¥ (eu) 


Echangeons les indices « et 8, puis ajoutons lanouvelle égalité, 
membre a membre, avec l’égalité (10); il ne reste au second 
membre que W’(w). Remplacons W"(w) par son expression (g) et 
nous aurons la relation suivante : 


: 2 (Ho—Na) 
U—V+08)5(U+ ¥— Wy )e 
HP —wg)F(0— vg) | 8) ( =m a 
(11) +0 (U—9+ Wg)o(U+e—w_)e Pe] 
a == 4 
| 20(Uu — We) o( wu 0g) elnatng)u = 


Sane De 


Il suffit de chasser les dénominateurs, de diviser par o?uo?9, 


THaa Nas 


et de multiplier par le facteur commun e pour changer 


Pégalité (11) en celle-ci : 


can (cosbz — tcosby)(cosax + icosay) 
J 


+-(cosbz + icosby)(cosax —tcosay)+2cosaz cosbs=o0, 


qui prouve la perpendicularité des deux droites a et b; car elle se 
réduit a 


cosax cosbx + cosay cos by + cosaz cosbz = 0. 


Triédre trirectangle. 


Dans l’analyse précédente, les deux demi-périodes wg, wg ont 
été supposées distinctes, a des périodes prés. Sans cette supposi- 
tion, les résultats seraient inexacts; les raisonnements seraient 
d’ailleurs sans valeur, la formule (10) devenant illusoire. 

Comme il y a trois demi-périodes distinctes, on peut, par le 
moyen des formules (1) représenter les angles que font avec les 
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trois axes les trois arétes d’un triédre trirectangle. Ainsi, prenant 
les formules (1), puis y changeant successivement a en b ou c, 
Wy en Oe OU Wy, AVEC Ny En Ng Ou Ny, tout en conservant U, ¥, G, 
on a une représentation des cosinus des neuf angles que font 
entre eux deux systémes d’axes rectangulaires a, b, c, et 
ey we 

Quand on fait correspondre deux a deux les axes de chacun des 
deux systémes, comme @ avec x, b avec y et c avec Z, on peut 
rencontrer deux cas différents : ou bien les deux systémes sont 
congruents, cest-a-dire qu’on peut transporter un d’eux de 
telle sorte que les axes correspondants coincident en position et 
en sens; ou bien cela est impossible et les deux systémes sont 
incongruents. La distinction de ces deux cas, comme on le sait, 
se fait au moyen de la quantité 


cosax cosby —cosaycosbx 
(13) L Ze — ie; 


COSCS 


ou d’une quelconque des huit analogues obtenues par permutation 

circulaire de a, b, c ou de z, y, s. Ces neuf quantités sont toutes 
égales 4 +1 si les axes sont congruents, 4 —1 dans le cas op- 
posé. Ainsi Punité positive ou négative ¢ est le caractére de con- 
gruence des deux systémes d’axes. 

Cherchons dans les formules (1) actuelles le caractere de con- 
gruence. A cet effet, aprés avoir, dans la relation (10), échangé 
et 8, comme précédemment, retranchons les deux égalités mem- 
bre 4 membre, au lieu de les ajouter. C’est alors le terme W’(u) 
qui disparait et le terme suivant qui se conserve. ‘Transformons 
@abord la quantité entre crochets : c’est une fonction doublement 
périodique ordinaire de »; exprimons-la en produit de facteurs, 
ce qui est aisé, ses racines étant évidentes. Nous aurons ainsi 


Ce Pee OG) ag = Na 


Fo (Wy — Mg ) CV T(P — Wy — wg) 


FWeZTWR (9 — 0g) T(9 — We) 
i} 


(Wy + Wg) FHT(P— Wy — Wg) 


28 Wa, 


Oo ZG ae 
TWq TWe (9 — Wy) T( 3) 
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ct il en résulte 
(cosba —icosby)(cosaxr + icosay)—(cosbax + icosby)(cosax — icosby) 


o(u— eee) MP OE) 


ou ov 


= 9, e1eB NEM. at fp) (U+-P—Wg—Wp) 


io a \ ! 
o(u + Wy + We) o (y SOD yea @3) en Matng)(u+9+Watwe) 


No. 3—N 30 o, 
ae toed mall 
cus? 


Comme il a déja été fait au tome I (p. 195), nous supposerons, 
pour la symétrie, les trois demi-périodes Wa, Og, Oy liées par la 


relation 
Wa + Wg + Wy = 0. 


Sauf la premiére exponentielle, le dernier membre est alors, 
d’aprés (1), 2 cosez, et l’on a 


cosaxcosby — cosba cosay T  7.Wa—130.. 


(14) = = @ = 


COSCZS U 


Telle est l’expression du caractére de congruence. On sait 
(t. I, p. 196) que l’exposant de e est ici un multiple impair de 
U 


ag — 11g @a= (2k—1) =, 


Se (— 1)*, 


Sur la décomposition d’une somme en un produit. 


L’analyse actuelle nous offre, toute composée, une des innom- 
brables formules particuliéres que l’on peut déduire des méthodes 
générales de décomposition. Nous la mentionnons uniquement 
en vue de l’usage qui va en étre fait. 

Parmi les relations qui ont lieu entre les neuf cosinus, prenons 
celle-ci 


(cos ax + tcosay)(cosax — icosay) = 2, 


a 


oti le signe sommatoire indique qu’on devra successivement rem- 
placer a par a, 6, c. En mettant pour cosaz = tcosay |’expres- 
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sion (1) et chassant les dénominateurs, on obtient la formule en 
question 


o) 


et le signe sommatoire indique qu’on doit mettre successivement 
Wa, MB, Oy, Nar 18, Ny pour w et 7. 

Cette méme formule peut encore s’écrire autrement, si l’on y 
mety et 9, au lieu dev + u et » — u, 


(16) >» (9 — W) oF (9,— w) 2 eN+%,-20) — — 992 
@ 


C’est un cas particulier d’une formule plus générale que nous 
allons obtenir. Prenons la fonction 


_ G(u—e+w)s(u—w) 
(17) Ga) SUC (V— Ww) ow 


qui, relativement a wu, différe seulement par la notation et par un 
facteur constant de la fonction doublement périodique de seconde 
espéce (7) envisagée dans ce Chapitre. L’élément simple corres- 
pondant ®(w) sera 


(18) o(U, 9, #7) =— ®'(u) — [Cv — w) + Cw] P(x). 


Multiplions les deux membres par cette fonction de », 
(19) S(e) = o (9 — wer, 
et on pourra écrire la formule ainsi 
(20) J(9) ou, 9, #) =—f(e) Bu) — fio) Pu). 


Soit A lasomme (16); soit aussi 5 la somme obtenue en pre- 
nant successivement pour w les trois demi-périodes et multipliant 
chacune des fonctions 9(w, v, w) parle terme correspondant de 


A. On aura 


(21) S = ov —w) 6 (9— w) c2men?*"— o(u, 9, w). 


wo 
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Dans ‘celte somme, chaque multiplicateur de 9 a, relativement 
4 vy et sauf un facteur indépendant de ¢, la forme ci-dessus /(¢). 


On a donc, suivant (20), 


S=— A ®'(u) — & (1), 


Remplacons A par le second membre (16) et nous aurons 


$201 Gr ee xe (= c°—*") ou) 


2 2. 


ou, suivant (18), 


\ 
e+?¢ p—? 0—- 9% 
S=—202 1 92 re Mites . 
2 By : 2 


Si enfin nous remplacons S et par leurs expressions (17, 21), 
il nous vient, les dénominateurs chassés, 


Ce w)oluU— OE wlo(yr—= wicwel ta 


oO) 


P+, V—%Y p+ 0 VP -—- Vy 
= 20 ey Cul (MUL o{u— . 
2 9) 2 3 


Cette formule prend un aspect plus symétrique si l’on écrit 


u,v, au lieu deu, » —u, %, 


i . 
Sie (u— 0) o(e — 0) o(w Sacwet 7) 
(22) 
Dae (2B Ef 
=o) i ; ea cet 
2 


loa Mies 3 : 
le produit, indiqué par I au second membre, s’applique aux 


\ 


quatre facteurs obtenus par les diverses combinaisons des si- 
gnes Ey 


Composition des triédres trirectangles. 


Soient trois systémes d’axes rectangulaires a, b, c; Zo, Vo, 303 
L4, ¥1, 41. On donne les cosinus des angles que font les axes 
a, b, c avec les six autres axes, et l’on demande les cosinus des 
angles que font entre eux ces six autres axes. C’est ce probléme 


CHAPITRE J. — FORMULES ELLIPTIQUES POUR LA ROTATION DES CORPS. IJ 


que, pour abréger, l’on désigne par le mot de composition des 
iriédres trirectangles, probléme résolu par des formules élémen- 
taires de Géométrie analytique, mais qu’il s’agit de résoudre ex- 
plicitement au moyen de la représentation elliptique précédente. 

On supposera les cosinus exprimés, par les formules ci-dessus, 
au moyen des mémes fonctions elliptiques dans les deux cas, mais 
avec des quantités Go, uo, % pour les axes %o, Vo, So et des quan- 
tités différentes G,, u,, , pour les axes x, y1, 51. 

Pour résoudre le probléme, on cherchera ici trois quantités 
seulement 


COS 59 X14 -+ UCOSZ0.V1; COS 4, %py-+ LCOS Z1 Yo, COS 44 Zo, 


qui suffisent 4 déterminer les neuf cosinus. En premier lieu, les 
conjuguées des deux premiéres s’en déduisent par les relations 
(03) (COS 3) %4 + 1 COS Zy7V4) (COS 59 X1— LCOS ZV ) 
2 . . 
= (COS.3;%o + 1 C08 34-7p)(COS.51%) — UCOS 3, Yo) =I — COS? 44 Zo. 
Quant aux autres cosinus, ils se déterminent aussi, sans ambi- 
guité, par la quadruple relation suivante, ot ¢ et 7 prennent a 


volonté et séparément les valeurs = \/—1, 


COSHy Xz + UCOSMy V4 + J COSVyo X14 + UJ COSVON1 
(24) 


(COS Zp % + LCOS 5.1) (COS 34%) +7 COSZ1 Yo) 
tJ — COS So 54 


Ce défaut d’ambiguité tient 4 ce que, dans le cas actuel, les ca- 
ractéres de congruence des deux systémes 2, Yo, 30 Cl L1, Vay 5 
par rapport aa, b, c coincident, puisqwils dépendent seulement 
des demi-périodes. Les deux systémes ont donc entre eux le ca- 
ractére +1. Dans le cas, au contraire, ot l’on aurait deux sys- 
témes incongruents, il faudrait, au dénominateur de la for- 
mule (24), remplacer 77 par — 77. 

Nous ne nous arréterons pas a prouver ici la formule (24), qui 
est une conséquence facile des relations analogues a la relation de 
congruence (13). 

D’aprés une formule élémentaire de Géométrie analytique, on a 


(25) COS 4) B= 1 COS 59.1 = s COS a 4y(COSaa, + 1 cosay;). 


a 
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En prenant le signe plus, nous aurons, suivant les formules (1), 


COS 3) %1+ 1COS 5014 


= Gs Da ee ea ee 


Up TVo CU,0 74 


(Goby +p +420) | 


La formule de sommation (22) donne donc immédiatement 


(26) co Be pp 
2) SZyx tLCOSZ 
CAE POEs TU TM TUT 2 


Semblablement, en prenant le signe moins, on trouvera 


(27) : 2 le Mot Mo 
2, COS 4) @14— LCOS Zo Vy = — 75 c 
Z y Gy F Uy FH) TU, Ty 2 


Semblablement aussi, cos 3,;%)=E 1 c084, Vo s obtiendra par les 
mémes formules, ot il suffit de transposer les indices 0 et 1. 

Par cet échange, on retrouve les huit mémes facteurs, mais 
groupés différemment; d’aprés la double égalité (23), ceci con- 
stitue une seule et méme expression pour 1 — cos? Z),, savoir 


f +yptu,+ 

. 4 Up Op HUY, 

sin? Z9 24 = = [ i oy : 
(TUy THQ TU, TY )R D 


Nous allons par 1a arriver 4 l’expression de coszos,. Tout d’a- 
bord, en posant 


Up t+ Uy, Pot Py Uy — Uy Cos a 
(98) pet tia, peta, pot iy, pete, 


2 2 i 2 ; 2 


on peut transformer |’expression du sinus au moyen de la formule 
fondamentale (t. I, p. 171) et écrire 


7 Ses) (a=8 (a = 8) 
(a —a’)2(B — B’P : 
ey PY. 
a—a')(B — 8’) 


sin? 29.3, = 


COS? 9, =I — Sin? Zy.3, = = | 


En extrayant la racine carrée, il reste a fixer le signe, qui est 


déterminé, puisqu’on pourrait obtenir aussi cos %y z, par la formule 


C083) 44 = . COSAZy) COSAS,. 


a 


CHAPITRE I. — FORMULES ELLIPTIQUES POUR LA ROTATION DES CORPS. 13 


Si Pon observe que les deux systémes d’axes coincident moyen- 
5) x 
nant Vhypothése wp = uy, %) = %;, Go= Gy, et que cette hypo- 
thése rend o et 8’ infinis, coszy5,;—=-+ 1, on voit qu'il faut con- 
clure 


(a= B)(a'—f') + (a = Ba! 8). 
Cet 


(29) COS 3934 = 


Le probléme de la composition des triédres trirectangles se 
trouve ainsi résolue. 
Voici quelques transformations utiles de cosz)z,;. On a tout 


d’abord 


ee ee ot) 

eg | I+ COS 29 3; = “(a — 2) (8 B’)’ 
= (eli = Cl 

| I— COS 49 4, = + ae ae 


Changeant les différences de fonctions p en produits de fonc- 
tions o par la formule fondamentale, on obtient 


y { ! 
2, Ups= Cos= Uy e220 
T= COS2 6) === ig : 
Pe cicero uc, 5) = 


il faudra, dans le produit II’, prendre seulement les quatre fac- 
teurs ot le nombre des signes moins est impair ou pair suivant 
que le signe, au premier membre, sera plus ou moins. 

La troisiéme forme que nous allons donner a cos %) %,, dissy- 
métrique par rapport aux lettres w et 9, est celle qu’on rencon- 
trera dans les applications. Posons un instant 


(Git) Cas CaCl, B= pd, espe’, 
d’ot résulte 


(a—B')(a’— 8)  o(a+b')c(a—d')o(a'+b)o(a'-—b) 


— t TA (i I elie 
(a—a')(8—8')  o(a+a')c(a—a)o(b+b')o(b—B') 


Envisageons a part le produit 


o(al+ OG) 
o(a+a)c(a—a)’ 
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fonction de a’, doublement périodique, que nous décomposerons 
en éléments simples ainsi (t. I, p. 206) : 


o(a’ + b)a(a'— bd) 
C(G=ad) s(a—a ) 
_ ¢(a—b)o(a+b) 
= C2a 


[t(a+a') +t(a—a')—C(a+ b)—C(a—)]. 


Dans cette égalité échangeons a! et b', puis divisons membre 
a membre; il viendra 


C(at+a’)+Cla—a)—Ct(a+b) (a Oe 
Cia + b')+C(a—b')—C(a+b)—Ca—b) 


[Pee 


Suivant la premiére égalité (30), on a 
COS Z) 4, =—1— 2F. 


Chassant le dénominateur, puis remettant, conformément aux 


, Oe . Uy + U 
égalités (28 et 31), pour a, a’, b, b’, leurs expressions =, 


Uy — Uy Vo, Po— 1 
A ) ? 5 » nous aurons 


Up +t Up Hye 
26 Uy 20 Uy — . a : : : 
2, 


fe CESS) p Mosaine apace 
me 2, D 


(B®) Gosranen = 


Angles d’Euler. 


Les angles d’Euler, ainsi nommés parce qu’ils figurent dans les 
formules données par Euler pour le changement des coordonnées 
rectangulaires, sont ceux que l’intersection de deux plans, l’un des 
nouvelles coordonnées, l’autre des anciennes, fait avec un des 
axes situés dans un de ces plans. On en considére habituellement 
deux, ceux, par exemple, qui sont formés par l’intersection des 
plans ab et xy avec les axes a et x, et c’est par ces deux angles, 
avec langle cs, qu’on détermine les huit angles az, ay, .... Tl y 
a dix-huit angles d’Euler, suivant la définition qu’on vient d’en 
donner; chacun d’eux n’est déterminé qu’a un multiple prés de 
la demi-circonférence, quand méme on suppose les sens de rota- 
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tion bien définis, et nous le supposerons toujours, en prenant 
pour positifs les sens habituels de x vers y, de y vers z, de z 
vers x, de a vers b, etc. Effectivement il est impossible de pré- 
ciser le sens pris pour positif sur l’intersection de deux plans 
coordonnés. Toutefois, neuf de ces angles peuvent étre précisés 
(a des circonférences prés) si l’on a précisé les neuf autres. I] 
suffit de convenir que le sens’ positif de lintersection de deux 
plans, par exemple ab et xy, est pris de la méme maniére pour 
compter les angles de cette intersection avec @ et avec 2. 

la notation cz indiquant qu’il s’agit de lintersection des plans 
perpendiculaires a c et a 2, c’est-a-dire ab et xy, et la derniére 
lettre a ou x indiquant l’axe a partir duquel est compté cet angle. 


On peut dénoter ces dix-huit angles ainsi (cz, a), (cz, x), 


Il est trés aisé de démontrer les formules suivantes relatives a 
ces angles 


fe: 
‘ : Q@S 2 UCOSOZ : 1 CONC SEE 
(3)) extlez,@) = +7 yeh 2 > extles, x) — = Eve LORS 


sin eZ a sincs 


Dans ces formules, toutes les conventions précédentes sont ob- 
servées, et l’arbitraire qui subsiste dans le signe de sincs corres- 
pond a lindétermination des deux angles. Pour avoir les seize 
autres formules, il faut avoir soin, sans changer ¢, de permuter 
circulairement a, b,c ou x, y, %. 

A l’égard des angles doubles, l’indétermination n’est plus que 
de circonférences entuéres, comme il apparait dans les formules 


Ce Ce, a aes tcosbz priles, x) — _ Cow + i cosay 
cosas —icosbs’ coscx — tcoscy 


Les formules (1), ot l’axe z est mis a part, ne font apparaitre 
d’expression simple que pour les angles formés par l’intersection 
du plan xy et des autres plans; ces angles sont au nombre de 
six. Trois d’entre eux sont immédiatement donnés par les for- 


mules (1) 
C(U+0— We) ongu 9 Fal Ute oy 


(az, 2) — a 2h 2) 2a __ 
(82) aha: c So) : Syl = 


avec deux analogues obtenues par le changement de a en 6b ou ec. 
Les trois autres n’apparaissent pas d’abord; mais nous allons les 
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trouver, et ce sont les formules de la composition des wiédres qui 
les fourniront. 

Dans les formules (1), supposons u =, ¢ = Wg, G = eas, 
Elles donnent 


COSAZ =O, , COSA EET COS ay — 1. 


L’axe a coincide avec l’axe x. Prenons maintenant les formules 
relatives 4 l’axe b, changeant, pour cela, « en ® dans les for- 
mules (1); nous avons alors, d’aprés (14), 


COS 0 s— OF cosbx + tcosby = eng@a—Naws = Ta, 


L’axe 5 coincide avec l’axe y ou avec son opposé en sens, sul- 
vant le signe de ¢ =-«1. Il enrésulte que l’axe ¢ coincide avec 
Vaxe z. 

Ces suppositions, que nous venons de faire pour u, 9, G, 
faisons-les maintenant pour uw,, ¢,, G,, et employons les for- 
mules (26, 27) en y supprimant l’indice zéro. Nous aurons 


Fe neee Wet Wg UE ae 
cosas + te cosbs = [Ie —— : 
Ww 
8 


TUTVTWY,S 2, 


Wa— Wg =e UEP 


‘ 2 eNaMs 
cosaz — te cosbz = = : o ‘ 
TUGY TPs Oe 2, 


formules ot lon pourra permuter a, b, c entre eux et, en méme 
temps, a, 8, y. On en déduira trois angles d’Euler par des for- 


mules telles que celle-ci 


We+ Wg (Uh 
o 


- 2, 
(36) e2tles, a) — e—2N4W i 4 . : . 
Wy — We = Uz? 
fo i 


z 


Si Pon avait fait la supposition des valeurs particuliéres sur wy, 
09, Go et supprimé Vindice 1, on aurait trouvé de nouvelles 
formes pour coscx == tcoscy et les similaires. Ces formes nou- 
velles se raménent immédiatement aux formes initiales (1) par la 
formule de duplication de l’argument dans la fonction ¢(t. I, 
p- 197). Quant a la forme nouvelle de cosez a déduire de (30), 
elle présente de lintérét en ce qwil y figure seulement des fonc- 
tions p; mais nous ne voulons pas y insister. 
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Expression du produit cosas cos bz coscs. 


Si lon prend cosaz et ses semblables sous la forme (4), pour 
les multiplier entre eux, les arguments w et ¢ n’apparaissent plus 
que par les fonctions p’, comme il résulte d’une formule démon- 
trée au Tome I (p. 196), 


(37) cosas cosbz coses = ; UZUs UY pup’e. 


La quantité UZ reste inaltérée en valeur absolue, mais peut 
changer de signe, quand on modifie w, par addition d’une pé- 
riode. Si Pon prenait, pour les trois demi-périodes, w, w/, w”, le 
produit des trois quantités Uz serait 

l 


U2U2U"% = 


~ (@1— €2) (€2— €3) (€3— €1) 


On peut démontrer sans difficulté qu’on a, d’une maniére gé- 
nérale, 


el 


(Cm &g) (ey — ey) (ey — en). 


(38) UZ UR U3 


e étant la méme quantité +1, qui est déja intervenue (15). Mais, 
sans faire de démonstration directe, nous pouvons l’établir indirec- 
tement par la conséquence qui nous importe ici et qui est relative 
a la formule (37). Cette formule deviendra 


(39) “(€a—= €3)(€g — ey) (ey — a) cosas cosbs coses = — qyP'up'es 


il y reste seulement jusqu’ici une incertitude sur le signe du se- 
cond membre, puisque la formule (38) n’est pas établie. 
Pour faire disparaitre cette incertitude, supposons 


U= We UW, = Wyte. 


Ainsi qu’on 1’a déja vu au paragraphe précédent, si wv’ et o’ étaient 
nuls, cosaz et cos bz seraient nuls, et coscz serait l’unité. En sup- 
posant donc w’ et o’ infiniment petits, on aura, pour la partie prin- 

I. 2 
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cipale du produit des trois cosinus, celle du produit cosaz cos bz 
Les parties principales sont les suivantes : 


o(W_ — We) 
cosas = ——-——— 8 = easy! 
GWy OW 
8 
(Wg — Wg) ns o (Wg + Wg) aneee 
C080 5a ee 
TWy TW TWy TW 
8 8 
cosas cosbz = — (Pwg— pwg) enane Nes uly! = te(€g— eg)u'e". 


La partie principale du premier membre (39) est donc 
te(€y — eg) (€g — ey) (ey — eq) ue’ ; 


celle du second membre est 


Bor Wg Pig U'P’. 
Or ona 
peu = 4(pu— eg) (pu — ég)(pu— ey), 


(¢ pu 


Toe) aun, BP 08 = Mea eg) (Cx ey): 


En conséquence, 
aa re Pla P' Og = le(eg— eg)” (e, — €y) (ey — ea); 


et l’on voit que les parties principales sont les mémes dans l’un et 
autre membre de l’égalité (39). 


Expression des cosinus sous ferme explicitement réelle. 


Pour l’analyse générale, la forme (1) de l’expression des cosinus 
est la meilleure a cause de la symétrie. Mais, pour le calcul numé- 
rique, cette symétrie doit disparattre; il y a, en effet, une demi- 
période dont le réle est particulier, celle qui est une imaginaire 
proprement dite. 

Les arguments w et » ont, pour parties constantes, a des périodes 
prés, les demi-périodes w et w’, l'une réelle, autre purement 
imaginaire. Pour préciser entiérement, nous supposerons que w! 
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appartienne a wu et w a v, en sorte que la partie variable de w soit 
réelle, celle de » purement imaginaire. Nous poserons, en outre, 


uU=W'+ 2W0y,+ U’, On = Su + 51,0), 


P= WH + 2W, +0, Wy = SyW-+ sy; 
Wy = WO + 2Sg_gWH + 25,0’, 


Og = w! + 25g +> 253 0; 


w' sera réel, 9’ purement imaginaire; ils pourront étre, quand il en 
sera besoin, limités dans l’étendue d’une période 2 pour le pre- 
mier, 2! pour le second. Nous poserons, en outre, 


w! (O) 
=. 5 = ] be “nl ' ass 
G! ( 1)ush+ S05 eels Wy) 2 Ny (U wulen(w + 5) jen (e+ °) 


, ' ‘ , 
a=S,+ sy +s, +1, 


? 


b Sly cr ae ae 


, “ Ul 
we = Sat Sq + Sg + 8g + Sut Su Sot Sp. 


Les formules (1) et leurs similaires se transforment ainsi en les 


suivantes : 
iT 
ye e*U" cou’ op! 
i i 
i ( UU’ Sally io” 
it 
(42) ée*U’ ou’ oo¢’ 
=a (a Vos eee ee ee 
CURT SN) UT” BAe RE 
O1,u’ O30". 
coscez = (—1)¢ 
\ ( ) O3u’ eyes 
iT 5 1 1 
é — 63(u'+ 9’) 
; =—(—1)%? -G ¢4 ————_* 
cosav + icosay = (—1) Cas! 
: ( ay! —t¢¥ iG i) 
—, =(—I (7 
cosax — tcosay = (—1) @ aR: 
22 oy (i see) 
: ag Sy es re =o 
= I é ae ET Tae. 
ae cosbz + tcos by = (—1) ae 
4 


I = o4(ul— 0") 
Co O3U' 0,9" 
U’ SU ae) 
UU c,u6,0 
1 tU" o(u’—¢’') 


_— a eet ee 
coscx —tcoscy = (—1) GU os o18 


cosbz — tcosby = (—1)¢ 


cosce + tcoscy = (—1)¢t! G’ —_ 
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D’aprés les notations (40), la quantité ¢ (15) se réduit a 
(= 1)Satsgr1, 


ce que l’on peut, suivant (41), écrire ainsi : 
(44) 6 = (—1)e+o+e+t, 


Il est utile de noter ici les hypothéses par lesquelles on améne 
en coincidence les axes a, b, c avec les axes x, y, z dans un ordre 
quelconque. Les voici, faciles 4 vérifier sur les formules (42, 43), 


(45) U0), C=O, (faa Ee 10) (= itt 


x,y, 5 coincident dans cet ordre avec a, b et ec (c’est-a-dire le 
sens positif ou négatif de c suivant que ¢ = + 1); 


it 
(46) U0; Of SOY Gt e%, C07 C15 


“, ¥, s coincident dans cet ordre avec b, c, ea; 


x, vy, % coincident dans cet ordre avec c, a, ¢b. 

On doit avoir soin d’observer, dans les formules (42, 43), que U’ 
est une quantité purement imaginaire et U" le produit d’une 

aii 

quantité réelle par Coa Gel Darga) 

Aprés avoir calculé directement les formules relatives a la droite 
a, celles qui donnent cosaz et cosax + icosay, on peut obtenir 
les autres par des changements fort simples : pour passer de @ a 


b, on échange o et w’ ainsi que wu et ¢, en observant de changer 7 


en —i, 4 cause dé la quantité.nu!—7/o =" ui échang 

; h q n n'o =—>, qui échange son 
4 

signe ; pour passer de b ac, onchange w! en w+ w, sans changer 

w, u, 9; use remplace alors par u!— w. 


Formules pour la composition des triédres. 


Nous allons faire les transformations analogues dans les for- 
mules (26, 27) de la composition des triédres. Pour ce but, nous 
transformons d’abord Videntité (‘a3 
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Dans la formule de sommation (22), posons 


9=Wy,4+ 0, U=Wg+w, = Wy + (®g + Wg + wy = 0); 
et transformons d’abord le premier membre par les calculs sui- 
vants : 


ay tate ee 
o(¢ ss We ) — oy, ent? 2W«,) = ella deg 


G(u— wg) 6" =— o (ut wa)en 
=—o(u'—wy)e ™ = oyu'cwy ene —Nas 
et, de méme, 


o(w—wg)em™ = Sg w'F wg en pap: 
t 


Si, dans le terme de la somme (22) 


(Ua) (Ve WING w= Wy) Cwyem OF 


on fait ces substitutions, on trouve 


CO Sy UO pW’. CWy TWe Fwy ere? THEY TH” 
Y 6B 6 ay) ? 


produit ou les facteurs séparés par un point sont, les premiers va- 


riables d’un terme a l’autre, les seconds fixes. 


uU+ e+ Ww . 
Pour le second membre (22), le facteur ¢o ———— devient 
2, 


Le 


, Li La 
ul +o! +9 i w nt 
o —______.. Le facteur ¢ se transforme en celui-ci : 


OR We Wy Ui 
ey 
2 
DR tie 
Ss u'+- 9 — wy’ \ Uy te is el Baad is orem 
= ————— — WD = Ww ooo 2 
5 y) oy ri 


Permutant circulairement les lettres », u, w et a, 8, y, on ob- 
tient deux transformations analogues. 
Dans le produit des trois quantités analogues, l’exponentielle 


A ! ae 
contient son exposant, > (— ny + ta — Ne) = av’, et ainsi des 
autres. La transformation de l’égalité (22) donne donc (les accents 
supprimés ) 


TV SyUT LW + TUTE W Oyo + OW TBP CqU 


Ge+ust w v9 + U— Ww uUu+ w—? wey —u 
o oy Bs ee 
2 2 2 B 2, 


(48) 


as a _ 
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Dans la somme ~ cos azo(cosax, + tcosay,), qui compose 
a 


COS Zp), + 108 50,7, (25), employons pour chaque terme les ex- 
pressions (42, 43), avec des indices zéro et un pour distinguer les 
quantités afférentes. aux deux systémes d’axes. Nous trouverons 
justement la somme (48) ot», wy, wu, +, remplacent ¢, u, w, 
ou, de plus, «=1, B = 3, y = 2; cette somme est multiphiée par 


uw 


U dy ; 
le facteur commun G’, Go? mals, en outre, les termes ont des si- 


gnes différents, étant affectés des facteurs respectifs (—1)%t%, 
(— 1), (— r)tei+", Cette circonstance n’introduit aucune diffi- 
culté: la somme (48) se change en la somme actuelle si l’on prend 
9 = (—1)etHO), w= (—1)othu,, = (—1)te*1 (ue, +). 
Observons maintenant que ay) + by + Cy et a, + 6, + c, sont de 
méme parité (44), et posons 


(Heras p, (Hn sy 


pour conclure 


COS 5) X14 + LCOS Sy) V4 


Ls aos r t r ' 1 i ' 
Uy + 97 — LU, — IPG Pee! + 0, + LU, + 05 


oy 
I) 2 
fee eee Bost! A u vol 
cp ans! YU + VP ig Ee eee 
Ut 2 5 
Us 
= — pv2G) —] ASF ; ; 
\ UU C3 Uy 3 ly O10) 5109 


La quantité conjuguée s’en déduit par le changement des si- 
gnes devant ¢', el ¢,, le changement de G‘, en son inverse et la 
multiplication par le facteur 7. 

On a vu précédemment que la quantité cos zx, + icoszoy4 
permet de calculer un angle d’Euler (33). Prenons, en méme 
temps, l’analogue avec échange des indices o et 1, et déterminons 
les deux angles (2921, #1), (4051, #0) de telle sorte qu’ils se rap- 
portent 4 un méme sens de la droite z)z,. Nous avons pour cela 
les deux formules (33) 


, .COS Sy. %y + LCOS ZV 
UVES) 39 sed 50V1 ; 
Sin Z9 34 
(50) ( : 
d -COSZ,X%y + UCOSZ 
| PRUE ORIG) a mas 9 Ley Bi Vo 4 
SIN Zo 44 


(52) 
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Le facteur réel 
C3 Uy Og Uy 5104 O49 


ne change pas quand on échange les indices. Son produit par 


Pinverse de sinzyz, a un signe arbitraire, comme le sinus lui- 


méme ; mais ce signe arbitraire sera le méme pour les deux for- 
mules. Soient maintenant 4 et 9, les arguments des imaginaires 
G, et G, ; soient W, et Wy les arguments du produit ¢¢,¢,¢3 au 
numérateur du second membre (49) et du produit analogue avec 


permutation des indices 0 et 1. 
Nous conclurons des deux formules (50) celles-ci 


T T r 
(4150, %1) — — Sy +60,+-¥,+ kx, 
(51) 
T ™ 
[ (10, #0) t 5 —= i + Qo t Wo T kon, 


avec cette condition 


ky, + ky = un nombre pair. 


Expression des angles d’Euler. 


. 
. 


En faisant, dans la formule (49), sur wu), +, G, une quel- 
conque des hypothéses particuliéres (45, 46, 47), et supprimant 


les indices zéro, on obtient 


| Bee 
; e 4 U" 
cosaz -+itcosbz = (—1)'+19 


2 2 2 2 


, Uf | t , t r t 
I ay IME THAIS aN NG 
= 06 ——- 0». — — 9». ——— 63 ———_ > 
ia 


ut 
2 ers a 
cos bz -+ icosez = (—1)?2 


Te 
UU’ o3 woo” 


j= (— 1)¢+6+1, 


a ae 
UU! o3u'o,0'o, 0’ 


u'—)o'— po 


r 17 r r Ud r ' Uy 
ial wel + po! ou’ +)o'— po! | ou’ — ol + po! | 
a 


~) 


3 2 2 2 2 
i= (—1)e+1, ia (—1)ore, 
it 
coscs + 1 cosaz =(—1)2 +e" 2° ae ae ? 
# fae UU’ o3u'c,9'o30 
w+uw+re’ — w—potrhe’ | w+pw—dAoel | uw’ — po he’ 
IL, ge a 1 o's : 


2 a 2. 2, 


A=(— Ar, Geass (i) 


? 


2 
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En rapprochant ces derniéres formules (52) de celles (43) qui 
donnent coscx + icoscy,..., et raisonnant comme on Ia fait a 
la fin du dernier paragraphe, on obtient, sous la forme ci-aprés, 
les six angles d’Euler. 

Soient 


Ca; Ob, Yc les arguments des imaginaires Iq, Hy, He; 

Ua, Ve, Ue les arguments des imaginaires ¢3(u'+ 9’), 9, (u'+ ¢’), 
o(u' + ¢'); 

) ’argument de G’; 


ona 8 
(62,,@) = “0, —— hit 
_ a ; h+h'+b+e 
(c3, 2) = z 0-4 ht, = un nombre pair; 
2 
. 7 
az,b)= = +0g+kr 
ES a aR k+k+a+b 
(53) ee | oT = un nombre pair; 
(az,%)=— — + - +04 ,+k'n, 
2 4 
62,0) = yas ogee T, 
eo ae prp+a+rb+e+s 
; (Gee €7 ara : = un nombre pair. 
Z,0)=—— ——- + 0+44 p'r 
| cs Nt) 9 4 Yo" PT, 


Expression des cosinus et des angles par les fonctions 3. 


Les formules du début (1) ne comportaient aucune distinction 
entre les trois demi-périodes. En nous préoccupant de la réalité 
des angles, nous avons di mettre a part la demi-période com- 
plexe w"”; la symétrie a subsisté entre les demi-périodes w, w’, 
Pune réelle, l'autre purement imaginaire, et cette symétrie s’offre 
encore dans les formules (42 et 43); car, si lon y échange w et w’, 
u' et o', a et b, i et — i, G! et son inverse, ces formules se repro- 
duisent inaltérées. 

Mais voici maintenant ol chaque demi-période va jouer un 
rdle spécial : ’emploi des fonctions S. Suivant qu’on formera 


(54) 
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ces fonctions avec l’une ou l’autre des quantités g ou q, 


on aura deux groupes de formules. L’échange des périodes fera 
passer de Pun a l’autre des groupes, mais non d’une formule a 
une autre formule d’un méme groupe. Voici ces formules, que l’on 
obtient par les substitutions données au Tome I (p. 251 et 266), 
pour la quantité g, 


wu’ » 
== 2, = Ne 
2w 20 
| I Ss SV 
| cosas = (—1)?> ——S 
i Gyill Sor 
As 
Sil Seay 
cosbz = (—1)6 = 
vol Savi 
42U4 VN 
coses = (—1)¢ ’ 
Sou Dev 
wqour+ So OS == wy) 
5 2 0 
cosax + icosay =(—1)¢* Ge : ey Sy 
y Sou J2V 
it 
4qwuy— — > .& \ 
a ¥ 490 49 u-+v 
cosbx + icosby = (—1)’ G'e H URLs 5 


ie 
JpU G2V 


it 
4Qouy—- — & > 1 = 
5 bk 330 94(U +v) 
cosex + tcosey =(--1)¢t!G'e ee, 


2 
Solo 


i 
kno Uy Vr — == 


u — Vi — LUy— VV, 
me Sy SA EE 85 2 Sp 


COS 4) L4 +1 COS Zy.V4 = — pv Gi € enor SAE 

Dans cette derniére formule, on a, pour abréger, omis les argu- 
ments de 33, Ss, So; ce sont les mémes que pour ¢2, 04, 03 res- 
pectivement dans (49), sauf remplacement de wv), ... par uy, ...; 
u, vy ont méme signification que dans (49). 

Si Von veut avoir maintenant les formules analogues avec la 
quantité g,, on peut transformer les fonctions ZS directement 
(t. I, p. 264), ou encore échanger a et b, w et w’, wv’ et o’, en 
changeant le signe de 7. 

Par suite de celte opération, les indices 1 et 3 des fonctions a 
se conseryent, les indices 0 et 2 s’échangent. 


° 
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Les lettres u, v n’ont plus la méme signification que dans les 
derniéres égalités (54), mais celles-ci 
uo 2 


—— sll, Ve 


20’ 2W 


Voici, par exemple, deux formules : 


{ 4, V 43U 
| cosaz = (—1)#=—> 
Jo Vag 
(55 bee it 
) ; ESE p02 eee 
cosax + tcosay =(—1)*G'e Saar Sane 
\ Sov Seu 


Dans ces derniéres (55), v est réel et u purement imaginaire, 
tandis que l’inverse a lieu dans les formules (54). 


Expression des cosinus par des séries. 


On peut, dans les formules qui précédent, développer les fonc- 
tions J ou o par les divers moyens donnés au Tome I. A titre 
d’exemple, nous formerons ici les développements qui sont donnés 
au Chapitre XIII de ce Tome I. C’est précisément pour déve- 
lopper les quantités cosax -+- 1 cosay et les analogues, que Jacobi 
a trouvé les séries générales de ce Chapitre XIII, relatives aux 
fonctions doublement périodiques de seconde espéce. En outre, 
le méme Chapitre donne, pour les logarithmes des fonctions ¢, 
des développements qui conduisent a des expressions tout a fait 
explicites des angles d’Euler eux-mémes. 

Le développement des formules (42) qui donnent cosaz, ... 
se fait par les formules du Tome I, pages 431 et 451. Voici la 
préparation du calcul pour l’une d’elles 


as 

e’U" cou’ of! 

UU’ osu’ io,’ 
ie 


Pm ou e' pes Onl’ (Cs [ =) T 


re UL CTH mt U2? to,’ 20 1 \2 
Ul 


Comme ¢’ est purement imaginaire, il faut remplacer les lignes 
trigonométriques, dans le second facteur, par des exponentielles 


cosaz = (—1)4- 
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réelles. On posera 


(56) Be See eh 


et l’on aura 
. A(t) A'(V) 


cos az = (—1) : 


A"(q) 

(57) cosbzs = ( ype, 
7 

Pea C(1) C'(V) 

coscz = (—1)¢ —+___-, 
¥ : G (7) 


7 
| oo 


5 
AG) a 1+ 4D gm cosmuy, 


DGD) — ~ ie Sin 71, 
gn 
C@)s— >» ie cosnw; 
AY) = ret ° a) = qm I— V2m 
SS ae iit ( 1) I+ qm Vu 2 
70 

(58) Re eNO. aye g® 1+ V2" 
BO) meee ) eae Vu 4 
; gq” te eres 
C = es rar 2 vr ee Vr 3 


—. mq’ 
A"(q) ms Neu I+ g™’ 


ogy= Men? aoe 
71S OA Ome, (Oe, Dae 
L’angle réel 1 peut étre quelconque, mais la quantité réelle V 
doit, pour la convergence, étre comprise entre g et 7 Ceci oblige 


a limiter 9’ entre — 2w/ et 2w’, dans |’étendue d’une double pé- 
riode ; mais on peut, sans restriction, renfermer 9’ dans l|’étendue 


d’une période entre —w/ et w/ et supposer ainsi V entre Va et iF : 
q 


Le développement des formules (43), qui donnent 


cosax + icosay..., 


(60) 


| [Ory ay ay Op 
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se fait au moyen des fonctions figurées au Tableau de la page 425 


du Tome I. Voici la préparation du calcul pour l'une d’elles, sous 
deux formes différentes : 


(~1)2 ae it 
q° ® ~ * (cosax + icosay) 


: qu'y! 
aw t33(u'+') —“* | /ow 1 oo! I 
= | os S38 7 SS Se 
™ Ozu OV tm U2 to,’ (2 I 


2 
a) 
iT iT 
Ee YU 6s 0) ee e4 U" su) I 
Re>| Ure ea Ul wc, a ro am m~UU' ost Ee zi 


Dans chaque forme, les deux derniéres fonctions ont déja ap- 
paru pour le calcul de cosaz; le premier facteur, d’aprés le Ta- 
bleau de la page 425, se trouve (p. 422) tel quel pour la premiére 


forme, et sauf changement de wet » en uU+ wet v+w pour la 
seconde. On obtient ainsi 


if scosag—- veosay. OAM ORY VATCY)> AP Gr V)AQ) | 


Hiv! iT 


EA Clee A" (4 i AC 
(—1)2G'e © aoa (¢) (q) 
cosbe -+icosby _ B"(u, V)B(V) _ Bx(a, V)B(a)_ 
(59) que’ in Se B’ B’ 
(es aes (q) (q) 
coscx + icoscy Cl (a, VyGV) Gyr Vv) Gar) 
que' iv Se a = ye an 
AY (1, V)= = Faee aS? (ve emi —_ = -min) . 
m+rn—1 mn : I 
AY (41, WW) = = —, soe adn 2 Ge es emm We nmi) 
B"(n, V) = Syme (Vaewm eo yale nat) 
BY(u, V) =—i—_ a + cot — ai (—1)? gq. * (vm emu _ vn ein) 


Cir V) ow Ade 2 z grt (ve enit _ a ew), 


m+m' mm’ , 
ay) 7 Bet tangu + 27 s (—1) * @g# (eo owe mi) 
Li + Ve / 
pee Oy 1s =a Oy iy Oy > BS 6 
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Les séries doubles peuvent étre remplacées par des séries sim- 
ples, comme on Il’a vu au Chapitre XIII du tome I, au moyen du 
groupement des termes par rapport 4 un des indices variables 
im, te, 1. 

A peine est-il besoin de dire comment ces séries donnent exph- 
citement les cosinus. Si l’on pose 


aol 
(61) Ge © + = eid’, 
on aura, par exemple, 
(—1)* cosax 
AV) Wo : ae : 1 ; 
= a Ate cos0/4 >y 2 [ Ve cos(o ++ mi) — yn 00808 —m | 
(—1)@ cosay 
EA) 


~ Ag) 


Pour obtenir maintenant les développements analogues au 
moyen de q, au lieu de gq, il n’est pas besoin de recommencer le 
calcul. Voici ce qu’on doit observer : si l’on met, dans les expres- 
sions (40), ala place de 

1 n 1 r Ir 


' : 
Dy Os San S53 $4) 5B, Su, § 


respectivement 


if , “i , 
Bie: i655: | SQ) —Sg—1, S., 


syn C5 Uw, 
a 5: ‘ a 
Wy et wg s’échangent ainsi que wu et ¢, Les droites a et b s’échan- 
gent donc. Les exposants a, 6, ¢ (41) se remplacent par b+ 1, 
a, c;la quantté G! se remplace par 7G! (41). 
Si donc on pose 


(63) e624 —U, 4) 


2 


“2s sin 0/4 age | Ve sin 0" mi) —< sin(0'— mu) |} 
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on obtient 


B Bs! 
: A (»)A’(U) 
ef eNO: SBE S Foie ARENAS 
(64 ) cosbs = (—1)+! aaa 
coses = (— pee eK) 
es, CUq1) 


cosax+icosay _ B"(»,U)B(U) _ BY(», U)B(») 

que" ta 7 ae 7 

cosbx-+icosby — A”(»,U)A'(U) _ Av(n, U)A() 

(65) cs A’ 3 ING 3 
(—1)oG'e & he (71) (a1) 

coscer-+-icoscy — C%(»v,U)C(U) _ Gr(n, U)C(») 

‘ue’ it 7 = 7 cs 
(—1)+1Gle Oe C (1) C (q1) 


Par l'emploi de Pun ou l’autre des systémes (57 et 59 ou 64 et 
65), on peut, comme on sait, supposer g ou g, inférieur a 
€ h== 0,0452F. 


Développement des angles d’Euler en séries. 


Soit a calculer (cz, x) conformément a la formule (53). On a 
pour cela besoin de 4,, argument de o(w!+ 9’), c’est-a-dire 


(66) (eee ig ee 


ce 
L’égalité (36) de la page 428 (t. I) donne ainsi 


7 u'¢! eae I v2 at a q™ Viera 
Ue= i + ar = CO t sin7u. 
ne iw ©\r+ V2 DE ers yn 


Cet arc ve. n’est indéterminé qu’a la circonférence entiére prés, 
non a la demi-circonférence, comme Vindiquerait la fonction 
arctang, qui y figure. C’est qu’en effet cette fonction s’y présente 
comme l’argument de l’imaginaire 


m(u’+') Velt— V-te-tu I Se : 
= = 2)s5 — 2 . 
a . 3V (1+ V2) sinu+ 71— V )cosn) | 


(67) 
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2 


eG I— V2 
Ainsi arctang (——— cott i é ig 
8 (7, 1) a son cosinus du méme signe que 


é 2 one Re iV 5 
sintt (V étant positif). De méme, arctang (eae tang u) , qui va 
apparaitre, a son cosinus du méme signe que cost. 

Voici d’abord les trois angles ,, ba, 42, exprimés chacun de 
deux manieres : 


i Soe, ty Os cB 


LLL 


nue te 1— V2 ‘ qm 1—V2m , 
= —— + arctang (| ——_~ cotu } + 2 = m 
Ye tw °\r-+ V2 apse qm) Ym ee 


eee reteng (= cot y Lea 
= — ; a coty ) +2 ee ee . 
2 tw “\i+ U2 Gi Ope) (Wen? au 


m 


nH u'' gq? 1— V2” , 
= a y sin 7 
Va iw m(t— qi?) Vn + 


70 


i Lhe f 
uy 1— U? —y)2 gm ~—U2m 
a arctang —— op) ( ) Zi8 =: 
' tw I m(ii—qgj) Um 


sin mv; 


m7 
por Q 2 
NU? 1— V2 aes eV 27 
=— — arctang | ——,,; tangu]}] + 2 a ee 
Yo AO) sa 8 m(i— gq”) yn SOM 


provient de ce 


via 


Dans la seconde expression de ,, le terme 


que, en intervertissant w! et ’, on doit écrire 


b= — los t 
oa} He Bie o(o'— wu’) STC (WE) a 


I [ o(9/ + | I C(O te) ae te 
= = log i 


sauf un multiple de la demi-circonférence. Mais, si l'on suppose 
fo a) : —v=— —, les deux fonc- 
u—wW, ¥=—w et, par consequent, 0 — V— 5? (es deux tone 


tions arctang se réduisent a zéro, ainsi que les deux séries (67); 


. + , : aE TT I 
les deux expressions (66, 66 a) se réduisent a = qo! et > + =n! 0, 
quantités effectivement égales entre elles. 
Le calcul des séries pour les trois angles (cz, @), (az, 6), (bz, c) 


donne lieu a des réductions remarquables. Pour les développer 
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avec clarté, nous prendrons quelques formules intermédiaires en 
développant les quatre fonctions suivantes : 


Gs ae Lipo ee eae v’) 
ev ijy=— 


Dt 9 F( Weta ay) 
f'(u,e)=— oi ag Ronee 29) 
j= 


at Gi Sey Sy (LS) 


68 
Co 9 O3(U HH) So (U'+ 9’) 
ob ey Ca NS ne a0) 
I Ca U0) (U0 | 
o'(u',o') = — log 3( Sat ; 2k 
\ Dep o3(u —v') o2(u' + 9’) 


o(u,7)= 


Avec les notations actuelles (56), les séries de la page 428 
(t. 1) donnent, pour les fonctions, les développements suiyants : 


TU aed sa sO’ Wiecatoms (R= Bly BI ey. 
Fe 27 U' vo! ‘ 1— V+ 
u,’)= — + are tang ( ——— cotau 
: io SINTER 


qr Teen VE 
1 eas —: 
oe et mame, 


ji (C5 ©) = tive tains ee) 
: i ©\ 29 V2 ahaa), 


qr i Vier 
eine ren Van sin 27, 


aeag he 
2HuUYv Ge a 
U U aes nl 
o(u,9)= se +2) (r— gem) Vim sin2m u, 


: ane OP [ Vin | 
uw,’ )=—2 - sIn2nu. 
Ph prema yan 


Si l’on prend la somme /"(w’, v') +- 9!(w’, 9"), en réunissant les 
deux séries terme a terme, on a, dans le coefficient du terme gé- 
néral, la réduction suivante : 


opie Ge As ge (Gyre) se g” é 
I— q I— gg? I— gv ~ I— qr 


Des réductions analogues ont lieu dans les autres combinaisons 
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ci-dessous, et l’on obtient 


[ if r ’ 1— Vt 
Tv, o') + ow’, 0’) = arc tang (Sr “inca 


sin 2 


Gi I— Ver ; 
i- 2 : n(i—q") Van SINZARU, 


| 


' ' [ 
S(u, 9") — © (wv, ») = are tang Ee cot at) 


(69) 


gm —Vim , 
2 : = sin 272, 
m (1 +q") V 2m 
r ie orstl ' ' Fa wees oe i 
FSP) =9 (4, 0°) = aretang ( Sa saan 


gr 1 — Ven ‘i 
SR SsiInazganau. 
\ SS n (t ie Gi) V2n 


Silon veut développer les mémes quantités en employant q, 
au lieu de g, il faut observer que o, et o; s’échangent. De cette 


facon 

SF (uv, 0') + 9! (u,¢’) 
s’échange avec 

fe, 0°) — eu, 0) 
tandis que 


iP CLS v)—o'(u, p') 
se reproduit. Il en résulte 
T 1— Ut 
Cee a Ci c)) = aretane|(——=="couon 
f(a +g (uw, = 5 g(a 


Ope 1— U*m rs 
2 : m(1-+-q}") U2m sin2 720, 


: 1—U* 1 
+ are tang ( ———_- ——— 
we Te easing p 


Ga p= Ui = 
0) sin2nv 
De n(i—qz) Ux : 
™ — Ut 
! r r (Nee 
fv, 0°) -—e (Ue) = 5 tare tang (Sor U2 aa! 
qi t— U*n 
=) sin2nv. 
asec Gy). ee 


Les nouvelles fonctions arc tang qui figurent dans les égalités (69) 
sont définies, 4 la circonférence prés, par le calcul qui ise améne, 
II. 3 


| 


fee) — 9“) = 
7°) 
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ainsi qwil a été expliqué plus haut pour les analogues : ces deux 
arcs ont leur cosinus du méme signe que sina2t. De méme, les 
deux nouveaux arcs, qui figurent dans les relations (70), ont des 
cosinus du méme signe que sin2¥. Quant a ceux qui apparais- 
sent dans la deuxiéme égalité (6g) et dans la premiére égalité (70), 
ils sont précisés, comme plus haut (p. 31 ) la été 
arc tang Sei cot ) 
Re a 

Arriyons maintenant au calcul des angles auxiliaires 9., Qa, 90, 

arguments des quantités imaginaires II,., Ig, Hy (52). Ona d’abord 


' y if ! 
UKE u’ hye 
Oe = if 9 op! S ° 
; by By USN GS: eb) 


La lettre } représente + 1. Remarquons que le changement du 


signe de »’ correspond au changement de V enson inverse. D’aprés 
le sens précis de la fonction arc tang, on a 


arc tang een es : arc tan wieate saute me 
. , : — r : - : . 
é 2\ GW) Smo S\ ov? sina 


On peut donc écrire plus simplement 


fe © Rpt 
ets bec a see |p 


Une remarque semblable s’applique aux deux autres formule 
que nous allons composer. 

Pour ramener l’argument de IT, a l'une des combinaisons (69), 
employons les formules d’addition des demi-périodes (t. 1, p. 196) 
ainsi (1) 
go ery) U' 


@ (O30 aay) sr o3(u+ 9), 


‘. een u--v=tw') I 


o3(u—9 =o’) =e pis (u—9), 
ty! (u+ettw') U 2 wes 
O2(ut+eoto’')= é ( : a ri(uteye ae) 
as = 7! (u—v» =tw’') U" es 
o,(u—vp=w')= e ( ae: - Go(u—v)e *. 


(") Le lecteur n’aura garde de confondre ici les deux acceptions de la lettre U. 
Ce défaut de notation n’a pu étre évité, 
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Nous en concluons 


o (ue w') 6, (u—9pw) = eM =") 9, (wee) o (u—), 
in 
eh CLE oe ee 


Go(u+ vw’) o,(u—epy=o') = Cr ake 


5i lon suppose » purement imaginaire, comme w’ et 7, il en 
résulte 


en Argument de ¢ (u+¢=w’') o3(u—v zw’) 
7t ; 
= Argument de o (u— ¢) o3(u--¢), 
| Argument de ¢.(u+» tw’) o)(u—v =o’) 
(72) 


TT 
arc Argument de o;(u+9)9,(u—?). 


En prenant ensemble le premier et le quatri¢me facteur dans 
Iz, on peut écrire 


_u' + )e' + po! | ou’ — ido" — po! 
G O3 
2, 2, 
u'-+ (9+ w' —i u’ —)(o' +0! u— h 
ye [ saad a a ota (Oe) a wl. 
2 2 D 2 


Si A et p, tous deux égaux 4 +1, sont de signes opposés, 
appliquons le résultat (71) et nous aurons a prendre l|’argu- 
ment de 
wu’ — X(o' +o’) e ul + (e+ wo!) 

2 2 


o 


Si, au contraire, A et » sont de méme signe, c’est l’argument de 


TES NGS Sey Lf SOMOS ay 
ght Mel +o!) wooo) 


qui s’offre naturellement. C’est donc, en une seule formule propre 
aux deux cas, l’argument de 


wu’ + (9 + w') 2 wu’ — p(~' + w’) 
of 2 


o 


— 
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qu'il faut prendre. Considérons maintenant les deux autres fac- 
teurs composant II, 


g,[82 re ) AE a] z,[S— ACEO) , re By]. 
o) 


2, 


Si) et » sont de méme signe, appliquons le résultat (72); lV’ar- 
gument du produit sera 


I a a r r if 
T EIN (eo ui — (p+ w 
— —-+ argument de o; : ) Os ( ) 
2 2 


2 


Si i et u sont de signes opposés, on doit prendre 


ui’ —X(o +o)! u' + A(p' +o! 
Argument de o; Wake Tee See 


2, 2) 
Ces deux formules se réunissent en celle-ci 
! I fi f r E ! 
T uUsuv + Ww u — (PrP + Ww 
(A +) = + argument de o, —— ( es iat ie 
4 2 


2 


L’argument de IH, se trouve donc exprimé par cette formule 
unique : 


° 


+ Te 
ga =— BOE) | 
on ? 20) WE Se Oe Ie aN) hha 7 ' —_ . P 
=- arg. deco ul Ve u(e ee (e+ w!) Pee (e+ w!) 
2, 2 . 
™ ui vp’ wy! TiO Senn : 
oy A a a lf — paises A 
| ay ee 2 ae 2 )| 


Par un calcul tout semblable, on obtient 


T Wee ON file y 
avons rafr(S2e)-¥(S2)) 


Mettant maintenant les développements trouvés plus haut 
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(69, 70), nous avons les formules ci-aprés 


ESD, hy Os 5.08 Ten oS) Oe 


| / 2 
1—V? 1 
| (—1 a+b+1 = arctane = anes, 
) Lg ©\ oV_ sing 


q” I— V2z2 ; 
Dineen Way te 


=— 4 arctang Care Ure} 
2 2 2U_ sinv 


"qt t— U2n ; 
2 Y n+ qh) Un sIn7?v ; 


EC A See os Geek? | 1— qV? 
(—1) +e[eg+ =U. = are tang RegVi 


gq? = qr Vrm : 
=, m(i = q”) vn sin7u 


(73) \ peers Ts Ut5 ot 
= © + aretang ( 2U ah 


ZA 
Cie. gq? 1— U2 
ni—qi) Us 


(—1)e+@ E ane = oe =| = arctang ( : =a) 


cOsny ; 


cosu 


n—1 


, (—1) z qr 1— V22 
t >, na—q") ya cosnu 


TG 1— g,U? 
= — — — arctang | ——~—_- cot» 
2 I+ q,U? 


giz 1— gi U2m ; 
| ay Cae tte Um sinmv. 
Si ’on remonte aux formules (53), on a maintenant les déve- 
D) 
loppements des six angles d’Euler par le moyen des angles 
te, Va, Us, développés dans les égalités (67) et oa, 9s, Yc dans les 
égalités actuelles (73). 


Formules de Cinématique. 


Dans les Chapitres suivants, on fera plusieurs fois usage des 
formules fondamentales de la Cinématique, relatives a la rotation 
des corps solides. Nous allons les rappeler. 
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Soient a, b, c des axes rectangulaires et p, g, 7 les composantes 
d’une rotation instantanée autour d’une droite passant a leur ori- 
gine. Soient a, 8, y les coordonnées d’un point de l’espace et ¢ le 
temps. Par l’effet de la rotation, le point (a, 8, y) se déplace et les 
composantes de sa vitesse instantanée sont les suivantes : 


die. aps Li 
pd Neat dee My = pp— gq. 


Les sens de rotation positifs autour des axes a, b, ¢ sont ici sup- 
posés conformes aux conventions habituelles. 

Supposons maintenant trois axes rectangulaires x, y, 2, de méme 
origine que a, b, c et entrainés dans la rotation. Prenons d’abord 
le point (a, 3, y) sur Paxe z 4 distance unité de Vorigine; les éga- 
lités précédentes donnent celles-ci : 


i dcosaz b 
———=._ = JuCOSes — 7: COSOS 
dt ts : 
(an) dcosbz 
7 ——— =7rcosas — p cosez 
7A dl P ’ 
dcoscs 
rear = pcosbs — q cosas. 
at 


En prenant le point (2, 8, y) sur les axes x ou y, on aurait des 
égalités toutes semblables ot z serait remplacé par z ou y. Posons, 
pour abréger, 


ob = cosax + icosay, loo = COSaH —- LCOSay; 
Wb = cos bx + icosby, Vbo = cos bx — icosby; 
© =cosex + icosey, €y = cosexw —icoscey. 


On déduit de ces égalités, par exemple, 


de 
dt 


dads 0 
dt 


=qel—reb, =qlo— ro 
et, par suite, 


dso doo 
(75) hoo db = ¢ (lop S — MoCy) — r( oo Uo — ohn); 


mais on a, suivant (13), 


olog Vo — &oVby = 21(cos ax cos by — cosay cosbx) = 212 coses, 
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e étant le caractére +1 de congruence pour les deux systémes 
, . . . 
d’axes. Semblablement, par permutation circulaire, 


Co bo — Solon = 216 COS OZ. 
Au lieu de Pégalité (75), on peut donc écrire 


ga ca 


a ey, =— 21¢(q cosbz +r coscs), 


ou bien, divisant par -b.by = sin? az, 


1 dake 1 Adrkoy _ aie 1098 bz+rcosez 
wo dt Jey CE > sin2az : 
(76) 1 dvb tL dvbo 9» je LLOSCE + p COS az 
- —— =e Z 
Us dé Uso dt sin? bz : 
tr de I alo 9» je POOStE HT 7 08 bz 
© dt iy ine a ee sin? ¢z 


Les équations (74) et ces derniéres (76) sont celles que nous 
voulions rappeler ici. Dans ces derniéres, on peut faire apparaitre 
trois angles d’Euler d’aprés la formule (34), qui donne 


_ 9g c0sbz +r coses 


d 

Se ORS IR) | a ? 
ai | 3) sin2az 

d r coses + p cosas 
(WS, =O —- 

ai ‘ ey sin? bz ; 
ane = _ pcosaz + q cosbz 
say 5 sin2cz 


Représentation elliptique d’une rotation. 


Dans la représentation elliptique des cosinus des angles que 
font entre eux les axes des deux systemes a, b, c el x, y, , on 
peut supposer, pour les arguments w, v et la quantité G, des 
fonctions arbitraires du temps. On aura ainsi une rotation quel- 
conque. Nous allons chercher les expressions des composantes de 
la vitesse de cette rotation. Appliquant a cette recherche les for- 
mules de Cinématique qui viennent d’étre rappelées, nous avons 
besoin d’abord des dérivées de cosaz, etc. 

La formule (9g) montre déja que la dérivée de cosaz par rap- 
port a w est le produit de cosbs coscz et Wun facteur indépen- 
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dant de w, et il n’y aurait pas de difficulté 4 trouver, par cette 
voie, ce facteur. Mais voici un moyen plus rapide. 


La formule (2) nous donne (t. I, p. 37) 


dcosaz pu 


2COS AZ = -— 
du p(e — Wg) — ex 


piu(pe—ea) 
(Gn = eg )(ea — ey) 


tandis que nous avons, d’autre part (39), 


eu 
(€q¢ — eg )(eg — ey) (ey — ey) cosaz cos bs cosez = Fae 


Ces deux égalités, divisées membre 4 membre, fournissent 
celle-ci : 


I dcosaz (&g — &y(P# — ea) 
2t¢ cosbhz coscs du 


pe 
: ral pe eek: 
ai pe— eg  pe—ey 


La symétrie, qui existe entre les demi-périodes et aussi entre 
les deux arguments wu, », permet de conclure comme il suit : 


Posons 
ey eee dame Ud Gas eee 
2 pe ey ee pe— eg 2 pe—ey’ 
(77) eee a, Se ar a eee 
2 pu— ey a pene 2 pu—ey’ 
. du ,dv i eon Bae i Oe. 
A"= A +A a Sie al rr C Oe 
et nous aurons 
| ee = (B’— (’)cos6z cosez, 
dcosbsz 
(78) —— = (C’— A") cosez cosaz, 
— = (A”— B") cosaz cosbz. 


Avant de poursuivre, remarquons que ces équations attirent l’at- 
tention sur les combinaisons 


A cos?az + B cos2bz + Ccos2ez 


A'cos?az + B'cos?bz + C'cos2cz, 
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qui doivent étre indépendantes, l'une de w, l’autre de ¢. Effecti- 
vement, d’aprés l’expression (2) de cos?az, la premiére combi- 
naison peut s’écrire ainsi : 


US pu— ey Come pu— eq 
a” rs (pe — ea)Lp(e -- a) — ea] a” D2 eran 


ce qui est zéro d’aprés une proposition élémentaire d’Algébre. Le 
méme résultat a lieu pour la seconde combinaison. On a donc 


(79) A” cos2az + B" cos? bz + C’cos?ez = 


La comparaison des équations (78) avec les équations géné- 
rales (74) montre que les rapports respectifs de p, g, r A cosas, 
cosbz, cosesz different de A”, B’, C” par une méme quantité p, en 
sorte qu’on a 


(80) p=(A"+ ¢)cosaz, = (B"+ 0) cos bz, r=((C"+ 0) cosez. 


Cette quantité p a une signification bien simple ; c’est la com- 
posante de la rotation sur l’axe z; car, d’aprés (79), on a 


(81) @ =pcosaz+qcosbz+rcoses. 


Il s’agit de trouver p. Pour ce but, prenons l’une quelconque 
des équations (76), la premiére par exemple. Son premier mem- 
bre s’obtient immédiatement par la différentiation logarithmique 
dans l’expression (1) de ob et oly : 


1 do I dhog 2 dG 


We dé Uomdtn eG. edt 


(82) Btu +e Wg) — C(u— 9 — Wq)] 


ae + U— Wy) — 6(v — U— Wg)). 
Son second membre, d’aprés (81), peut s’écrire 


ate 


— p Cosas ; A" cos?.az 
e L — DVE Q — aa AN NUS: < 
sin? az I—c0Ss?az 
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D’aprés lexpression (2) de cos?a@z et celle (77) de A’, ona 


A'cos?az te plu pu— ey p(y — wa) — &y 
I—cos?az 2 pu—ey P( Py — Wg) — eg P(P — Wa) — pu 
te pu 


TB p(y wa) epee 


Cette fonction de », décomposée en éléments simples, prend la 
forme (t. I, p. 138) 


uU— Wy)—2Cu]. 


Le méme calcul étant répété avec échange de w et », on ob- 
tient 


A" cos2az 
DAG - 
I— cos2az 


= eu +H 9 — Wy) — C(u— » — wg) | 


Av ry hn OLD de 
a loly + u— a) C(e — u— wa )] -2(to Se + tut). 


Ce sont justement les deux derniers termes du second membre 
(82) qui sont ici mis en évidence, de sorte qu’il reste 
1 dG : du de. 


— =— leo — Cy 


83 peed ager nig 
ce) G dt : dt Se ye 


de la Vinconnue ) 


S/d du de 
84 S| | eS —- -- eee 
(84) Cire (4 a che cut), 


par ou, avec les formules (80), le probléme proposé se trouve ré- 
solu. 
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CHAPITRE Il. 


LES MOUVEMENTS A LA POINSOT (*). 


Mouvements a la Poinsot. — Rotation d’un corps qui n’est soumis a aucune 
force. — Eléments géométriques du mouvement a la Poinsot. — Représentation 
des mouvements a la Poinsot par des fonctions elliptiques. — Distinction des 
divers cas relativement a la base. — Sur la période du mouvement. — Déter- 
mination des éléments géométriques et des éléments elliptiques les uns par les 
autres. — Equations de l’herpolhodie. — Angle sous-tendu par un arc complet 
de Vherpolhodie. — Points d’inflexion de l’herpolhodie. — Diverses formes de 
Vherpolhodie. — Développements en séries pour les divers éléments d’un mou- 
vement ala Poinsot. — Résumé de la représentation d’un mouvement a la 
Poinsot par des séries. — Cas particuliers. — Composition d’un mouvement a 
Ja Poinsot avec une rotation uniforme autour de la perpendiculaire au plan 
roulant. — Définition des mouvements a la Poinsot concordants. — Relations 
entre les éléments variables de deux mouvements concordants. — Sur ur cas 
particulier de la concordance. — Herpolhodies fermées et herpolhodies algé- 
briques. 


Mouvements a la Poinsot. 


Nous appellerons mouvement a la Poinsot une rotation con- 
tinue dont, a chaque instant, les composantes sur trois axes fixes 
sont dans des rapports constants avec les coordonnées d’un point 
mobile dans l’espace, mais invariable dans la figure en rotation. 

Comment cette définition se rattache immédiatement a celle qu’a 
donnée Poinsot pour la rotation des corps solides qui ne sont 
soumis 4 aucune force, c’est ce qu’on va d’abord faire voir. 


(*) Auteurs a consulter : Porysor, Théorie nouvelle de la rotation des corps 
(Journal de Math., 1° série, t. XVI; 1851). — Jacosr, Sur la rotation d’un corps 
(Journal de Crelle, t. XXXIX, 1849, et Ofuvres complétes, t. IL). — Somorr, 
Journal de Crelle, t. XLII. — Britt, Annali di Matematica, serie I, t. HI. — 
Stacct, Memorie della Societa italiana delle Scienze, série IU, t. II. — Hermite, 
Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris, Gauthier-Villars ; 
1885. — Wuueim Hess, Das Rollen einer Fldche zweiten Grades auf einer in- 
variabeln Ebene. Thése, Munich: 1880. 
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Quant 4 la maniére dont cette définition raméne aussitét |’ étude 
de ces mouvements aux matiéres du Chapitre précédent, c’est ce 
if ) 
qu’on exposera un peu plus loin. 


Rotation d’un corps solide qui n’est soumis a aucune force. 


I ro a 
Nt oN a 
a= 62° @2 


de ses trois axes principaux, axes a, b, c; soient p, g, 7 les com- 


Soient les moments d’inertie du corps solide autour 


posantes, prises sur ces axes, de la rotation instantanée, changée 
de sens. Les équations différentielles du mouvement, connues de- 


. 


puis Euler, sont les suivantes : 


lg I I 
(1) b? dt =(4-H)-, 


Les sens de rotation sont supposés ici les mémes que dans le 
Chapitre I (p. 38). Les lettres p, g, r, d’aprés la convention faite, 
peuvent étre considérées comme les composantes de la rotation 
relative de espace par rapport au corps supposé fixe. Si l’on sup- 
pose trouvées ces composantes en fonction du temps, pour avoir 
ensuite les cosinus des angles que a, b, ¢ font avec une droite z 
arbitraire, fixe dans l’espace, on emploiera les équations (I, 74). Ce 
sont des équations différentielles et linéaires. Il est clair que lon 
peut prendre, pour les trois cosinus, trois quantités proportion- 
nelles a celles qui forment un systéme quelconque de solutions; 
par ce moyen, en effet, on choisit la droite z dans l’espace. Or la 
comparaison des équations actuelles (1) et des équations dont 
nous venons de parler (I, 74) fournit le systéme de solutions sui- 
vant : 

@cosas 6? cosbs c? cos ez 


(2 = - = const. 
) = g - 


La rotation relative de l’espace par rapport a un corps solide 
qui n’est soumis a aucune force extérieure est donc un mouvement 
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a la Poinsot, tel qwil vient d’étre défini. Effectivement, a?, b2, c? 
sont des constantes, et les trois cosinus sont les coordonnées, par 
rapport aux axes a, b,c, d’un point fixe dans le systéme d’axes 
x, YX; a 

La proposition inverse n’est pas exacte sans restriction * un 
mouvement a la Poinsot n’est pas toujours la rotation relative de 
Pespace par rapport aun corps solide qui n’est soumis a aucune 
force. En effet, les moments d’inertie, non seulement sont positifs, 
mais encore soumis a une condition d’inégalité trés connue, con- 


‘ . ries [ I 
sistant en ce que les trois quantités, telles que oa aA 


positives. En d’autres termes, a?, b?, c? sont les carrés des axes 


I . 
Benicrs so1ent 


d'un ellipsoide, et cet ellipsoide est soumis encore Aa des restric- 
tions, sans quoi il ne pourrait étre ellipsoide d’inertie. 


Eléments géométriques du mouvement 4 la Poinsot. 


Dans l’étude des mouvements a la Poinsot, nous continuerons 
a figurer par les égalités (2) la proportionnalité des cosinus aux 
composantes de Ja rotation; mais il sera entendu que @?, b?, c? se- 
ront des quanutés réelles quelconques, positives ou négatives. 
Toutefois, ?une au moins pourra étre censée positive; car il suffit 
de changer le sens de |’axe z pour changer les signes de ces quan- 
tités. Ainsi a2, b?, c? seront les carrés des axes d’une surface du 
second degré a centre et réelle, ayant pour équation 


£2 7? C2 
G2 GE 


Cette surface, qui est fixe dans le mouvement considéré, sera 
dite la base du mouvement ala Poinsot, et nous allons reconnattre 


son role. 
Deux intégrales immédiates des équations (1) font connaitre que 


les deux quantités 


p? i gs oe [ee i EBephi he 
NOTTS ie Ie at b* * ck 


sont constantes. En désignant par # et n deux longueurs, on 
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pourra poser 


iS t q” t ee = : ? 
a? b2 (ors n2 
Po Tee i 
ae be chk nth? 


Si, en outre, on prend trois longueurs a’, b’, c’ proportuonnelles 


aP,q,T, 
: abe ts aby 
ou Bae eae 


onaura, au lieu des égalités précédentes, celles-ci : 


q’? C2 
553 a Br Se ay = 1, 
(4) |] az 6» ce? I 
\ at AS ema a4 


dont la premiére nous apprend que a’, b’, c' sont les coordonnées 
d’un point variable sur la base du mouvement, et la seconde que 
le plan tangent de la base en ce point est a une distance constante h 
du centre de la base. 

Les équations (2, 3, 4) nous donnent ensuite 


et font voir que l’axe z est constamment perpendiculaire a ce plan 
tangent. 

Voici donc la conclusion : 

Si un plan roule sur une surface du second degré en restant a 
une distance fixe du centre, et avec une vitesse de rotation con- 
stamment proportionnelle a la distance du centre au point de con- 
tact, sa rotation constitue, de la maniére la plus générale, un mou- 
vement a la Poinsot. 


Représentation des mouvements 4 la Poinsot 
par des fonctions elliptiques. 


Les formules du Chapitre I nous offrent immédiatement la 
représentalion des mouvemeuts a la Poinsot. Si l’on suppose, en 
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effet, un des arguments uw, » constant, l’autre variant proportion- 
nellement au temps; si, en outre, on prend pour G une exponen- 
uelle dont l’exposant soit une fonction linéaire du temps, alors les 
quantités p, A”, B’, C” (I, 84, 77) sont des constantes, et (1, 80) 
P, |, P ont, avec cosaz, cosbz, coscz respectivement, des rap- 
ports constants. 

Soit un mouvement a la Poinsot ainsi représenté, cherchons 
expression elliptique des constantes géométriques. 

En premier lieu, nous avons (I, 81) 


5 he h (a? aE h 
(6) op =pcosazs—+4qcos A COS Cans eats pet alnieay Jee 


Les rapports de p, g, 7 aux trois cosinus sont les suivants : 


P a q b - c 


ee ; ; = . 
COS az nh cosbz nh cosces nh 


Ces rapports doivent reproduire (I, 80) les quantités A” 4-0, B’+-o, 
C’+ 0. On a donc 


a 


nh 


5 


Gon 0 Ok . p TEM Le 
Ainsi se trouvent exprimées sans difficulté les quantités a 
ips ED 
nh? nh 


de déterminer. Voici les expressions explicites obtenues en rem- 


9 
nh 


, seuls éléments eéométriques que lhomogénéité permette 


du 


placant A”, B’, C” par leurs expressions actuelles. La constante oF 


Lr r LU. 
sera representee par c : 


Gh {bs 
— kehu eat 
| eae dt ie 
(6) ith 
pee Gare Ga 
a—h? tiem pe 
Ho © oo a 
b2— fh? tien p'e 
(7) ie Mal air pe— en” 


c?—h? tier pe 
nh an pe—ey 


48 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


Nous supposerons, comme dans les développements formés au 
Chapitre I, w a partie variable réelle, en sorte que p. soit une lon- 
gueur réelle comme n, et tout a fait arbitraire. 

Il s’agit maintenant de trouver inversement les éléments ellip- 
tiques, étant donnés fe ae ar ve 

its Hl Wi He 

Multipliant trois a trois ou deux 4 deux les équations (7) membre 

4 membre, on obtient 


(a®— h2) (b2— h®)(2— 2) _ © /p\3 plo 
ni h3 NT Bo 
(a2 — h?) (b2— h?) B\2, 
n? h2 = (: eS Pe): 
8 
o (Bh?) (82) /p)? 
n?2 h? wae (ea— pe), 


CO I at ee Na 
n? h2 chal @ (2g ee: 


Ces équations déterminent, en fonction des données et de l’ar- 
. . Uw . ° 
bitraire =) les trois racines ég, eg, éy (dont la somme est nulle), 


ainsi que pv et p'v. L’argument ¢ est ainsi défini, 4 une période 
prés. Il reste encore a déterminer largument variable w en fonc- 
tion des éléments géométriques variables du mouvement. 

Tirons d’abord une conséquence des équations (8), savoir 


(9) 


n? h2 


(a? 62) (e2=— he) (2 


avec deux similaires. Multiphant membre 4 membre les trois pa- 
reilles égalités et tenant compte de la premiére (8), on conclut 


3 
(f) (ég— eg) (eg — ey (ey — €x) 


¢ (a*— bh?) (b2— c?)(c?—a@?) p'¢ 
D neh i 


(10) 


Cette équation, rapprochée de cette autre, trouvée précédem- 


ment (I, 39), ’ 


cosas cos bz coscez (ey— €g) (eg — ey) (e€y— €g) =— ee 
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een: 
(hoe 


donne 


(a2 — b2) (b2— c2) (c?— a2) 


n3 h3 


cosazcosbz coscs = 


vile 


On a, d’autre part (I, 2, ett. I, p. 37), 


(pu— éqg) (pv — eg) 


cos?az = 
ei €3) (@a— ey) 


et, par conséquent, d’aprés (8) et (9g), 


(12) ae) cos?az = (£) (ea— pu, 


1 
avec deux similaires. Par ces égalités (11) et (12) se trouve déter- 
miné l’argument wu a des périodes prés. 

Il y a cependant une observation a faire encore sur la détermi- 
nation des arguments w, ¢. Dans la formule (12) apparait le carré 
seulement de cos?a@z, en sorte que le choix de wu par cette formule 
et la précédente (11) m’assure pas de trouver, pour les trois 
cosinus de az, bz, cz, les mémes valeurs que par les for- 
mules (I, 1) primitives, mais seulement les mémes valeurs au 
signe prés. D’ailleurs, quand les signes de deux cosinus sont fixés, 
la formule (11) assure le signe du troisiéme en conformité avec 
les formules primitives. D’aprés ce qu’on a vu au Chapitre | 
(p- 19), on change a volonté les signes d’un des cosinus en ajou- 
tant A w+ une période 20, et le signe d’un autre cosinus en 
ajoutant encore 4 u-+¢ une période 2w’. Donc, en résumé, u 
et ¢ sont déterminés chacun a des périodes prés, mais leur somme 
a une double période prés. Sur ce point de détail, on gagnera en 
précision eten clarté si l’on fixe les indices «, 8, y, etc’est ce que 
nous allons faire en nous conformant au choix déja fait dans le 


Chapitre I (p. 19). 


Distinction des divers cas relativement a la base. 


Nous supposons, comme au Chapitre I (p. 19), e=1, B=3, 
y = 2. L’argument ¢ est purement imaginaire, a une demi-période 
réelle prés, en sorte que pg est entre @, el e. 


II. 4 
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La distinction des cas est fondée sur le signe de la quantité 
(6, 10) 


. A+ Co p'y 2, (1— €3) (€2— 3) (€1— €2) 
Swap Oo] uw ——— South . 
ies aT t t ae (a2*—.b?) (b?— c?) (c?— a?) 


En supposant d’abord données les formules elliptiques, pre- 
nons la seconde expression de cette quantité. Si Pon a égard aux 
erandeurs et aux signes des dénominateurs (7), a savoir 


Jo) == OXY — By SO) SO —— Cie, 
on reconnait que : 


+ We ED yao : ; 
Toe or aes ve >o, ilen résulte 
C>be>h?>a’; 
RG OmDEG : , 
251 nae i <o, il en résulte 


e< Bc ht< a?. 


Par la troisiéme expression de texh p'y, on voit que son signe, 
le méme que celui de (a?— b?) (b?— c?)(c?—a?), est bien, 
comme on vient de le trouver, plus dans le premier cas, moins 
dans le second. 

Sil’on se place au point de vue opposé, supposant donnée la 
figure géométrique, on devra dénommer 6? le carré moyen des 
demi-axes; cela étant, le carré h? de la distance du plan roulant 
au centre est compris entre 0? et l’un des carrés des demi-axes ex- 
trémes ; c’est ce dernier qu’on désignera par @?. La distinction des 
deux cas dépend ensuite du signe de (a? — b?) (b?—c?) (c?—a?). 
Il y correspond une distinction géométrique dont nous allons 
dire un mot. 

On appelle polhodie le leu du point de contact du plan rou- 
lant, sur la base. C’est une courbe du quatriéme degré, formée 
de deux anneaux ou rowes symétriques par rapport au centre, et 
il suffit de considérer une de ces roues qui a, elle-méme, pour 
axe de symétrie ou essteu un axe de la surface base. 

Dans le premier cas, c? >> b?>>h?>a?, b? et c?, supérieurs 
d h?, sont positifs, a? peut étre positif ou négatif. La base est un 
ellipsoide ou un hyperboloide a une nappe. Sic’est un ellipsoide, 


pw 
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la distance du centre au plan roulant est moindre que le demi-axe 
moyen, et la polhodie a pour essieu le petit axe. Si c’est un hyper- 
boloide, la polhodie a pour essieu l’axe non transverse; elle ne 
traverse pas l’ellipse de gorge. 

Dans le second cas, c?< b?<h? < a?, la base peut étre ellip- 
soide, hyperboloide a une nappe ou hyperboloide a deux nappes. 
Si c’est un ellipsoide, la polhodie a pour essieu le grand axe ; si 
c’est un hyperboloide a une nappe, la polhodie a pour essieu le 
grand axe de l’ellipse de gorge. Au cas de l’hyperboloide a deux 
nappes, l’essieu est nécessairement l’axe transverse. 


En résumé, le choix des indices ¢ =1, B= 3, y= 2 a pour 
effet d’affecter la lettre 6 a l’'axe moyen et la lettre a a Vaxe qui 
est lessieu de la polhodie. Dans ce qui va suivre, nous nous con- 
formerons ace choix des indices. 


Sur la période du mouvement. 


Prenons les formules (42) du Chapitre I, en y supposant l’argu- 
ment réel w! variable. Sa variation est proportionnelle au temps; 
nous pouvons, d’ailleurs, sans restriction, la borner dans |’étendue 


' 
) 


W@une période, de zéro a 2w. Nous pouvons aussi supposer = 


’ Sugai 
. fr 2W ats ov 
compris entre zéro et aa Dans ces conditions, =) Oyen ope 


sont des quantités positives, o39’ est positif ou négatif en méme 


Nae 


temps que - De méme, ¢, uw’, ¢3u' sont toujours positifs, ow’ 


va de zéro & zéro en passant par des valeurs positives eto, wu’ a le 
méme signe que (w — w’). 

Pendant que w' varie de zéro 4 2w, cosbz va de zéro a zéro en 
passant par des valeurs toutes de méme signe que (— 1)’, cosaz 
conserve toujours le signe de (—1)¢ et cosez prend d’abord des 
valeurs, soit de méme signe que (—1)°, soit de signe opposé, sui- 
vant la grandeur de ’, puis devient nul pour uw! = w et prend en- 
suite des valeurs de signes opposés. La droite z, partant du plan 
perpendiculaire a b, exécute ainsi une demi-révolution autour de 
axe a et se trouve, a la fin, dans une position symétrique, par rap- 
port a cet axe, de celle qu’elle occupait d’abord. 
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Pour la suite du mouvement, il faut faire repasser wu’ par les 
mémes valeurs, mais s, est augmenté d’une unité; done (I, 41) 
les quantités (— 1)’ et (—1)¢ changent leurs signes et l’axe 3 re- 
passe par des positions symétriques des précédentes par rapport 
a Paxe a. Quand l’argument wu s’est augmenté de 4w, la position 
initiale de l’axe s est reprise. Ainsi 4 est la période du mouve- 


frre Tr . 
ment de l’axe z. La période de temps est 4 os Bien entendu, le 


mouvement des autres axes x, y, dont il sera parlé plus loin, n’est 
pas périodique. 

Pour préciser les arguments uw et » de la maniére la plus com- 
pléte, c’est-a-dire 4 une double période prés, la considération de 


cosas et cosbz sulfit donc. Ayant pris les mémes notations qu’au 


e 


Chapitre I*" (1, 40) et supposant wv’ compris entre zéro et 20, = 
' 


: r 2W . 5 A 
compris entre zero et a on voit que toujours cosaza le signe 


de (— 1)%, et cos bz le signe de (—1)?. 


Détermination des éléments géométriques et des éléments 
elliptiques les uns par les autres. 


La premiére question a résoudre est celle-ci : Etant données les 
demi-périodes Wg, Wg, wy, la quantité G, les arguments uw, ¢ et le 
du 
dt 
du mouvement a la Poinsot, défini par les formules, et la position 


UL VA MZ f fa f rm 
rapport constant - = » déterminer les éléments géométriques 


de la figure mobile qui correspond a argument w. 

Pour résoudre cette question, prenons une longueur a volonté n, 
positive ou négative, et par les formules (6, 7), déterminons h, 
a, b®, c?. Nous avons ainsi la surface base du mouvement; soient 
a, b, c ses axes dans des sens ad libitum. Par rapport a ces axes, 
la situation actuelle des axes mobiles x, y, s est donnée par les 
formules (I, 1). Le diamétre conjugué des plans perpendiculaires 
az est ’axe de la rotation instantanée, et cette rotation est entiée- 


rement déterminée par ce fait que sa projection sur 3 est ” (p. 47). 
nv 


La deuxiéme question a résoudre est inverse : Etant donnés les 


CINE TON ON2 : . : 
nombres € ) ( ) @ » les axes a, b, c en direction, la posi- 


7 
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tion actuelle des axes mobiles z, y, z et la projection ¢ de la ro- 
tation instantanée sur z, trouver les formules elliptiques. Pour 
résoudre cette question, rappelons-nous que h = no. Choisissons 


done les lettres a, b, c, de telle sorte. que e soit compris entre 
a\? 2 : : : : 
| et i. » ce qui sera toujours possible, sans quoi les données 
nr nr 

seraient incompatibles avec un mouvement a la Poinsot. Prenons 

ad libitum £ et déterminons par les formules (8, 9, 11, 12) les 


racines @;, @2, €3, puis les arguments wu et 9, tous deux a des pé- 
riodes prés, par exemple et provisoirement, w— w/ entre zéro et 2. ; 


9 —w ; 2.0) om 
entre zéro et ——- De cette maniére les formules (I, 42) don- 


nent, pour cosaz, cosbz, des quantités ayant les mémes signes 
respectivement que (— 1)* et (— 1)°. Mais ces cosinus sont donnés, 
et ont, par conséquent, des signes connus. On devra donc prendre 
(—1)@ et (—1)? des mémes signes respectifs que les cosinus donnés 
cosaz, cosbz. Par la, si Von a déja choisi les deux périodes wz 
(5 qui doivent différer de w et w’ par des périodes seulement, on 
détermine s’,+- si, et s, + 5s,, c’est-a-dire la somme (wu -+ ¢) a une 
double période prés. Quant aux demi-périodes wz, Ws, elles doi- 
vent satisfaire & la condition que (— 1)****¢t! reproduise le carac- 
tére de congruence = 1 des axes donnés, c’est-a-dire (—1)%t5yt! =, 
On pourra, par exemple, prendre 


Og = W, Wg = eu)’ 


et ajouter a l’un des arguments provisoires u et v la période 20’ si 
cosaz est positif, et la période 2 si cos bz est positif. 

L’argument ¢ étant fixé, la formule (6) donne le coefficient ). 
La grandeur actuelle de G est donnée par lune des quantités 
cosax = icosay, et, puisque u est choisi, on en déduit la quan- 
tité k. 

Equations de V’herpolhodie. 

Si l’on considére le mouvement relatif de la base par rapport au 

plan roulant, qu’on envisage ainsi la surface comme roulant sur 


ce plan supposé fixe, le lieu du point de contact est, dans ce plan, 
une courbe, généralement transcendante, nommée herpolhodie. 
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e 


Or 
i~ 


A ce point de vue, les axes x, y, = sont censés fixes et les axes 
a, b,'c mobiles. Nous envisagerons alors les axes x, y comme 
ayant leur origine dans le plan, au pied de la perpendiculaire 
menée du centre. Soient, par rapport aces axes, x,, 7 les coor- 
données du point de contact, point qui engendre lherpolhodie, et 
dont les coordonnées sont a’, b', c’ par rapport aux axes a, b, c. 


Nous avons 
a+ iy; = La'(cosax + icosay), 


’ r : ? . ia 
ce qu’on peut écrire, d’aprés (5), 


: a?— h? 
M+ iy7,= ja cosaz(cosax +-icosay), 


car la somme Ycosaz(cosax + écosay) est nulle. Substituant, 


y) 2 


Yh 


pour ——— 


7 et ses semblables, les expressions (7), nous obtenons 


r 


4 ‘ teu YY ple : 
13 Mri, = cosaz(cosax + tcosay). 
88) toa 2 dad PV — Cy es a) 


Eerivant le produit cosas(cosax + tcosay) sous la forme 
suivante (I, 1) 


I 2 
= COSaZ(COsSax +7 cosay) 


G 
— F(U+ 9 — Wy) T(U+ Wg) F(P + Wy) THe en 2Matda 
o2u o2y : 


nous avons une fonction doublement périodique de seconde espece 
(t. I, Chap. VIL), dont la décomposition, par rapport a w, se fait, au 


v(u—+¢) 


moyen de l’élément simple era Orel donne le résultat suivant: 
1°) 18) 


—2440,) &€ (ute) o(u+?¢) 


— oh j- a 
ON ae Oe du sucyv [o(e = oa), ne] cuse 


Observons d’abord que la somme des trois quantités 4 wy e7%a%« 
est nulle (t. I, p. 194). ll en résulte que, en transportant cette ex- 
pression dans la formule (13), on voit disparaitre la dérivée de 
Pélément simple. D’autre part, on a 


—2; I 2. 
Che 21688 = ———————— = 
et (€a — &g)(€a — ey) p’ oa 
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L’élément simple, dans la somme (13), est donc multiplié par p!e 
et par la somme 


= 23) prog (S(Y — 0a) + aa. 


Ceci n’est autre que la décomposition en éléments simples de la 


= F 2 f 5 : $ me O 
fonction — ye ee les trois racines simples wy, avec les résidus 


2 
Soe et devient nulle avec v. Il reste donc la formule bien simple 


c(u+e) 


14 FSS hi SS = GAOE = 
ue : wy Ge CuUc”V 


9 Tee © 
Comme dailleurs le changement de » en — ¢ et de Gen q equi- 


vaut, dans les formules initiales (I, 1), au changement de ¢ en — 1, 
on a en méme temps 


I o(u—?), 
(15) L1— ty = ten G Suov ” 


Wou, multipliant membre 4 membre, on obtient le carré du rayon 
vecteur sous la forme 


o(u+v)o(u—Pe) 
o2u G29 


(16) Bi + yi = pe = p? (py — pu). 


Pour mettre les formules (14), (15) sous forme explicitement 
réelle, supposons d’abord u = w!+- u', ¢ = w + 9’; il vient ainsi 


U" on(u'+ 9) Gen (w+50')+0(o'+50) 
? 


“yu = WU 
: v4 UU’ o3u’ o;,0' 


c’est-a-dire, en supposant w, = 0 et w, = 0 dans |’expression de G’ 


i140); 
, U" op(u'+ 9’) 
(17) B+ ty = — te. Ga LAC a6 


Mais, d’aprés la marche suivie pour parvenir a #,-++ ly, on re- 
connait que cette formule est générale, quels que soient wet v. On 
a de méme 


Paar Tae Used) 
Ce) Oat lata  aeY UU’ Ca O19 


La quantité fixe pe est comprise entre é2 el €,, tandis que la quan- 
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tité variable pw oscille entre e; et e2. Le carré du rayon vecteur (16) 
passe périodiquement par la suite des valeurs comprises entre le 
minimum p2(pe — é:) et le maximum p2(py — e;), obtenus tous 
deux au passage de w par une demi-période. Soit © une de ces 
demi-périodes; sil’on donne a wv l'une ou V’autre des valeurs O= w', 
on obtient une seule et méme valeur de x} + 77. 

L’angle polaire y se déduit de la relation 


Speedie ee! poi) 
t1— ty o(u— 9) 
d’ou l'on conclut (6) 
d dG I 
oh se + Gy l(u 9) —C(u—9)] 
(19) ae 
= a 5p lol + e)—C(u—)— 2p | 
ou encore (t. I, p. 138) 
One 2k I pe 
oe) dune sare Soa pe—pu_ 


Cette dérivée, elle aussi, prend une seule et méme valeur, si 
Yon y met, pour wu, l'une ou l’autre des quantités © = wu". On con- 
clut de la que lherpolhodie a pour axe de symétrie chacun des 
rayons vecteurs maxima et chacun des rayons vecteurs minima. 
grandeur et au 
temps, par arcs successifs. Un arc complet est décrit pendant que 


Elle se reproduit ainsi périodiquement, quant a la 
wu varie dans |’étendue d’une période 2; il est compris, par 
exemple, entre deux rayons vecteurs minima successifs. L’are qui 
répond a une période du mouvement de l’axe z est double. 


Angle sous-tendu par un arc complet de Vherpolhodie. 


L’expression (14) de x, + ty, fait voir que, par addition de 
2w alargument u, 2; + ty; se reproduit multiphé par 


me (1 pm ote a) 


L’angle sous-tendu par un arc complet de l’herpolhodie est donc 
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2eh 
- 


mination est nécessaire et résulte elle-méme de l’indétermination 


2 ; : 
® + (7 ¢—wv), sauf un multiple de 27. Cette indéter- 


de ¢. Pour la faire disparaitre, recourons a l’intégration dans la 
formule (19). Soit yo langle compris entre un rayon maximum et 
le rayon minimum voisin, obtenus en faisant varier successive- 
ment wu depuis (25s), -+ 1)w/ + 2s, jusqu’a (28), + 1)w! + (25y-+ 1). 
Si Pon fait aller uw jusqu’a (25,,+1)w! + (25,-+ 2), on aura 
angle 2~) sous-tendu par l’arc complet. Ainsi, d’aprés (19), 


ch I I “dik 1 ’ 
2¥9=—2 Sito sf C(u' + 91)du 


0 


I 20) 
~¢ai[ C(u' + ¢2)du’'; 
DU 
0 
t 


9, = (25, +1)w' + 25yw+ 9 = (28), 4+ 25,4 1)w! + (25ut+ 28 +I)W+ 0, 


92 = (28, + 1)w' + 25yW— 9 = (25),—25,+1)0'+ (284 — 25, —1)o— 0’. 


fi r ’ 


. +5 (3) ° (@) W 
Supposons, ce qui est permis, > compris entre — — elie me 


Nous aurons alors (t. I, p. 201) 


20 
{ C(u'+ 9,)du'= 2n(9, +o) —(258), +25, +1)tT, 


20) 


2% 
Hh C(u' + 92)du' = 24(%2 + w)— (28), — 28, +1)tT; 
0 


we u t 
=—2(= ts te) euiy rang ot, 
u v 
ch I ; 
(20) Vo 5 w 4 a (ae we) — so, 


formule ot l’on suppose essentiellement 


! t J Ui 
) 0 — (2s, +1)0 — 25,0 ) 
(21) a : ee Zt 


ie L ih 


Dans un paragraphe précédent, il a été dit que le mouvement 
4 la Poinsot n’est pas périodique par rapport aux axes #, y. Dans 
ce mouvement, le rayon vecteur de l’herpolhodie reprend, a la fin 
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d’une période, la position qu’il avait au début de cette période. 
I] est dés lors visible que la rotation relative 4‘/o est produite par 
le mouvement des axes x, y. Ainsi, dans lemouyement a Ja Poin- 
sot, les axes 2, y tournent périodiquement autour de l’axe 3 d’un 
angle qui est, en valeur absolue, 4/9, 4 un multiple prés de la cir- 
conférence. 

Nous aurons tout a Vheure, en étudiant la forme de Vherpol- 


Sud ale a 
hodie, 4 employer les valeurs de <j aux sommets de la courbe. 


La comparaison des égalités (1ga, 7) nous donne a cet égard 
les résultats suivants 


. dy, es 6a? dy £3 202 dy me 2 bh2 
i ().= he (3) == (4) =- Se 
ot an désigne la valeur de ae your puw—e,. La premiére de 

du/> © du | GE ly 


ces quantilés, celle d’indice 4, ne joue aucun rdéle ici; les deux 
autres sont relatives aux sommets. 


Points d’inflexion de l’herpolhodie. 


Soit posé, pour abréger, 


Ly ty, =X, a, — ty, = Y, 


T a es Wes peo va aXe ys Dh es Bh yt 
— —=} > 


2TXY vi v2 


les accents servant a dénoter les dérivées prises par rapport a w. 

Le signe de T décide le sens de la convexité en chaque point ; 
Pévanouissement de T correspond aux points dinflexion. Pour 
calculer T, considérons les deux fonctions 


Xe Ping Se ute 
oucP 
Stet Zoran o(u—?e) 
Ye v = tis aa eute , 
k fom OM) 


dont chacune satisfait 4  équation différentielle (tap.22 300) 


p’(u) = (2pu+ pe) o(u). 


CHAPITRE Il. — LES MOUVEMENTS A LA POINSOT. 59 


Soit, pour abréger, 


(3) 


on aura, en substituant dans |’équation différentielle, 


X" = a2miX'+ (2apu+ pe + m?)X, 


Y" =—amiY'+(2pu+ pe+m?)/Y, 
Xa Wa J xe yes 
f sf (ye Se eT le 2 — — — }- ¥ 
(24) amy Y + p7Oputpe +m) (x x) 
D’autre part, 
es ee 
X 2 pu—pe 
ee ee Pe 
‘ous [pepe 
Ne oo 8 pu nae pe \2 
eS ee SC ee io 2 ae 
peut+peopu+ p29 —1i gs, + mip'’r F 
is pu—pe sie sage 
PRE |e i erga 
X — pu—pe du 


Gees Zi 
En substituant = y et = = = dans le second membre (24) et 
réduisant au dénominateur commun, on voit disparaitre, dans le 
numérateur, le carré de pu. Ce numérateur devient linéaire en 
pu; une seule valeur de pu le fait évanouir. Il s’agit de recon- 
naitre si cette valeur de pwest comprise, comme il convient, entre é2 
ete;. A cet effet, on prendra les valeurs de T pour pu = e, et pour 
pu = e3, et l’on examinera si ces valeurs ont un méme signe ou 
des signes opposés. Quand on prend ainsi, pour uw, une demi- 
période, p’u est nul et l’on a 

Re ue ay 


=— ys =l 


x Ven da 


en sorte que, pour uv = Wg, il vient (24) 


mepek 2 dh, 
UN oom (F) oo. [pen perm ame) 
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Les trois quantités telles que T, s’expriment fort élégammen t, 
au moyen des axes de la base, par le calcul suivant (8, 23) 


22a - PP =—(e, — PO ey Py = er py) 


=— Gplle— ey) 


+ (b? — h?) (a? — h?) —(b? — h2)(c2? — h2)] 


(25) 
a2 b%¢% / 1 I I Deke he 
as yw? h2 (= acc x) Li ere 
aA2Xb%C? / 1 I I ee” 
= phe ( G2 5) ae a pe 


D’autre part, d’aprés les égalités (22) et (23), ona 


Gt tla f: dy, 
ee) pe a he (= m(Sh) 


Nous tirons done de (29) le résultat suivant: 


Ca ptr | ea ee 
spre hes ? du / wrth? \at 62% 


Revenant a T,, nous concluons, avec l’aide des égalités (22), 


, a b2¢2 / I Ta 
= € c ; a) 
uh \ar 62 =) 
T a? b*c? / I I 
oor ud h3 b2 C2 a)’ 


T. — RCRD OS I “ 
a ee Mev Nee a? 62] - 


C’est T, et T; qui serviront a l’examen des cas ot les points d’in- 
flexion existent. 

Bien que cela ne soit pas nécessaire, nous ajoutons ici le calcul 
complet de T, dont le résultat est trés élégant. En écrivant T sous 


la forme 
Bl 


ae : 
pu—pe 


on déterminera aisément T’ et T’ au moyen des suppositions 
pu = ey, qui donnent pour T les valeurs connues Ty. Soit mainte- 
nant R?— aw} + y{ le carré du rayon vecteur de l’herpolhodie; 
c’est, 4 un facteur constant prés (16), le dénominateur pu — pe. 
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En chassant ce dénominateur, puis revenant a la variable ¢, au 
lieu de w, on trouve finalement 


dy, dx, dx, dy, 
dt dt dt dt? 


Se (< I I 2, Re Lae) (a? — h?) (62 — h?(c2— h?) 
neh az 6% ¢2 hf? az 62" ¢ h* 


Ainsi, le carré du rayon vecteur d’un point d’inflexion, quand 
y I »q 


il existe, a pour expression 


I I I 

a? BG (a2— h®)(b2— h2)(c2— he?) 
We eee Te 2 h‘ ; 
ab? C2 h2 


Rappelons encore, d’aprés (16, 8), que les carrés des rayons 
vecteurs maxima el minima sont respectivement 


_ (@= he) (o2— ht) (a? — h2)(02— ht) 
2 : a he : 


Diverses formes de Vherpolhodie. 


C’est uniquement dans le cas ot 0? et c? sont de signes oppo- 


d ; ‘ f 
sés que vf ne conserve pas un signe invariable tout le long de la 


courbe, comme on le voit par les égalités (22). Ce cas se présente 
seulement si l’on a (p. 50) 


Cco<c P< h’< a’. 


En ce cas, il est visible que T, et T; ont tous deux le signe de «. 
5 : d : i 
Suivant que yo a le signe de ($4), ou le signe opposé, la 


courbe présente la forme représentée par la fig. 1 ou la fig. 2, 
offrant, si on la prolonge, une boucle dont le point double est sur 
les rayons minima ou maxima. 
Ces deux cas peuvent se présenter. Supposons, en effet, 
Ul 
° . . ae v oe . 
infiniment petit positif, de sorte que #* soit infiniment 


9 — i w’ 
; U 


62 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


petit négatif (t. I, p. 43). Les expressions (7) de b? et c?, étant 
écrites ainsi 
b= pam (m+ = aes ) 
2U py — é3 ch 
ee 


= wim ( FS) mie 
c= pm | m Si SS 


2t pe— ey 
donnent lieu a l’observation suivante. Les deux quantités 


I pe I pe 


> ? lp ESSE a 
BAB SOE L275 2t pv — @2 


sont négatives : la premiére infiniment petite, la seconde infini- 
ment grande. Si l’on donne done a m une valeur positive quel- 


Fig. 1. Fig 2. 


conque, 6? sera effectivement positif et c? négatif. D’autre part, 
Vexpression (20) de y» devient 


Xo = Mw + =[n(o— w') — o(4 — 9/)] = mo — i 
2 


On peut donc prendre a volonté m positif de maniére a assigner a 


‘Yo un signe arbitraire, tandis que (4), =m> (26) est une 


quantité positive. 

Ainsi, les deux cas représentés par les fig. 1 et 2 s’offrent effec- 
livement quand la base est un hyperboloide 4 une nappe et que 
Vessieu de la polhodie est le grand axe de l’ellipse de gorge. 

Ces deux cas exceptés, Vherpolhodie affecte nécessairement 
une des formes représentées par les fig. 3 et 4, suivant qu’elle a 
ou non des points d’inflexion ('). 


(") Les formes représentées par les fig. 1, 2, 3, 4 se modifient profondément, 
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Au cas de ’hyperboloide a une nappe, ot Von doit avoir 
SP 12 SO Sa 
» 


st Pon fait a?=—a™, on reconnait que —eyeh3T,; a le signe 


Bigees: iiss Ae 


. ° . T 
moins, tandis que — ens h®T, a le signe de i eee 


quand la base est un hyperboloide a une nappe 


fea PER: SS era ae 


et que l’essieu de la polhodie est l’axe non transverse, la condi- 
tion pour l’existence des points d’inflexion est 


= RS SEO (b2< c?). 
Au cas de l’hyperboloide 4 deux nappes, 5? et c? doivent étre 


négatifs; soient b> = — b’?, c? = — c’? et b'?< c'?. Les deux quan- 
utés — ev? h?T, et —epn3h?T, ont, la premiére, toujours le signe 


. I if . ° 
plus ; la seconde, le signe de Pee noe Ainsi, quand la base 


est un hyperboloide a deux nappes 


quant a l’apparence, si l’angle x, atteint une ou plusieurs circonférences. La 
courbe fait alors une ou plusieurs circonvolutions entre deux sommets consécutifs. 
Cet angle y, peut acquérir une yaleur quelconque, comme on vient de le voir et 
comme on le reconnaitra aussi plus loin au moyen de son développement en 
série (37). La courbe peut se fermer, ce qui arrive lorsque x, est commensurable 
avec 7. 
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la condition pour existence des points d’inflexion est 


J I I 19 19 
gs Be (6 OG No 

Au cas de l’ellipsoide, sil’on a c? > b? >h? > @?, les deux quan- 
lités —cu3h3T,; et — cy? h?T, sont toutes deux négatives; mais, 
sion ack< b?'< h?< a’, la premiére est négative; la seconde a 


A = I a 4 
le méme signe que — — -—; — z;: Donc, quand la base est un 
G a 2 


ellipsoide et que la polhodiea pour essieu le petit axe, ’herpolhodie 
n’a pas de points d’inflexion; si la polhodie a pour essieu le grand 
axe, la condition pour l’existence des points d’inflexion (¢ étant le 
demi-petil axe) est 


On a rappelé (p. 45) que, dans un ellipsoide d’inertie, cette 


One oi! I i é . rates TS 
quantite FO er eee i est, au contraire, toujours negative. Ainsi, 


Vherpolhodie qui répond au mouvement d’un corps solide en l’ab- 
sence de toute force extérieure, celle que Poinsot a considérée 
seule, n’a jamais de point d’inflexion ('). 


Développements en séries pour les divers éléments 
dun mouvement 4 la Poinsot. 


Les développements en séries qui ont été formés dans le Cha- 
pitre I s’appliquent aux mouvements a la Poinsot, pourvu qu’on 
y suppose les angles 4 et & variant proportionnellement au temps. 
Nous avons a y joindre les développements propres a représenter 
les éléments nouveaux, axes de la surface base, éléments de Vher- 
polhodie, puis a mettre tous ces développements sous les formes 
extérieures les mieux appropriées a l'objet considéré. 

Nous considérerons tout d’abord langle yo. 


(1) L’étude des points d’inflexion de l’herpolhodie a été faite, pour la premiére 
fois, par M. W. Hess dans la thése citée au début de ce Chapitre. Le fait que 
cette courbe, dans le cas du mouvement des corps, n’a jamais de point d’inflexion 
offre cette particularité historique que Poinsot, dans une des planches jointes a 
son célébre Mémoire, représente l’herpolhodie comme une courbe sinueuse. Ce fait 


a été trouvé aussi par M. de Sparre (Comptes rendus de 1884); mais la priorité 
appartient a M. Hess. 
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Employant les mémes notations qu’au Chapitre I (p.19, 27, 29), 
nous avons (t. I, p. 425) 


~ [n(w +e) of(o +e] 


0 


TeV ns >= 1)2 gi 1—V2m 


tT V2 I— gq” Vr 


7) 
AO) hes 
=p+20r—, s ef -, sin mv. 
Ww CPi 


vila 


(27) al 


m= 2,4, 6, 


SIR 


rt 


5 — I 
Supposant ¢’ entre —w’ et w’, c’est-a-dire V entre vq et 7=? 
V7 


T ™ , : 
v entre —~ et =E nous concluons, d’aprés la formule (20), le dé- 


h 9) | dase te , , 
veloppement de jie a C’est précisément ce développe- 
ment (27). 

Au Chapitre I, on a désigné par 9 argument de la quantité 
G'. D’aprés la composition de G’ en fonction de G (I, 41) et 
la nature actuelle (6) de G, on voit que § est une fonction linéaire 

é uw 
de wu’. Soit arg. de G’= = 9, + % = 


Soit ¥ argument de limaginaire o2( wu’ + 9’). La formule (17) 
nous donne 


vila 


y= (1—8) PG aii a 


car l’angle yest Vargument de x2, + ry,, et, de plus, on doit s’en 


souvenir, les arguments de U, U’, U" sont o, -, 


ela 


2 

L’argument 4 de o2 (u' + ve’) se calcule par la formule (39) du 
Tome I, p. 428, comme il a été fait au Chapitre I (p. 31) pour 
les analogues a, ba, Ve: 


m2 7 
a Ht posi 2 7) T2me 
Hu’? —1)?g2 1—V ; 
laos = ( a ; sin mu 
Tw m(1 — Gr) Vu 
‘ / 
(28) ae 
9 (—1)2q,2 1— U2" é 
— un -+- 2 - = sin7m. 
™ m(i— gq’) Um 


De 1a se conclut ]’angle y. Donnant a u' les deux valeurs o et 
Il. 5 


DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 
7 
w, par conséquent a ules valeurs o, 57 on conclut, par différence, 


n yo! 


Vangle yo exprimé ainsi 
=%+-—- 
Yo 0 ; 


C’est langle yo, bien nettement caractérisé par une signification 
éométrique, qwil convient d’introduire dans les formules, et l’on 


8 ; 
écrira expression de ‘y sous la forme 
7m Hy 
¥ =o Ti) a Vig tei = c 
Hat ee ACS AG oma) (¥ ) 
Dans cette formule, 9 est un angle arbitraire dont le change- 
ment se rapporte au changement qu’on peut faire sur la direction 
A. . 
>) 


des axes x, y. Il différe de §, par langle —- L’angle 6’, qui figure 


dans les formules (62) du Chapitre I, n’est autre que 
Ti NU 

oe cali, = be 

LW 


i 
4 


rn 


Q’ =e+y0% =9+ = yous0+ 


Pour développer les coordonnées 2,, 9 d’un point de lher- 
polhodie, d’aprés la formule (17), on emploiera les développe- 


ments du Tome I, Chap. XIII (p. 422) 


On trouve ainsi 
70" Vv 7—1 nm 
e Is me +S (-) ? 9 (V2 efmu 1. V—n e- ona | 
ate 


n—1 


nm 
2 (Un efmv 1. U-n e-tmn) 


: eUT 
u 
“,+ty ® 
(29) a7 
eure i( = a 
= 7 ee = —I1 
6) “Lee Sek 
A eHek: Os =S5k, dna 


a I, 
La présence du terme — ~ nv dans les formules (28,20) pro- 


Le @ 
vient de l’échange des périodes, qui améne la quantité 
itu’! DAC 
= — —w. 


nw ey ui! 
Se ; 
w ww 20W 


ww! 
On retrouvera ce méme terme quand, appliquant les formules 
8 


du Chapitre I pour cos ax + icosay et les analogues, on pas- 
sera des développements (I, 59) composés avec g aux développe- 


yf u'e' 


ments (I, 65), composés avec gy 
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a ra = ’ A fay8 s i = 
Pour développer les carrés des axes d’aprés les égalités (7), on 


aura recours a la décomposition 


(30) bag 


5 Pee a ct) oo a Ta 


D’aprés les développements de la fonction ¢ (t. I, p. 425 et 


426) se souvenant que »=w-+¢’, sauf des périodes qui ne 
jouent ici aucun role, on trouve 


ies ne _ «npr 1—V? x oa qm 1—V2m 
‘ t rr, 7 SReeNe ) I—gm Vn Zi 


Vey a T Pit Lees Qe 1— V2m 
ee, f= aren Ven 


CP v ( 2 Api I y2m 
. ” ul} ” os Fe eras 
i[ee+o —-E—y|=—2 I— q” Vn zs 

nv F ™ gq? 1— V2 
i[ee+o)—M—q |=—2 Tq" Vm? 


m= 2, 4, 6,. 


Pour avoir les développements ot figure g,, au lieu de g, on écrira 


1 (o' + w 7n'o' u 
toe — Go + w)— ae — C(e w ) Bi - 7 _ me 
He 7(~' + w) 7/0" u 
OO ees ae ssherh hay lee ae 


t 


if t bes . f 
ee ate, ee ace) Er UR eae Sy 
ae) u) = C(v FW w ) i. aes = Yi = = 


t t ’ 2, 
7 (9 + w’) u 

== -— Sa %——D- 
C(v'+ w’—w) — - eek aie 


Les développements de la fonction ¢, ceux mémes que nous 
venons d’employer, donnent ainsi par l’échange des périodes 


rT 2 
i(te— ara oa sin my, 
, , ML 
i[ e+) —a] == + =< cotw _ ear sinmu, 
0 ™m 
) " | ” v Te 2 (—1)? qs" in mv 
i) Cie +o’) — ]=2-B neo aaah sin mv, 


° > 2 
: ’ He 7 v 2TU (—1)? 97. 
ss) ial ea ——_—_— sin mn 
i| c(e-+ 0) z | a 7 — 9" 
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Au moyen de ces séries (31) ou (32) on formera, d’aprés les 
formules (7,30), les développements des carrés des axes. 


Résumé de la représentation d’un mouvement 4 la Poinsot 
par des séries. 


Nous allons réunir les développements précédemment obtenus, 
en y faisant disparaitre toute trace des notations ellipuques, de 
sorte que cet ensemble soit facilement intelligible pour un lecteur 
étranger a la théorie des fonctions elliptiques. 

Nous prendrons 

chu SUT 


q Vv 221K, 


UT “oO 


comme des données. 
Les données sont : 1° trois nombres K, V, g, le premier K 
quelconque, et 


Og oi eV grove =. 
q 


2° Une longueur positive ou négative J. 

En fonction de ces données, voici les déyveloppements des 
constantes géométriques : 

h, distance du plan tangent au centre de la surface base (dis- 
tance affectée d’un signe), a?, b?, c?, carrés des axes de la sur- 


1 W(= 9) I— V'P 
21+V2 Md 1g? VP 


"ily Oy Dy goo ' [RSS ty Oe Bo was 


d 


face base : 
hee ke 
4 a? a 2V2 qe I — Ven 
K(G—") —  y— Vt Set Van? 
. [bo 1 r—YV2 gP 1— V'pP 
3 4 cena tates ghee 
ee a :) 21+ V2 paper iene Vip’ 


= 
= 

La a 

=e 

w nw 
= 


Au lieu de ces développements, on peut en prendre d’autres ou 
figure, au leu de g, un autre nombre q,, également positif et 
moindre que l’unité, savoir 


(34) log 
Ui = 
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I 1 ° 
en sorle que LOS et WO ont m2 pour produit. Dans ces nou- 
1 


veaux développements apparait, au lieu de V, un angle 0, savoir 


5) v 


tlogV 


lee Tyee 1 ee el ols 

- Klog --(—=—1 == cotn—2 S71 sin apo, 

T OG \ pe 2 Te Ga 

eee I 2 gt : 
(36) /-Klog—-(——1 =—i»>) M1 sinonw, 
i Gq \fe 1— g? 
Ieee TAG I qt F 
| — Klog —- ( — ') =— i tangy —2 § —4— cin a py; 
7 G NIOP 2D aa (( =e) 
a Me, Brae 1D Sly Dy By sou 


En choisissant, des deux nombres q, q,, le plus petit, on est 
assuré que ce nombre est inférieur a e~* = 0,043.... 

Voici maintenant le développement de l’angle yy), compris, 
dans Vherpolhodie, entre un rayon vecteur minimum et le rayon 


vecteur maximum yoisin (27), 


nt 


rp) 
Yor ae hg bee 2 ee Te Ven 
oo 21+ V? 1—q™ yn 
(37) a 
2 
v 2,7 é 
= = -b . 41 — sin m0; 
T ne 1 I— qj 
og — 
\ aa 


Soy, PAO oid 


Nous arrivons maintenant aux développements des éléments 
variables du mouvement. La variable indépendante qui sert a les 
figurer est un angle  proportionnel au temps. Les lignes trigo- 
nométriques de cet angle paraissent dans les développements ou 
on emploie g. Dans les déyeloppements ot l’on emploie q,, les 
lignes trigonométriques disparaissent, et la variable " est repré- 


sentée par la quantité U ci-aprés 


(38) 
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Il suffira, comme on |’expliquera plus loin, de faire varier u 


a : — I 

; de cette maniere U sera compris entre VO Ce 
V1 

Les axes de coordonnées liés avec la surface base sont dé- 

nommés a, b, c; ils coincident avec les axes de symétrie dont les 


entre — — et 
yy, 


bla 


carrés sont désignés par a2, b?, c?; ils ont des sens positifs arbi- 
traires. Les axes de coordonnées liés avec le plan roulant sont 
dénommés x, y, 3; le dernier z est perpendiculaire a ce plan, les 
deux autres lui sont paralléles. Leur direction dépend d’un angle 
constant. et arbitraire 9. Dans les formules apparait un angle ", 
qui varie proportionnellement au temps, a savoir 


(39) =o + Ae, 


7 


Les sens positifs des axes x, y, z sont arbitraires et on laisse 
subsister dans les formules trois unités positives ou négatives 
(—1)*, (—1)*, (—1)°. Le caractére ¢ de congruence des deux 
systémes d’axes est 


(40) (SN ss) (— 1)¢+b+ce+1 , 


Voici d’abord les cosinus des angles de l’axe s avec a, b, ¢ 
(I, 57 et 64), représentés par les combinaisons de neuf séries 
développées dans le Chapitre I (I, 58), et qu’il est inutile de 


reproduire ici: 


as se A(u)A'(V) —- B(w) B'(U) 
(—1)# cosaz = CaM, Bi) 
a _ BBV) yall) 
(41) ( 1)? cosbz = B'(q) A"(q1) ? 
asf Po COO eC ree) 
(—1)¢ cosezs = Caine Ge | 


Les cosinus des angles des axes x et y avec a, b, c sont donnés 
par les combinaisons cosax + i cosay et les analogues. Chacune 
de ces combinaisons est développée de deux maniéres avec q et 
de deux maniéres avec g,; les séries employées se trouvent au 
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Chapitre I (I, 60): 


(—1)% (cosaxw + tcosay) eH’ 
pe Ye) A) 


(42) o BND) Aq) 
T Bi, U)B(U) 7.) BIN (Gp) Wy) B (a) 
BY(q1) B'(q) 


Il est inutile de transcrire ici les expressions analogues de 
cosbx + tcosby, coscx + icosecy, qu’on trouve au Chapitre I 


2 uv 
i(o'— ) 
(I, 59 et 65), et ot l’on doit mettre e’, e * “au lieu de 
Huey it ae! eT 
+ a Ie 
cman Glens. 
A ce dernier groupe de formules s‘adjoint naturellement celle 
qui donne les coordonnées x,, y, d’un point de Vherpolhodie (29) 


7 (a1 + ty) ei 


V a Ue : : 
—— an Pee en 2 q 2 (v? emut_, y-n emit) 


2tun 


(43) 
7 Ser. U “= ae ji pm -l p-Miv 
=— é =i + OY? gy? (U é +U é ) 5 
ee 


[ZT Doh oo Ge TOS Dy Min Oy 0 9.06 


Le dernier groupe de formules est celui qui donne directement 
certains angles, déterminés 4 un multiple prés de la circonférence 
entiére ou de la demi-circonférence suivant les cas. Dans ces for- 
mules apparait le caractére ¢ de congruence des axes (40). C’est 


d’abord l’angle y, angle polaire dans ’herpolhodie (28) 


7 


ue ques (9); i—V2m . 
Men e) = — 9 =e Ga Vm Sinmt 


(44) m 
210 (—qi)?_ 1—U2™ 
pe? Ti— G4) Uz 


sinmy, 


puis les angles d’Euler (cz, x), (az, x), (bs, ), dans les expres- 
uy! 


sions desquels (I, 53 et 67) 9+ + 


sera remplacé par 0’ — =; 
w p Pp 4 ? 
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enfin les angles (cz, a), (az, 0), (bs, c) donnés sans modification 
par les formules (1, 53 et 73). 

Tous les développements ot figurent, avec q, les lignes trigo- 
nométriques de ut, permettent de faire varier tt arbitrairement. Ils 
font apparaitre aussi les modifications trés simples que subissent 
les diverses quantités quand on change ten 1+ 7. Par exemple, 
cosas se reproduit sans changement; cosbz, coscz se repro- 
duisent changés de signe; x,+-ty, se reproduit multiplié par 
eho; y se reproduit augmenté de 275, etc. En un mot, ces déve- 
loppements représentent le mouvement dans toute la suite des 
lemps, mais ils mettent aussi en évidence sa quasi-périodicité. Au 
contraire, les développements ow figure, avec q,, la quantité U, 
doivent étre envisagés pour des valeurs limitées de 1; mais la 
quasi-périodicité du mouvement laisse ce défaut sans consé- 
quence. 


Cas particuliers. 


Poinsot, dans son Mémoire célébre, s’est arrété spécialement 
sur les cas particuliers qui nexigent pas Vemploi des trans- 
cendantes elliptiques ('). Nous retrouverons ici ces cas en sup- 
posant les fonctions elliptiques dégénérées, en supposant donc 
G= oon bien'gy == 0. 

L’hypothése g=o entraine b?= c? (33). La surface base est 
de révolution; herpolhodie est un cercle décrit d’un mouvement 
uniforme. 

L’hypothése g, = 0 entraine b? = h? (36). C’est le cas ot lune 
des positions du point de contact du plan roulant est au sommet 
de Paxe moyen sur la surface base. Il faut alors prendre partout 
les formules ot figure g, et y réduire cette quantité a zéro. La 


Ae ay I . 2 : 

quantité g est Punité; Mec est infiniment petit, K log~ est une 
Gi) 

quantité finie. La formule (37) montre que ‘yy est infini. Toute 

périodicité disparait ; ’herpolhodie fait une infinité de circonyo- 

lutions autour de la projection du centre sur le plan tangent; ce 

point est asymptotique. 


On voit par la que, dans les cas ou, sans étre nulle, g, est une 


(') Journal de Math., 1° série, t. XVI, p. 298. 
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quantité trés pette, lemouvement de l’axe zs est a longue période. 
Les formules ot figure g sont peu propres a l’étude du mouve- 
ment; celles, au contraire, ou figure g, y sont parfaitement ap- 
propriées. 


Composition d’un mouvement a la Poinsot avec une rotation 
uniforme autour de la perpendiculaire au plan roulant. 


A la premiére inspection des formules fondamentales (I, 1) du 
Chapitre I, on a reconnu que le changement de la quantité G 
equivaut a une rotation autour de l’axe s. Si l’on remplace, en 
effet, G par Get’, en supposant les axes a, b, c immobiles, ceci 
revient a faire tourner le systéme x, y, 5 autour de z d’un angle 
égala — v. 

Dans le mouvement a la Poinsot, la quantité G est une expo- 
nentielle dont l’exposant est du premier degré par rapport au 
temps; si lon change dans cet exposant le coefficient du terme 
variable, sans modifier en rien les autres données elliptiques, on 
obtient un autre mouvement a la Poinsot qui différe du premier 
par une rotation uniforme autour de l’axe z. Ainsi le résultat de 
la composition d’un mouvement a la Poinsot avec une telle rota- 
tion est un autre mouvement a la Poinsot. 

La partie variable, dans l’exposant de l’exponentielle G, est (6) 


Soient donc considérés deux mouvements, définis l’un et l’autre 
par les mémes formules, sauf changement de G; si l’on distingue 
par les indices 0, 1 les quantités afférentes 4 ces deux mouve- 
ments My, M,, on aura (7) 


(45) az—he b2—h}  ci—h?' _ mhy 
a 5 >; 5 5 ee. ? 

es a?— h? 62 — h? c2— h? nh, 
I 1 r 1 1 1 


et le mouvement M, résulte de la composition du mouvement My 


avec une rotation uniforme autour de z, de vitesse ¢ (Z — =) 


dans le sens direct. 
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Ces faits apparaissent tout aussi nettement dans les développe- 
ments du dernier paragraphe; on y voit que les deux mouvements 
sont définis l’un et l’autre par les mémes formules, sauf change- 
ment de la seule constante K. Au point de vue de la Cinématique, 
tout aussi bien que pour les formules, cette constante K peut étre 
changée sans que le mouvement soit profondément altéré. 

C’est pour cette raison que nous n’ayons pas rangé, dans le pa- 
ragraphe précédent, au nombre des cas particuliers, ceux qui sont 
caractérisés par des valeurs particuliéres de Ja constante K. Ilya 
cependant lieu, au point de vue géométrique, de signaler ceux ou 
—K est choisie égale ala valeur de l’une des séries (33). Si, par 
exemple, ona 

a 2V? oe >> q7e -1— Ver 


—_ qr V2r 2 


il en résulte a? =o. La surface base est aplatie, se réduit a une 
simple conique. En ce cas, on a nécessairement c? > 62> h?.Cette 
conique est une ellipse et le point de contact du plan roulant la 
décrit tout entiére. Si—K est égal a la seconde série (33), la 
courbe est une hyperbole dont a est le demi-axe transverse, et le 
point de contact du plan roulant décrit sur cette courbe un arc 
limité : cet arc, en effet, contient seulement les points ot la tan- 
gente de la courbe est a une distance du centre inférieure ah. Si 
enfin —K est égal a la troisiéme série (33), la courbe est une 
ellipse; mais le point de contact du plan roulant décrit sur la 
courbe un arc limité. 

Ces cas particuliers sont plus simples au point de vue géomé- 
trique que le cas général, surtout si l’on envisage le plan comme 
fixe, la base comme mobile. On voit alors une ellipse ou une hy- 
perbole, de centre fixe, rouler sur un plan. Ce mouvement, com- 
biné avec une rotation du plan autour de la perpendiculaire menée 
du centre fixe, peut donner une idée nette du mouvement le 
plus général. 

On vient de considérer simultanément deux mouyements A la 
Poinsot, dont les éléments sont liés par trois relations (45). Ceci 
conduit a une généralisation naturelle dont nous allons parler. 
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Définition des mouvements 4 la Poinsot concordants. 


Soient deux mouvements a la Poinsot, que l’on considére simul- 
tanément. Nous les dirons concordants si les fonctions elliptiques 
qui y correspondent ont un méme invariant absoluet si, en outre, les 
deux mouvements sont ‘sochrones, ont une méme période de temps. 

La concordance, ainsi définie, s’exprime par deux relations 
entre les éléments des deux mouvements. Nous allons trouver ces 
relations. 

Rappelons-nous qu’un mouvement a la Poinsot est défini par 


a\? b\2 c\2 kh ‘$ 
quatre nombres (<) ; (3) ) (=) a (po os)e 


Nous distinguerons les deux mouvements par les indices 0 et 1 
8 P ’ 
affectant toutes les lettres relatives a l’un ou a |’autre. 

Dans les formules relatives 4 chacun d’eux, figurent deux con- 
stantes entiérement arbitraires, wo, »,, qui sont des constantes 
Vhomogénéité. Nous en pouvons disposer de telle sorte que, pour 

8 I Pp ) 
les fonctions elliptiques, invariant étant unique, les racines e, 
p q ) y) ? 
€2, €; soient, de part et d’autre, les mémes. Ainsi, la coincidence 
de Vinvariant absolu est exprimée si l’on dit que V’on peut choisir 
uo et uy de telle sorte, que les trois différences analogues a celle-ci, 


(a — hp) (O6—AGg) (at — hi) (Oi — h}) 


2 fy2 2 fp2 
meres wih? 


(46) 


soient égales entre elles. En effet, d’aprés les formules (8), ces 
différences sont, toutes trois, égales a pe; — pro. 


es No 
D’autre part, la période du temps est, en valeur absolue, NOs 
0 


rv . 
pour l’un des mouvements, 4 = pour l’autre (p. 52). L’isochro- 
1 


: : fee iy 

nisme exige donc l’égalité des rapports —, — en valeur absolue. 
5 5 ie 04 

fry ae: a) 

Dans les différences (46), on peut donc remplacer pj, uj par nj, 

ni. Dés lors, la concordance est exprimée si l’on dit que les 


trois différences analogues a celle-ci, 


(aj— he) (O5—hj) __ (ise hi) (Gites BEY 
ne he iO 10% 


sont égales entre elles. 
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Au point de yue de la Cinématique, on peut prendre ces rela- 
tions pour définition de la concordance. 


Relations entre les éléments variables de deux mouvements 
concordants. 


Considérant deux mouvements concordants, on doit chercher 
les relations qui existent entre les positions des deux figures mo- 
biles, prises en un méme instant quelconque. Dans la solution 
de cette question, il entre une constante nouvelle : on peut sup- 
poser, en effet, que l’une des figures occupe une quelconque de 
ses positions en un instant initial, ot l’autre figure occupe une 
position déterminée. Cette supposition faite, la correspondance 
entre les positions des deux figures se trouve compléetement 
établie. 

Les deux figures mobiles sont les deux systémes d’axes £9, Yo, 203 
1, V1, 41. Nous supposerons, dans Ja notation, un seul systéme 
d’axes fixes a, 6, c, comme si les deux surfaces bases avaient les 
mémes plans de symétrie. 

Les différentielles des arguments variables du), du, sont res- 


. Ba UL. . ’ 
pectivement “ dt, o dt (6). Elles sont donc égales entre elles, en 
0 1 
UL UL 
valeur absolue, comme %, a. La somme wp) = uw, est donc con- 
0 1 


stante. Il est d’ailleurs indifférent de supposer constante soit la 
somme, soit la différence; car les formules fondamentales (I, 1) 
restent inaltérées sil’on change uw, », Gen — u, — », —G. Pourla 
symétrie, nous supposerons la somme constante, et nous poserons 


mt Bo 


(48) MyM 


=rG, 


D 


Up + Uy, =. 


La relation entre les éléments edliptiques variables des deux 
mouvements est ainsi trouvée. C’est 4 laddition des arguments 
dans les fonctions elliptiques qu’il faut maintenant demander les 
relations entre les éléments géométriques. 


CHAPITRE Il. — LES MOUVEMENTS A LA POINSOT. WAI 


Pour ce but, on devra considérer les quantités suivantes : 


TAU p= Sn2 he = (a? — 62) (az — c2) cos?aszy, 
0 
I 
Zpuy =— Ini hi = (aj — b?) (a} — c?) cos? az, , 
(49) 
2 
— 3 p'Uy = nh (a5 — 63) (63 — c3) (e3 — a?) cos az cos bZy cosezo, 
“0.5 *0 
2 
Bo 0) Wis = he (a? — b}) (b} — cf) (ec? — a7) cos az, cos 3, cose. 
Len 


Ces quantités ont effectivement la signification elliptique que la 
notation leur attribue, comme on voit par les formules (11, 12). 

Ceci posé pour deux mouyements concordants, il existe deux 
constantes t?pv, 7? p’y, donnant lieu aux deux relations (t. I, 


p- 30) 


(50) BpPUy+tt pe  73p'u,+73 p'v 
Sa a a a ee ny ea 
Tio — v- pir 2 DUyp— T2 pv 
73 n! 1 3p! 2 
- Pe Ong =r Coe ON 
(51) PpuUtteputwVpe= By : za : 
2 T2 puy—t2 pe 


Ces deux relations ne sont pas indépendantes; les deux con- 
stantes t2 pv, tT? py ne sont pas toutes deux arbitraires. Cette cir- 
constance, on va le voir, constitue un avantage, et nous allons, 
pour préciser entiérement, envisager encore d’autres relations. 

Considérons l’angle que font entre eux les deux axes mobiles 
3), Z,;. Son cosinus est donné par une formule du Chapitre I 
(1, 32) sous la forme suivante, ot nous écrivons ¢ au leu de 
Uy + Uy (48): 


(OS (Dy BIER O y 
2FuUy + 2CU, — : Game mete 


9 = (P9— 1) 9 (+1) 
sean es 


Par le théoréme d’addition des fonctions $(t. J, p. 138), on a 


(52) COs) = 


I pu—p'uy 
2 puo—pmy 


(53) Cy + GCuy— Cv = — 


Le second membre peut ¢tre exprimé, par le moyen des quan- 
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tités (49), comme il suit. Posons, suivant l’égalité (12), 


(aj — 63)(a — ¢%) 


AG cos? az 
GOR 
ae (at — b3)(aj — 8) 
— nA? COS2aZ, =7?(pu;— PU), 
1/4 


en observant que cette quantité variable A ne change pas par le 


changement des lettres a, b, c; puis 


t [ (aj — 62 )( 63 — c3 ej — a? 
Nee pe i) —— 62% eee cos bp COS Cy 
A np hi 
tf 2 2 2 9 9 9 
P at — b})( 6? —c?)(c? —a? 
(55) Ca eee i) = iC Des ae, cosbz; cose, 
TD 


_ puo— pu 
ee 
Pu— Puy 


Te el 


Désignons encore par A et B les deux constantes 


tan g =~ (%—%) 9 = (%) + 1) 
od py: 2 Ds 2 | 
pas[ PPB ae]. 


Légalité (52) nous fournit la relation 


(56) | 
| 


(57) A(cosazy cosaz, + cos bZ cos 64, + coscsy coses,;)+ 2N+ B=o0. 


En différentiant, nous allons avoir une nouvelle relation conte- 


nant la seule constante A. 
Pour faire cette différentiation, on a d’abord (48, 54) 


Ob , faa: aT Uy 
ie Vise) = ( di; . “dug 


EN 
) RP Upset 


Wot résulte, d’aprés (53, 55) 
aN 
na 
On a, d’autre part (1, 3, 5), 


dcosaz) — bg — ce 
—— = — 7 608105) COSCZ, 
dt Noho 


CHAPITRE Il. — LES MOUVEMENTS A LA POINSOT. 79 


et ainsi des autres analogues. L’égalité (57) donne done, par dif- 
férentiation, 


b5 — ¢% 
A —— 60s by coscZy cosas, 


No ho 
(58) b2 —c? 
+ —_——! cosbz, cosez, cosas0) 4-9 A == "0, 
nih, 


Aprés avoir établi ces formules, envisageons la question im- 
portante de déterminer les positions correspondantes des deux 
figures mobiles dans deux mouvements concordants. 

Ce qui justifie l’emploi des relations surabondantes (50, 51, 57, 
58), c’est la nécessité de fixer les signes des cosinus. On pourrait 
assurément y parvenir en suivant la variation de ces cosinus : on 
devrait, a cet effet, se rappeler seulement que cosas conserve un 
signe invariable, tandis que cosbsz change son signe quand l’ar- 
gument w passe par une période, et coscz quand cet argument 
passe par une demi-période. Mais, sauf des cas particuliers relati- 
vement a l’argument ¢, on ne pourrait ainsi tirer aucune con- 
clusion. 

Si l’on suppose connues les constantes t?p¢, 7? p'y, A, B, on 
‘peut déterminer entiérement les cosinus de az, bz,, cz, corres- 
pondant a des cosinus donnés pour a9, bZo, czo. Effectivement, 
la relation (51) donne 7? pwu,;, par conséquent A (54) et les carrés 
des cosinus. La relation (50) donne 7° p/w, et, par conséquent, 
N (55); puis Pune ou lautre des relations (57, 58) permet de fixer 
les signes des cosinus eux-mémes. 

Il n’y a d’ailleurs aucun embarras pour choisir les constantes 
z2pe, wp'y, A, B si ’on veut composer un exemple. Ayant pris, 
en effet, deux mouvements a la Poinsot dont les données satisfas- 
sent aux relations de concordance (47), on peut choisir a volonté, 
dans ces deux mouvements, les axes Zp et 3; pour correspondants. 
Les valeurs de A et N, pour cette position, se trouvent détermi- 
nées; par la relation (58), on en conclut A, puis B par la rela- 
tion (57) et, par les relations (51, 50), t? py, t*p’v. 

On le voit donc, si l’on définit deux mouvements a la Poinsot 
concordants par la position des deux figures mobiles en un méme 
instant, les constantes A, B, <? pe, z? p'y peuvent étre envisagées 
comme des données; de plus, pour chaque position ultérieure 
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Wun des axes, 3, par exemple, celle de autre axe z, est déter- 
minée complétement par des formules explicites. 


Sur un cas particulier de la concordance. 


Le cas particulier suivant doit étre signalé surtout 4 cause de 
l’application qui en sera faite dans le Chapitre suivant: c’est celui 
ot les deux arguments variables Uo, U, ont pour somme une pé- 
riode. Ici les cosinus de bz) et bs, changent ensemble leurs si- 
genes, et de méme ceux de cy et cz,. Cette circonstance est mise 
en évidence dans légalité (54), ou A est nul. Si l’on tient compte 
de la convention d’aprés laquelle b? est le carré du demi-axe 
moyen, c’est-a-dire b* compris entre @ et c?, on aura, en ne 
considérant que des radicaux réels et positifs, 


V( az — 63 )(ak — c?) _, V(az — 62)(a? — c?) 


COSAZy) = =e COSAS 
Ny ho ny hy - 
(a? — b2)( 62? — @3 ,¥(a7—b7)(6 cf 
Vv 0 0 0 0) cosbsy =. vi 1 i) 1 t) cosban 
no ho nyh, 
v(c§ — a3 )(c% — 88) Ve? — a3 )(c} — 6} 
ors 0 cOSCZ) = io ie; cee 
No ho rh, 


e', ", ©” pourront indifféremment ¢tre pris séparément égaux a 


£1, sous la condition toutefois ¢/e"e” = +1, exigée par les rela- 
tions (49). 


Herpolhodies fermées et herpolhodies algébriques. 


Si Pangle ‘7» est commensurable avec la circonférence, l’herpol- 
hodie est une courbe fermée. On obtient ce cas, en prenant con- 
venablement K dans la formule (37). 

Si, en méme temps, on prend aussi 1 = +79, Vherpolhodie est une 
courbe algébrique. L’expression (14) de x + cy est alors, en effet, 
une de ces fonctions (t. I, p. 224), qui sont des racines de poly- 
nomes enters en pu et p'u, en sorte que (x + ty)” et (a — uy yee 
s’expriment algébriquement tous deux au moyen de pu. C’est un 
sujet sur lequel on reviendra, a propos des lignes géodésiques. 
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CHAPITRE Tl. 


ROTATION D’'UN CORPS GRAVE DE REVOLUTION, SUSPENDU PAR UN 
POINT DE SON AXE ('). — LA COURBE ELASTIQUE GAUCHE. 


Equations différentielles. — Inversion. — Calcul de cosAZ — i cos BZ. — Calcul de 
cos CX = 7 cosCY. — Expressions elliptiques des constantes mécaniques. — Cas 
particulier ot lellipsoide d’inertie est une sphére. — Expression des éléments 
elliptiques par les constantes mécaniques. — Décomposition de la rotation. — 
Etude du théoréme de Jacobi. — Relations entre les deux mouvements com- 
posants. — Les éléments du mouvement composé, déduits des mouvements 
composants. — Propriétés particuli¢res des mouvements composants dans le 
cas ou l’ellipsoide d’inertie est une sphere. — Les constantes des mouvements 
composants , déduites de celles du mouvement composé. — Sur un cas parti- 
culier.— Mouvement de l’axe du corps grave. — Mouvement relatif de la verti- 
cale par rapport au corps. — Le moyen mouvement du plan vertical mesuré dans 
Vherpolhodie. — Le mouvement du plan vertical mesuré dans l'herpolhodie. — 
Expression des composantes de la rotation. — Expressions des constantes au 
moyen du mouyement initial. — Mouvement pendulaire : rotation du plan ver- 
tical. — Réaction de la tige du pendule. — Digression sur un cas de l’équation 
de Lamé. — Sur une distinction entre le pendule a tige et le pendule a fil. — 
Représentation du mouvement par des séries : moyen mouvement. — Mouve- 
ment du plan vertical. — Développement des constantes. — La courbe élastique 
gauche. 


Equations différentielles. 


Par corps de réyolution, on entend ici un solide dont lellip- 
soide central d’inertie est de révolution. On suppose fixé un point 
de l’axe de révolution; le corps, animé d’un mouvement initial 
quelconque, est abandonné a l’action de la seule pesanteur. Le 


(*) Auteurs a consulter : Lacrance, Mécanique analytique, 3° édition, publiée 


par M. J. Bertrand, t. II, p. 233. — Tissot, Thése de Mecanique (Journal de 
Math., 1° série, t. XVII). — Jacost, OLuvres completes, t. WI. — Hermite, Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques. — Darnovx, Cours de Meca- 


nique de M. Despeyrous, t. II. Paris, Hermann; 1886. — Putseux, Vote sur le mou- 
vement d’un point matériel pesant sur une sphere (Journal de Math., 1 série, 
t. VIL): 

II. 6 
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probléme qui consiste a trouver le mouvement de ce corps a été 
ramené aux quadratures elliptiques par Lagrange. 

Soient A, B, C les axes rectangulaires, fixes dans le corps, ayant 
leur origine au point de suspension, et le dernier C, passant par 
le centre de gravité. Soient aussi = le poids du corps, et ¢ l’or- 
donnée du centre de gravité, comptée suivant l’axe C; soit enfin Z 
un axe fixe et vertical, dirigé dans le sens de la pesanteur. Les 
moments de la pesanteur par rapport aux axes A et B sont respec- 
tivement — mccosBZ et +-xccosAZ. Par rapport a l’axe CG, le 
moment est nul, puisque cet axe contient le centre de gravité. Fai- 
sant, un instant, abstraction de ce fait que le corps est de révolu- 
tion, dénotant par P, Q, R les moments d’inerte et par p, q, 7 les 
composantes de la rotation instantanée autour de A, B, C, par ¢ 
le temps, on aurait les équations différentielles 

patil (Q—R)gr—xc cosBZ, 
dt 
of = (R—P)rp+xnxecosAZ, 


dr 


RG =(P —Q)pq. 


Le corps étant de révolution, les deux moments d’inertie P et Q 
sont égaux entre eux, quel que soit le point de suspension sur 
Paxe du corps. La derniére équation montre donc que 7 est une 
constante. 

Ecrivant, pour abréger, 


(1) i> — ae P = =f, 


on ales équations différentielles 


dp a. 
i (: =) rg—% 8 cosBZ, 
(2) ( . 
| ohOe € —1) rp ++ cosAZ. 


r 


En y joignant les equations cinématiques (I, 74), ot p, g, r doi- 
vent étre changés de signe pour représenter les composantes de la 
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rotation relative de l’espace par rapport au corps, 


(3) CANE = g cosAZ— p cosBZ, 
dt 

(4) Bie cos BZ — qg cosCZ, 
dt 

(5) ee = p cosCZ —r cosAZ, 


on parvient, comme il suit, a l’intégration. 


83 


Multipliant respectivement par p et g aux deux membres dans 


les équations (2) et ajoutant, on obtient, suivant (3), 


dp _ dq _4,4cosCZ 
Pete eae ade 
et, par conséquent, 
(6) p?+ q*= B(cosCZ + y). 


Multipliant respectivement par cosAZ et cosBZ dans les équa- 
tions (2), par p et g dans les équations (4, 5) et ajoutant, on ob- 


tient encore, suivant (3), 


d is d cosCZ 
GzP cosAZ + ¢ cosBZ) = —a Ey ah 
dot résulte 
(7) pcosAZ+ gq cosBZ = 6 — «cosCZ. 


D’aprés lVidentité 


(pcos AZ-+\cos BZ)? +-(g cos AZ —pcos BZ)? =( p?-+ g?)(cos? AZ + cos? BZ) 


et la relation 


cos2?AZ + cos2?BZ + cos?CZ =1, 
les équations (3, 6, 7) donnent maintenant 


dcosCZ 
OS Gee 


le B(1— cos? CZ)(cos CZ + 7) —(6 — 4 cosCZ)?. 


On voit par la que cosCZ est une fonction elliptique du temps /. 
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Inversion. 
Désignant par 7 une constante d’homogénéité, posons 


(9) cos GZ = =~ <?(0 — pu). 


“WIN 


La constante p doit étre choisie de telle sorte que le polynome en 
pu, transformé du polynéme (8), manque du second terme et les 
invariants elliptiques doivent étre pris de telle sorte que le poly- 
ndme reproduise p’?w, a un facteur constant prés. 

On sera ainsi conduit a une identité de la forme suivante 


4(pu—pa)(pu—pa)(pu— pa2) 
+ 4(pat+ pa,+ par)(pu—v)?=p?u, 


(10) 


ott chaque facteur ( puw— pa) correspond a lun des facteurs li- 
néaires de la premiére partie du polynédme (8), tandis que 
(pu—y)? correspond a (6 —acosCZ)?. 

Faisant successivement u=a et u=a, dans l’égalité (10), on 
conclut 


(11) 2Vpa+ part par (pa—) = pla, 
11 


( a/pa-+ pay pa,(pa—v) = p'a, 
d’ou résulte 


' co Ee \2 
4(pa+pa+pa,)= a) ; 


pa—pa 
donc (t. I, p. 30) 


I] était permis de choisir ad libitum les signes dans (11); car les 
signes de a, a, sont arbitraires. Celui de ay est arbitraire aussi. 
Nous supposerons done 


(12) a+ a+ a=0, 


a quoi il faut ajouter, pour y, cette expression qui reste inaltérée 
par ’échange des indices 


(13) — papa—p'apa 
pa—pa 
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Les deux relations (12, 13) suffisent a assurer l’exactitude de l’i- 
dentité (10). Pour le vérifier, prenons les deux fonctions 


fu =4(pu—pa)(pu—pa)(pu—paa), 
fiu= [P'™ — FEF Apu) | [pus eg SCL Se |. 


Pa— Pa pa—pa 


Le premier facteur de f, uw, par construction, a les racines @ et a). 
Comme la somme de ses racines doit faire une période, la troi- 
siéme racine est ad :. De méme, le second facteur a les racines 
—a, —a, —a4. On en conclut immédiatement Végalité 
fu=fiu, cest-a-dire Videntité (10). 

Pour identifier le polynédme (10) avec le transformé du poly- 
nome (8), établissons l’égalité deux a deux des racines des bi- 
ndmes du premier degré correspondant; posons ainsi 


(14) | 
—7= 47 (e— Pap), 
t 
Oe an, ie 
aires 8° (e y) 
Nous avons de la sorte 
I— cosCZ= + 22(pu—pa), 
P 
I+ cosCZ=—+ t(pu—pa), 
(15) : 
Se ERED at T2(pu— pao), 
N 4a 
6 —acosCZ = cee —v) 
I! faudra poser, en outre, 
tT pla—pla 
(16) (625 ames % pe 
p pa 


moyennant quoi le polyndme (8) reproduit le polyndme (10) mu E 
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£2 26 
uplé par le facteur e? et Vona 


2 


Mais, suivant (9), 


dcosCZ Sie CAD 
de se eee tar” 
On a donc 
U7) ONT — ahi 


Des deux premiéres égalités (14) se conclut 


Se 0) 
(18) p= PSPS, = $B =c(pa—pa), 


et expression (g) de cos CZ devient 


2pu—pa—pa 


(19) cosGZ = oe 
On en tire 

[oe COSC Ze Cs eS ee 

(20) ~* papa ~ ¢(a—a)e (a+ a) Pu 

i tsCZ 2 phe ee a) ere 

PA1—Ppe o(a4—a)7(a+a,)o2u 


Calcul de cosAZ = 7 cosBZ. 
Des relations (4, 5) on tire 
d : a ; : : : : 
a CosAd + tcosBZ) = i(p + ig) cos CZ — ir (cos AZ + i cosBZ) 


et des équations (3, 7) 


(cosAZ — i cosBZ)(p-+ ig) = 8 —acosCZ + peor 


Eliminant p--cq et remplacant cos? AZ-+- cos? BZ par 1—cos? CZ, 


CHAPITRE III. — ROTATION D’UN CORPS GRAVE DE REVOLUTION. 87 


nous concluons 


al 


a [log(cosAZ + icosBZ) — 4 log(1— cos?CZ)] +r 


(21) me 
cos GZ(6 — « cosCZ) 


1 — cos? CZ 


Décomposant, par rapport a cosCZ, le second membre en frac- 
tions simples, on lui donne la forme 


NN iN 
Oy == Ie Oat 


H(i cos CZ pana =cos OZ): 


(22) a 


Fn faisant dans la derniére égalité (15) successivement u =a 
el w= a, puis remplacant y par son expression (13), on obtient 
des expressions elliptiques de 6 = a, savoir 


4% ,pa(pa—pa) 
8 : pa—pa 
4a. par(pa—pa) 
B pla— pa 


S 
Ot 


En y substituant, au lieu de a, lexpression (16), nous obte- 


nons 
, 
a 
Neto ees > 
C u 
2 I. omy 
Oee Ch ee 


— ei 6a c play 
(23) =a Es ? 7 = : . 
tu pu—pa 1+ cosCZ tpu—pay 


Substituons aussi, dans (22), au lieu de a, Vexpression (16), 
remplacons ¢dé par du et nous ayons, au lieu de l’égalité (21), 
celle-ci 


[log(cosAZ + i cosBZ) — $ log(1— cos?CGZ)] + < 


! ’ , U 
ee ag Poa, y! pa ies 
pa—pay 2pu—pa 2 pu—pa 
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L’intégration se fera parle moyen des formules (t. I, p. 138) 


| pa ! ; 
= cae t ‘ y a4 es 
| pu—pa Gers 2) get) ne 
(24) ( es C(u+ a) + C(u— a1) + 20a, 
pu—pa : 
| sie = 2(w+a,)—2ta—atay, 
pa— pa 


qui transforment Je second membre en celui-ci 


2C(a+ a,)—Ca— Ca, 
+4[C(u—a)+ (u—a,)—C(u+a)—C(u+ a)]. 


D’autre part, les formules (20) donnent par différentiation 


ti oe Peer 
\ 5 qq losti— cos CZ) 


(25) 
=t[C(u—a)+C(u—a,)+ Cu+a)+ C(u+a,)— 4cul. 


Ul nous vient donc 


d : ur 
wii log (cosAZ + zt cos BZ) + — 


v 


= 20(a@+a,)—Ca— Ca, + C(u—a)+C(u— a) —2Cu; 


puis, en intégrant et donnant a la constante arbitraire une forme 
convenable E, 


cosAZ + ticosBZ 
(26) = 2E Java, c(u—a)o(u— a,) pL2slaran—ba—Ca 2 |e, 
o(a—a,)F(A+a,)77U 


La quantité conjuguée s’obtient-immédiatement par cette con- 
sidération que le produit doit donner 1 — cos?CZ: 


cosAZ — icosBZ 


— 


(20a) 2TATAT(U+ a)T(U+A}) —[28(a+ay)—Sa—fa,—F Jue 
~ Ho(a—a,)c(a+aq,) su 
Calcul de cosCX = ccos CY. 
Soient 


© =cosCX + zcosCY, 


oy = cosCX — tcos CY, 
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on a, par les éléments de Cinématique (I, 76) (on suppose les 
axes congruents, donc ¢=-++1, et l’on change les signes de p, g 
par la méme raison qu’au début du Chapitre), 


d= ado 4 
al ——_—  — —- 1 
© i © a = 2t(pcosAZ + q cosBZ). 


Divisant par ©Sy = 1 — cos?CZ et remplacant le second mem- 
bre daprés (7), on obtient 
ped © ¢6é—acosCZ 6— a O+4% 


] (ey — = t - e 
5S, 1— cos? CZ 2(1—cosCZ)  2(1+ cosCZ) 


O27) 


2t dt 


De la, d’aprés les égalités (17, 23, 24), 


| d ee S a p'a pa, 

du °Oy  pu—pa pu—pa 

c28) | = 2Ca—o2ta,+C(u—a) 
+C(u+a,)—C(u+a)—C(u—a,). 


Ajoutant la dérivée logarithmique (25) de 1 — cos?CZ = Sey et 
J 5 q 0 
divisant par 2, nous avons ainsi 

d © r a ¢ 
Fi loge = Ca — fa, + C(u— a) + C(u+a,)—2Cu. 

au 

L’intégration donne maintenant, si l’on met sous une forme 

convenable la constante arbitraire E,, 


2E,cvaca;co(u—a)o(u+ a1) 4 


Ca—Ca,)u, 
t(aA—a,)c(a+a,) ou a 


(29) cosCX + icosCY = 


avec la quantité conjuguée 


27a0a,5(U+a)o(U—a) —a-ta,u 
E; ¢(a— a1) 0(a+ a,) o?u 4 


(30) cosCX —icosCY = 


Expressions elliptiques des constantes mécaniques. 


Les données comprennent cing constantes a, B, y, 6, 7, dont 
les quatre premiéres ont recu des expressions elliptiques, que nous 
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allons récapituler d’aprés les égalités ci-dessus (14, 16, 13), 


7 p'a;—p'a 

a == —*_, 

i pa—pa 

Reeee pat pa 

(31) " t paj—pa 


= 20 (pa;— pa), 


By = 272(2pa,— pa—pa) =27?[2 p(a+a,)—pa— pa]. 


Au lieu des quatre constantes a, 8, y, 6 apparaissent, dans les 
formules, les arguments a, @, qui, avec les invariants des fonc- 
tions elliptiques, constituent quatre constantes équivalentes. La 
constante @homogénéité 7 est ad libitum. 

Il s’agit de reconnattre la nature des fonctions elliptiques, ¢’est- 
a-dire le signe de leur discriminant, celle des arguments a, a et 
de argument variable w. 

Le polynéme (8) doit nécessairement étre positif pour des va- 
leurs de cosCZ comprises entre deux limites entre lesquelles oscil- 
Jera ce cosinus; mais ce polynéme est négauf pour cosCZ= +1. 
Les deux limites sont donc comprises entre —1 et +1, et ce sont 
deux racines du polynéme. Les racines sont donc réelles et le dis- 
criminant est positif. La troisiéme racine est inférieure a —1 ou 
supérieure 4 +1, suivant que § est positif ou négatif. 

D’aprés la relation (9), pu décroit quand cosCZ croit si 6 est 
positif, ou croit avec cosCZ si 8 est négatif. La troisiéme racine du 
polyndme correspond donc toujours 4 pu=e,; les deux autres 
correspondent aux valeurs @, et e; de pu. Donec l’argument wu, di- 
minué d’un multiple impair de la demi-période purement imagi- 
naire w/, est réel. 

D’autre part, pa et pa, correspondent a4 cosCZ==+1. L’un 
d’eux est entre é, et e,, ’autre entre — » et e;. Les fonctions p’a, 
pa, sont purement imaginaires, et les arguments sont l'un pure- 
ment imaginaire, l’autre purement imaginaire sauf une demi-pé- 
riode réelle w, le tout, bien entendu, sauf des périodes. 

Si lon prend effectivement de cette maniére les arguments a 
et a, on voit, par les formules (31), que a, 6, 8, y seront réels. 
On peut done prendre arbitrairement les invariants des fonctions 
elliptiques et les arguments @ et a,, ces derniers sous les formes 
qu’on vient de dire; les formules représenteront un cas du pro- 
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bléme mécanique proposé. La cinquiéme constante 7 est arbitraire 
aussi, mais astreinte 4 une condition d’inégalité. En effet, les mo- 
ments d’inertie P et R. doivent satisfaire 4 la condition P>>!R. 
On devra done toujours prendre, suivant l’égalité (1), 


Cas particulier ot Vellipsoide d’inertie est une sphére. 


La supposition de la forme sphérique pour l’ellipsoide d’inertie 
ne particularise pas le corps, mais le point de suspension. Sur 
Vaxe d’un corps de révolution, il y a toujours, en effet, un point 
pour lequel les moments d’inertie sont égaux dans tous les sens. 

Cette méme supposition altére d’une maniére peu profonde le 
mouvement que nous étudions. Par les formules (26) et (26a), on 
voit, eneffet, que si l’on change seulement r sans altérer les autres 
constantes, cecirevient simplement a multiplier cosAZ + i cos BZ 
par un facteur de la forme e’*“: c’est donc simplement composer 
le mouvement avec une rotation uniforme autour de l’axe C. On 
peut donc réduire le mouvement a l’ensemble d’une telle rotation 
et 4 un mouvement particulier pour lequel 7 ait une valeur a vo- 
lonté, par exemple ra, et cette hypothése, d’aprés la rela- 
tion (1), correspond a R = P, c’est-a-dire a l’égalité des moments 
d’inertie autour du point de suspension. 

Ce cas particulier, signalé par M. Darboux, donne lieu a plu- 
sieurs belles propriétés, que nous mentionnerons en leur heu. En 
voici une qui s’offre tout d’abord. L’expression (31) de « peut s’é- 
erie alist (6.1, p. 105): 


“4=2-[C(a+a,)—Ca—Ca,]. 


~1a 


Si Von suppose r= «, l’exposant de l’exponentielle, dans l’ex- 
pression (26) de cosAZ + rcosBZ, devient (Ca+Ca,)u. De cette 
maniére, l’expression de cosAZ + icosBZ se déduit de celle de 
cosCX + icosCY par le seul changement de a, en —a,, sans 
parler de l’échange insignifiant des constantes E, E,. Ce change- 
ment ne modifie point cosCZ. Il en résulte, pour ce cas particu- 
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lier, cette conséquence cinématique : Le mouvement relatif de 
Vespace par rapport au corps coincide avec le mouvement d’un 
corps grave suspendu par un point de son axe. 

Pour ce second mouvement, les constantes analogues a a, 6, 8, 7 
sont aisées 4 trouver. On voit, par les formules (31), que a, 6, 8 
se changent en — 6, — a, 8, quand on change a, en — a,. Pour 
ja nouvelle constante y' qui remplace y, on aura (31) 


By) = 4p(a—a,)— 4p(a+ay) 


. (Feta (pear). a2 — 62 
seen pa—pa/ 2 


I t 
= PY 


Ainsi, pour le second mouvement, voici les constantes : 
(2) @=—8, Fa-y fap, Year+ 3". 


On vérifiera aisément que ces changements, apportés dans le 
polyndme (8), laissent ce polynéme inaltéré. 


Expressions des éléments elliptiques par les constantes 
mécaniques. 


En vertu du théoréme d’addition 


a / pa—pa\* 
p(@+a)+patpa= F (paae*) ) 


on a, d’aprés (31), 


(33 ) pl@+a,)+pa+pa=— 


il en résulte (31) 

7 (pai+ pa)=— 4% (By + 2%), 

(pa— pa) = 8; 

ces égalités font connaitre pa, et pa. On a d’ailleurs, par les 


égalités (31), les valeurs correspondantes de la fonction p! déja 
trouvées plus haut, 


(35) tpa= ite), 
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Nous aurons plus loin a faire usage des fonctions p et p’ pour les 
deux arguments suivants 


(36) 91 =—(a+ a), %=a—-Q, 


dont le premier n’est autre que ay. Pour celui-ci, on a d’abord la 
relation (33) qui donne la fonction p, puis celle-ci, qui donne p’, 


2pe—p'a—pa_  p'a,—p'a 


2pe,—pa,—pa pa—pa 


ll en résulte 


v2 pe, = ——_—_,, 
(37) 


U 
| v3 p'y; = —8(64 ay). 
A 
Pour l’argument (9, on a les formules 


1 /pa,—+ pa\? 
Rie Pee Ot 
4 paj— pa 


2pr—patpa  platp'a 
= — ? 
2pe—pa—pa pa, — pa 


et l’on en conclut 


7? poo = 5 (Py + a) — 7 &, 


38 A ® 
(28)  p'oy=— + [89— 8(By + a) — a8]. 
| 


Voici des combinaisons qui seront utilisées plus loin : 
(39) 4x2 (pvy— pv) = 62— 2?, 


(40) 3 (#p'or— & p'ev) = 2(pei— poo) [4 89— 32(2 per + pr). 


Décomposition de la rotation. 
Dans la composition des triédres (p. 10), supposons 


(41) Uy = — UW =u, 


et mettons A, B,C au lieu de x,,74,2;; X,Y,Z au lieu de 
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Lo; Yo) Soe On a d’abord (I, 28, 29) (la quantité désignée, en cet 
endroit, par @ étant infinie), 


Pot 1 Po— 1 
2pu—p -— 
Dp) 2, 
cosiG Zi : 
01 — 9 Vo + 4 
p ——— — p——— 


: oD, DS 


Si l’on suppose, comme il vient d’étre dit, 


%=—(a+a), iy SCL Giies 
dot résulte 


(42) es is ae a 


on obtient 


2pu—pa—pQq 
5) 
pa— pa 


cos GZ = 


ce qui est justement la formule (19). 
Prenons maintenant l’égalité (I, 26) de la composition des trié- 
dres. Elle donne ici 
ed WAP Or Koay espe isn TR (u Vo =e) o(u+ =e) 
T2UT VOT, 2 2 2; 2 
_ 2G, 


~~ 
— s) 
o*U 6(a— a;)5(a +a) 


ava,5(uU— a) F(u—a)- 


Elle coincide avec notre formule actuelle (26) si Von pose 


(43) CMa ee A Te areal 

Il n’est pas nécessaire de vérifier la coincidence des formules 
donnant, de part et d’autre, la quantité conjuguée, puisque, de 
part et d’autre, on a, pour le produit des conjuguées, les quan- 
tités 1 — cos? CZ, déja reconnues identiques. 

Dans la composition des triédres, la quantité cos CX + ¢cos CY 
se déduit de cos AZ-+-icos BZ par Véchange des indices sur 
G, u, v. Pour échanger wy et Uo, 0 et %, il faut ici changer w et 
aen—uet —a. 

On aura donc 
2 Go 


cos CX + icosCY = — — 
G4uUT(a— a) 5(a+a,) 


FaTAT(U-+a;) S(U—a). 
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C’est justement notre formule (29), pourvu qu’on prenne 
(44) Gene. ue 


La rotation du corps grave se wouve décomposée en deux 
autres. Les arguments w,, %, égaux 4-- wu, dans ces rotations 
composantes, sont proportionnels au temps. De plus, les deux 
quantités G,, Gp) sont des exponentielles du premier degré en 
Uy, Uo. Les deux rotations composantes sont donc des mouve- 
ments ala Poinsot. Nous sommes donc en possession de ce théo- 
réme, trouvé par Jacobi: Le mouvement d’un corps grave de 
révolution, suspendu par un point de son axe, se décompose 
en deux mouvements a la Poinsot. 

L’étude approfondie de cette décomposition va maintenant nous 
occuper. 


Etude du théoréme de Jacobi. — Relations entre les deux 
mouvements composants. 


Les deux mouvements a la Poinsot sont concordants (p. 75). 
Entre les huit éléments de deux mouvements concordants, il 
existe deux relations, en sorte que leur ensemble dépend de six 
constantes. Ici il n’en existe que cing. Il y a donc encore une 
relation de plus entre les deux mouvements composants. C’est 
cette relation que nous allons rechercher tout d’abord. 

Il suffit pour Pobtenir d’éliminer « entre les deux relations 
(39, 40). En effet, ces deux égalités contiennent seulement des 
éléments immédiats des deux mouvements composants et la quan- 
tité 6. Mais cette derniére, nous allons le reconnaitre, est aussi un 
de ces éléments immédiats. 

Dans l’exponentielle Go, le coefficient de wp = — west Ca, —Ca. 
Relativement au mouvement composant, ce coefficient doit étre 


(IL, 6) 


5 We ody 

— Cv) —e — Vo + LE . 
0 0 

Ho No T 


Effectivement, la quantité < est ici la méme qu’au Chapitre II 


(p. 76) et lon a (II, 48) 
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La double expression de Gy donne done l’égalité 


h 
Cy Oe Cra 
ou bien 
dO. 
(45) 7 (Se + Ca, —Ca) = te. 
No 


Les arguments ¢), @;,— @ ayant zéro pour somme, on a 


Uy I iN) 
I1pa+pa eco 
Coot ta,—ta=— Pe ee. 
2 pa,—pa By.” 8 
Par conséquent, 
R h 
(45a) 4 Str enh), 


relation bien remarquable entre deux éléments fondamentaux du 
mouvement composé et de l’un des mouvements composants. 
hy 


Par un calcul tout semblable, on obtient —- Dans lexponen- 


ny 
tielle G,, le coefficient de w,— wu est 
ir 


20(a-+a)—Ca—la——. 


Il doit étre, relativement au mouvement composant, 


>. W 5 Urea 
SE Os Pe jeee, een pias Me saee 
[44 % 7 
Comme onaa+a,= —>?,, il en résulte 


+(Sa-+ bai +ta)=i(2t—r). : 


ny 
Mais ona 
Ta, ——p: 
re a ee : ei oe ds 
2pa,—pa 207 
Il en résulte donc 
A h 
(46) a—or=—2¢—. 
Ty 


(*) Ici, et dans toute la suite, nous supprimons l'indice o pour les éléments 
du premier mouvement. 
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Venons maintenant a la recherche de la relation entre les deux 
mouvements composants. Nous devons, avons-nous dit, éliminer 
z entre les équations (39, 40), ce qui donne 


| — Tp'29,[02 + 4r2(pr—pr)] 


(47) \ 


se Naar 0 p'Pp + 2( py — pvr) [72—Fepa+pe)| t 


Pour abréger l’écriture, posons (') 


(a? — h?) (62 — h?) 


= z) 


n? h2 
(G2—hA\(e2—h?) 
n2 h?2 ae 
(es ae) Las 
n2 h2 


ee : h 
Pour la symétrie, mettons encore une lettre h au lieu de = 


he 


rv 
L’expression (II, 8) de t=? py) pourra s’écrire sous la forme 
(48) 2 pv =—4$(a2+ b?+ o?). 


D’aprés la condition de concordance (HU, 47), chacune des 
quantités analogues a a?, b?, c?, pour le second mouvement com- 
posant, differe de sa correspondante par une méme quanuté. Si 


l'on pose 
(49) =2(peo— per) =A, 


> 


les quantités analogues a a*, b?, c?, pour le second mouvement, 


sont respectivement a? + i, b?2-+ d, ce? + 2. 


: ; es 
L’expression (II, 8) de <* p'vo, savoir 


a iO pe Oa de) a ht) 
(50) 73 ; = DE Oe 


(‘) Le lecteur ne confondra pas les arguments a, @,, employés précédemment 
et qui n’apparaitront plus, avec les axes a, a, des surfaces du second degré. 


II. 7 
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peut s’écrire sous la forme suivante 


' 
3 P Yo 
U 


a 


==) gabe 


(51) 


et, de méme, 


PM — + 5 Va? A)(b?-+ ))(e2+ A). 


Dans la relation (47), substituons a t?\)p%), tT? py, Typ’, 
<3 pv, les expressions (48 50, 51), et mettons aussi, au lieu 
pvr i 19, 49, 90, ) ) 
de 6, sa valeur (45a), c’est-a-dire 


6.=— ach. 


, 


Le facteur d’homogénéité < disparait et il reste 


: (a2-+ )(b?-+ 2)(e2-+ 2) (h?-+ 2) 
OD = [abch + } (a?+ b?+ c?+ h?)A + 22]. 
C’est la relation demandée; car il n’y parait plus que des éléments 
des deux mouvements composants. Mais le calcul peut étre poussé 
beaucoup plus loin et fournir explicitement les éléments du second 
mouvement. 
Tout dabord, Péquation (52) offre une réduction notable par 
la disparition des termes en i‘, en A? et du terme indépendant de 
i. Aprés suppression du facteur A, elle se réduit au premier degré 


(53) dike =, 
avec ces expressions des coefficients, symétriques en a, b, c, h, 


d = Yat— 2 Ya?b?+ 8abch, 


e = abch Ya?— “a?zhb?c?. 


Nous allons maintenant, dans ces coefficients, mettre de nou- 
veau en évidence a”, b?, c?, h, n, en faisant apparaitre les fonc- 
lions symétriques suivantes de a, b, c: 


a? b2 c2 
weer 
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Par la comparaison des égalités (50, 51), nous avons déja 


par conséquent, 
Tv 


h\6s 
C= (=) $3(Sg-+ I —\s3— 51). 


5i Pon prend le polynéme 


9() == £3 — s,£2-- 3. — $5, 


h\6 
e= (5) $30(1). 


Mais les racines de 9(£) sont connues; ce sont les quantités 


ona 


2 


a- 
te 943 donc 
122.02 
=, 
_ @ 6302 (h?— a*)(h®—62)(h2— ce?) 
(53 a) = nhs . 


De la méme maniére, on obtient 


Si lon pose 


les coefficients de cette équation, d’aprés les racines, sont 


@-+:6244 c? , @b62+4 6202+ 2a a 1a 202 
oS Ti EN ere 


A 
! he 
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Mais la comparaison de 9(§) et 9(1 — &) donne 


GiB Dah, Sy =3— 25,455, $3 =1— $+ 54 —55. 


1] en résulte 


$3 — 454534 853— 28.+1 = $,2— 4553+ 453, 


(abe b2c2-+ c2a2)2— 4a2b2c?2(a2+ b2+ c?— h?) 


d n> Ae 


Des expressions de d, e, on conclut 


(> — oP NOB — BD) ; 
n’ h2 [S TNE ae £2 da 4e 


n? h2 


= (h®— a2)(h2— b2)(a2c2+ 6202 a2b2)?. 


D’aprés expression (53) ded, la quantité analogue a c?, pour 
le second mouvement, est la suivante 


(at — AIO} NE) _— (@HMYVM) 
n? h2 n2h as 
Deh? a4 )\(h2— 67) ba 
aa i| n> h2 : ‘el, 


c’est-a-dire 


5 (a? —h?)( 6? —hi?) _ (a?— h?)( 6?— h?) (a%e? +6202 a2b?)2 
(94) = , 


nih? n2 h? GO? 


égalité ot Q désigne la racine carrée, prise avec un signe arbi- 
traire, du numérateur de d, 


(55) Q=+/(a2b?+ bcI+ c2.a®)? — 4a2b?c?(a2+ 2+ c2— h?2), 


Posons encore, pour abréger, 


@ b+ atc? — b2c?= 


A 
(56 ) e+ ba— a@c=B, 
C 


Ce+ 2b2—a?bhi= 
ly a trois égalités analogues 4 (54). Multipliant deux d’entre 


elles membre 4 membre et divisant par la troisiéme, puis ex- 
trayant la racine carrée, on obtient les trois équations suivantes 


(59) A*(aj — hj) a BAC 0} hi) 1 GRC} he) Anh ARG 
a?— h? b2— h2 I ape TRY 
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Ainsi est résolue la question proposée : les trois relations (57) 
sont celles qui existent entre les éléments des deux mouvements ; 
la double relation de concordance s’y trouve comprise. 


Les éléments du mouvement composé, déduits des mouvements 
composants. 


Il s’agit de calculer «, 8, y, 6, 7 en fonction des éléments des 
deux mouyements composants. 
Pour obtenir %, nous calculerons d’abord la quantité suivante - 


h2 1 /h2 


On trouve facilement. 


h? I 
—d—4e= — 
= n’ hs 


[2.a? 62 c2— (a2 b2+- b2c2+ c2a?) h?]?. 


En extrayant la racine carrée, on en conclut 


h2 I 
(58) Set a 2a? 02.02 (a2 OB b2 02+ c2.a®)h?}. 
D’aprés les relations (39, 49) et l’expression (45a) de 6, on voit que 
cette racine carrée est précisément + 4a. Mais « peut étre calculé 
sans ambiguité par l’égalité (40). Il reste done a décider si l’ex- 
pression (58) fournit $4 ou — $a. 
Pour ce but, observons l’expression de 7? p/v,. C’est (I, 8), a 
LL 
cause de 1 = -, 
ny 


pa P Mi 2, (b= hi bi — hi eg ff) 
A : ni hi, 


ou, d’aprés (50, 57), 
' ,, ABC 
Pp y= Pp Vo Oo. 
Faisons, pour simplifier la vérification, la supposition a =o. 
La quantité Q se réduit a = b?c?, soit Q = ¢'b?c?. Alors p/y, de- 
vient ¢/p/o. La quantité ’ s’évanouit et Végalité (40) donne 
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~ ; . yh ~ . he x 
x=e'd. Mais l’égalité (58) fournit pour (/= +} la valeur 
10 
—¢'— = ee!~ (45 a). L’expression (58) est done celle de tex. Con- 
2 


séquemment, nous avons 


ta 2b2+. b2c2+ c2q2)h? 
(59) a= 79 L2e b2c2— (a2 b2-+ b2¢24- c2a?)h? |. 


Pour caleuler 8, des équations (38) nous tirerons 
PR) q 


el, en remplacant 6, <7,py, 7° p'*) par leurs expressions (45a, 48 
et 50), 


h h2—a?)(h?— b? a? — h?)(b2—h?)(e®— h*) hs 
peter yy ae ICES (=k) 


asta n2h2 we ni hs one 
= a5 [PS (08— a2) (18 — b2) + 2(a®— h2) (62h) (c2— h?) — hi] 
= = lea b2c? — (a? b2+- 6? c2+- 2 a?) h?}. 


On reconnait, au second membre, le numérateur (59) de «, de 
sorte qu'il reste 


2Q 
n2 fr 


(60) p=— 


Pour le calcul de y, prenons cette combinaison des équations 
(38 et 39) 
=2(2p 01+ PO) = 4 Py — £82= 3c2pep— ad, 


et concluons 


a b= @) 8 bY) 
(61) : nr? n2h2 
| a? b?¢?(h®— a®) (h?— b?)( h? — e?) 
+ 16 ~ 
n2h2Q2 


Enfin et 7 sont connus par les équations déja données (45a 
et 40) 


(62) 6=—a9¢ 


CHAPITRE III, — ROTATION D’UN CORPS GRAVE DE REVOLUTION. 103 


Un dernier calcul reste a faire pour exprimer explicitement 
Pélément variable cosCZ = cosz, z, en fonction des éléments ya- 
riables du premier mouvement composant. 

Des équations (57) on tire 


a? — b? C 
oS [( 
nryhy NhQAB 


a2— h?)B?— (62— h?)A?], 


Mais, suivant une identité facile a vérifier, on a 
(a?— h?) B?— (62— h?) A2= (a?— 6?) Q?, 
en sorte que les équations (57) conduisent a celles-ci 


a? — b? b? — c} c? —a? Q 


ay 
C2(a2 — 62) 


(63) At(62=1c2) = Bic? a2) ABC 


Considérons maintenant les deux égalités (II, 12) 


GER IO\ GE 
| T(€g—Ply) = ( oe aanta se 
(64) ( i . Es 
| T(€qg— pu) = —— AES at) COs? a3. 
TEA 


Les deux premiers membres sont égaux entre eux, puisque wy 
et u, différent seulement par le signe. Le rapport constant des 
deux cosinus, exprimé par le moyen des égalités (63), devient 
carré parfait.. Extrayant les racines carrées et faisant ¢g== ==. 1, on 


en déduit 
COS az NX 


=6,.— 


COS AZy BR) 


De méme les rapports des cosinus de bz, et bZ9, de ©, et C3, 


B G , bet , 
seronl & 5» eo? les lettres ¢ désignant + 1. Il en résulte 


COS 3; Zy = U COSAZ, COSAZy 


= 5 (ea A COS? aZy + 24 B cos? bzy + eC cos? c%p ). 
Cette expression de cos Z, %) doit reproduire celle (g) de cos CZ, 


cos CZ = q(te — ipa): 
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D’aprés expression (60) de 8, on en déduit 


if 
eS ye (éq A cos2aZy+ 4B cos? bzo + &¢ CG cos? c%, ). 
2 
Mettons, au second membre, pour les carrés des cosinus, les 
expressions (64), telles que 
nr? h2 


(@— 6) (@— @) 


COS? AZ) = 17? (€gq—pu) 


el prenons, aux deux membres, les termes en 7? pw; il reste 


oe EqgA 
er aree (a?— 6?) (a2— 2)’ 


ou bien 
2(a?— 6?) (b2— c?) (c?— a?) 
= ¢gA(6?— c?) + 2, B(c?— a?) + e,C(a*?— 62). 


On reconnait sans peine que cette identité a lieu si les trois ¢ 
sont égaux a +1 et non autrement. Ainsi nous avons 


| Cosaz, cos bz, COSCZ4 I 
Avcosazy 9 Bicosbz)s. Ccosez, ~ OQ 
(65) 
] COS 312) = 5 XA cos?aZo. 


Nous avons vu (p. gr) que les constantes sont astreintes a une 


O08 ° if 5 ml Pye <p JE x 
restricuon unique; ~ doit étre supérieur a =; D’aprés (62), cette 


One . h; 2 5 : v 
condition exige que « et ¢— soient de méme signe, ou bien (59) 
Ty 


que les deux quantités 
(66 ) — —Q, 2a? b2c2— (a2 b2 + 6202+ c2.a*2)h2 
1 


aient un méme signe. Cette restriction est la seule qui soit ici 
imposée; elle servira a fixer le signe de Q si l’on s’est donné celui 


de: 


Il existe ici plusieurs indéterminations qui sont sans influence 
sur le mouvement composé. 
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En premier heu, a, b, c, h, n restant inaltérés, changeons © 


hy, uy . . fons 7 
en — QO et =, on — => ce qui est conforme a la condition (66). 
1 1 : 


Le second mouvement n’est pas changé; les sens seuls des axes 
y sont modifiés : l’axe z, a changé de sens. C’est donc aussi des 
changements de sens dans les axes A, B, G, fixes dans le corps 
grave, que l’on doit ainsi trouver. Effectivement, c’est ce qu’on 
apercoit dans les formules du début, comme on va le recon- 
naitre. 


D’aprés les formules (59, 60, 62 et 65), le changement des 
: h ‘ i 
signes de Q et de = entraine le méme changement pour a, 8, r 
1 


et cosCZ, tandis que Py et 6 restent inaltérés (61 et 62). Remar- 
quons que les deux systémes d’axes A, B, Cet X, Y, Z sont sup- 
posés congruents. Avec le sens de C, il faut done aussi changer 
celui d’un autre axe, B par exemple. On doit done changer en 
méme temps les signes des composantes qg, r, prises sur ces axes. 
Ces changements de signe apportés 4 cosCZ, cosBZ, «, 8, r, q, 
tandis que cosAZ, p, By, 6 restent inaltérés, laissent subsister 
toutes les équations du début. 

Si, par exemple, on yeut que l’axe C soit dirigé positivement 
du point de suspension au centre de gravité, que $ soit positif par 
conséquent (1), on devra prendre Q négativement. 

En second lieu, la quantité ¢ == 1 n’a d’influence que sur la 
comparaison des mouvements composants avec les axes a, 0, ¢, 
lesquels n’ont pas de rdle dans le mouvement composé. II est 
donc clair a priort qu’on pourra prendre, a volonté, lune ou 
l'autre détermination de ¢. Effectivement, si l’on change a la fois 
les signes de «, de e et de - sans modifier les valeurs absolues, 
toutes les constantes du mouvement composant restent inaltérées ; 
seuls les sens des deux mouvements composés sont, a la fois, ren- 
versés. Si l’on changeait seulement le signe de ¢, ce changement 
équivaudrait 4 celui du sens d’un axe dans chaque systéme, par 
exemple le changement du sens des axes A et X avec un change- 
ment des sens de rotation. 

On voit par la que l’on ne restreindrait nullement la généralité 
en supposant a Q et ¢ les signes que l’on voudrait. 

En résumé, voici la proposition finale : 


106 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


Deux moucements a la Poinsot caractérisés par les con- 

slantes ay a an f pour Vun, a ) oh a if pour Vautre, étant 
i WO Pip. Tey Ty TU 74 

liés par les relations (37, 65) et s’effectuant autour de deux 

surfaces du second degré dont les axes coincident en position 

et en sens, a,b, c respectivement avec a,, b,, ¢,; 

Le mouvement relatif des axes x,, 9), 5, (axes mobiles du se- 
cond mouvement) par rapport aux axes x,y, 3 (axes mobiles 
du premier mouvement) est celutd’un corps grave de révolution 
suspendu par un point de son axe. Laxe = est dirigé suivant 
la pesanteur, Vaxe 3, est l’axe du corps grave. 

Les constantes a, 6, y,6, 7 du mouvement du corps grave 


sont données par les égalités (59, 60, 61, 62). 


Propriétés particuliéres des mouvements composants dans le cas 
ot Pellipsoide d’inertie est une sphére. 


Ce cas, dont il a été question déja (p. gt), est caractérisé par 
la relation r = «, d’ot (62, 59) 


hy I S 
= at , S = 2a? 6? c? — (a®b? + 6202 + c2a®)h?. 
ny 2 nh2 


22 = h 1S, 
D’aprés cette valeur de rai on conclut de (57) 
1 


af _ hy, (@*—k)BO _ AS-+(at— A) BC 


Rhy My AQnh nhr® 


On vérifiera aisément Videntité 
AS + (a? — h?)BC + a?#Q? = 0, 


daprés laquelle la relation précédente et ses analogues de- 
yiennent 
Aa? Bot Cet ry hy | 


epee — ) 


ak ~~ “&e Ce nh 
Ces derniéres, comparées aux. relations (65), donnent 


aj cosas, _ bj cosbay c? coscs, ny hy 


@cosas  6®%cosbz ccoscs nh 
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5 . a? cosas 
Sil’on se rappelle maintenant que = esti [5 ‘composante de 


nh 
la rotation dans le premier mouvement a la Poinsot, prise sur 
Paxe a, on conclut que, a chaque instant, dans les deux mouve- 
ments composants, les rotations sont égales et contraires. Cette 
belle propriété, découverte par M. Darboux, a servi a ce géométre 
de point de départ pour exposer la théorie dont nous nous 


occupons. 


Les constantes des mouvements composants, déduites de celles 
du mouvement composé. 


Nous avons a résoudre le probleme inverse, qui consiste a 
trouver les éléments des deux mouvements a la Poinsot en fonc- 


‘ see oe P 
tion de a, B, y, 6, r. Déja les deux quantités = = sont données 
ua) 1 


par les égalités (62). Cherchons maintenant les quanttés, telles que 


2 2 2 2. 
aj hay ai — hj, 
Ny ho ry hy 


En appliquant les relations caractérisuques (I, 8) des deux 
mouvements composants, on a 


2 2 ' 
Mitat oe oan eee Cy ob 
' ——_— (eg — pro) = a) 
nyh 2U 
(67) a 
hi —aj 5 p's 
——_—  (é,_ — pry) = — et? ——- 
ny hy 20 


D’aprés l’expression (g) de cosCZ, les racines e, correspon- 
dent aux racines 6, du polynéme (8) 


(68) Fy BO — 8) (oe yy — Ch — 


suivant la formule 
Si l’on pose 


on aura 


4 2 ’ 
baa (te — MPH» — sa) =e (<29 — po — Za), 
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ou bien, suivant (18, 37, 38) 


4 = g2 = 62 4 A 


4 4 


Substituant enfin a p'v) et p’r,, dans (67), leurs expressions 
(37, 38), on peut conclure ainsi : 
Solent Z,, 2g, Zy les racines de l’équation 


r[-§+tte=*)] =» 


les constantes du premier mouvement a la Poinsot sont données 
par les formules 


» Ny Qo ar Ny ho =a ae Ny Ao : falgacen a8 + 0( By + #2) 0 ’ 
(68) , 
ee eo 
No D) 


les constantes du second mouvement 4a la Poinsot sont données 
par les formules 


Ie Aaa Ot, ae Keer eat ere 
mh, o nyhy 8 nh, Y 8 ( ; 


(69) | 


Il est entendu que, pour les racines des deux équations, les 
indices a, 8, y appartiennent, de part et d’autre, a des racines 
se correspondant suivant la condition 


INE 9 
Soe 


. 
, 


4 


Le dernier membre (68) se déduit du dernier membre (69) par 


> > a2 — 62 : 
le changement de a, 8, y, 6 en — 6, 8, y + Somaya ae résultat 


conforme aux propriétés du mouvement (p. 92). Au cas r= a, 
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ho h , ° , i 
—,— s’échangent si l’on échange « et — 3, 
mo mM 


comme, en effet, on devait s’y attendre. 


les expressions de 


Sur un cas particulier. 


On doit signaler a attention les cas ot. «== 4, ot, par con- 
séquent, + 1 estracine du polynéme (8). Ces cas appartiennent a 
deux espéces différentes, suivant que cette racine +1 est une de 
celles qu’atteint cosCZ ou ne lest pas. La distinction de ces deux 
espéces se fait immédiatement, comme on ya voir. 

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer 8 positif. 
Supposons « = — 46; le polynéme (8), qui devient 


cei (te), 


alteint la racine —1 en croissant ou en décroissant, suivant que 
y —1 est positif ou négatif, Etant positif pour § = — a et négatil 
pour § =-+ o, ila, dans le premier cas y >1, une racine infé- 
rieure et une autre supérieure 4 —1; dans le second cas, y <1; 
s'il était tout a fait queleonque, il pourrait avoir ou bien deux ra- 
cines inférieures 4 — 1, ou des racines supérieures 4 —r, ou nulle 
autre racine. Mais il est astreint a cette condition de devenir positif 
pour des valeurs de § comprises entre —1 et +1; il a donc deux 
racines supérieures a—1, inférieures a-+1. Ainsi, dans le cas 
y > 1, la racine —1 est une des valeurs extrémes de cosCZ; dans 
le cas y <1, elle ne l’est pas. Le cas limite y=1, ott la racine est 
double, doit étre rangé avec le cas y >1. 
Supposons maintenant «= 6, le polyndme (8) est alors 


On doit remarquer que y est nécessairemenl supérieur a —1, 
comme le montre l’égalité (6) du début. Le polynéme atteint done 
la racine 1 en décroissant. Il a alors deux autres racines de part et 
d’autre de —1t. La racine --1 est une des valeurs extrémes de 
cosCZ. Elle ne peut étre double si toutefois on laisse de cété le cas 
singulier, dénué d’intérét, ott, l’axe du corps restant vertical, le 
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corps lui-méme tourne autour de cet axe d’un mouvement unl- 
forme. 

En résumé, nous pouvons distinguer trois cas paruculiers répon- 
dant 4 Vhypothése «= +6: 

1° a=—$, y<1, cas ot cosCZ n’atteint pas la valeur —1: 
axe du corps ne passe ‘pas sur la verticale ; 

2° 4 —=— 6, y21, cas ot cosCZ atteint la valeur —1: V’axe du 
corps passe périodiquement sur la verticale, le centre de gravité 
au-dessus du point de suspension; 

3° a=, ot cosCZ atteint la valeur +1: Vaxe du corps passe 
périodiquement sur la verticale, le centre de gravité au-dessous 
du point de suspension. 

Dans I’hypothése limite y =1 appartenant au second cas, la ra- 
cine —1 est double et les fonctions elliptiques dégénérent. 

Il s’agit maintenant de distinguer ces cas au point de vue de la 
nature qu’affectent, pour chacun d’eux, les mouvements compo- 
sants. On doit se souvenir que nous avons supposé 8 positif, par 
conséquent (60) ® négatif. Si lon faisait la supposition inverse, les 
signes de 6 et de y devraient étre intervertis pour la distinction 
des divers cas. 

On a déja vu (39, 49) que la différence («? — 62) est égale a 4}, 
en sorte que tous ces cas sont caractérisés ensemble par la condi- 
tion € =o (53) ou par l'une des conditions telles que a? = 0 ou 
V— a= 0 (53a). 

A Végard de la condition h? — a? = 0, observons tout de suite 
qu'elle se rapporte au cas ow les fonctions elliptiques dégénérent, 
comme on le sail par la théorie des mouvements dla Poinsot (p. 72), 
et, laissant de cété ce cas, examinons ceux oti l’un des axes @est nul. 

Pour le premier mouvement a la Poinsot, ot Vaxe a est nul, 
nous ayons ici ce cas particulier dont il a déja été parlé (p. 74), et 
ott la surface du second degré, aplatie, se réduit a une ellipse ou 
a une hyperbole. 

L’hypothése a? = 0 réduit QO a ¢'b?¢?(e! = 1), comme on l’a 
déja vu (p. ror), et donne 4 = ¢'d. Le signe de ¢’ doit étre pris de 
telle sorte que Q soit négauf, Donc, au cas de hyperbole, on a 
e’==-+ 1; c'est donc le troisiéme cas ci-dessus, «= 6. Au.con- 
traire, pour ellipse, on aura <!/= — 1, ce serale premier ou le se- 
cond.cas ci-dessus, «= — 6. 
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D’autre part, les égalités (57, 65) deviennent 


2 2 2 
ai—hi Ohi  ch—A? cm hy 
a? — h? 62 — fr Ch nh 
cosaz, cos bs, COS C3, ; 
COSAZ)  .COSOS)  “COSCZ) © © 


Nous reportant a la théorie générale des mouvements a la Poinsot 
(p- 73, 80), envisageons le mouvement auxiliaire défini par les 
égalités 


a?2— fy 62 — h” c2— f/2 nih’ 

; = oe = oS 7 = ’ 
a? — h2 62 — h2 c2— fh nh 
cosas’ cos bs! cos.cz' 

————_——_- = = ; 
COSAZy cos bz, COS CZu 


qui, on le sait, différe seulement du premier mouvement par 
une rotation uniforme autour de l’axe z’. Supposons, en outre, 
h' hy 


ea ref 
€ 


nv ny 

Nous avons ici trois mouvements ala Poinsot M, M,, M’. Les 
deux mouvements M, et M’ ont pour base commune une seule ct 
méme surface du second degré. La comparaison des cosinus de az,, 
bz,, cz, et de az', bz', cz’ montre dés lors que ces deux mouve- 
ments sont symétriques l’un de l'autre, soit par rapport a un plan 
principal sie’=-+ 1, soit par rapport a un axe principal si <’=—1. 

Ces deux modes de symétrie peuvent étre ramenés aun seul si, au 
lieu d’une figure, on considére sasymétrique par rapport au centre, 
ce qui revient d’ailleurs 4 changer le signe de ¢' 
treindre 8, par conséquent, a étre toujours positif. Sil’on prend, 
par exemple, dans les deux cas, la symétrie par rapport au plan, 
8 sera positif dans le cas de Vellipse, négatif dans Je cas de Vhy- 


, ane plus as- 


perbole. 

Ainsi, les cas particuliers du mouvement d’un corps grave de 
révolution suspendu par un point de son axe et pour lesquels = 1 
est racine du polynéme (8) en cosCZ, s’obuennent tous de la ma- 
niére suivante : Considéres un sysléme d’axes X, Y, LZ anime 
d’un mouvement a la Poinsot autour d’une ellipse ou d'une 
hyperbole, et son image X,, Y,, Z, par rapport au plan de la 
courbe. 

Par rapport aX, Y, Z, le mouvement relatif de X,, Y,,Z, 
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composé avec une rotation uniforme arbitraire autour de Ly, 
est celui d’uncorps grave dans Vun quelconque des cas par- 
ticuliers envisagés, V’axe ZL étant dirigé dans le sens de la 
pesanteur et Vaxe Z, étant Vaxe du corps dirigé du point de 
suspension vers le centre de gravité si la base est une hyperbole, 
ou en sens inverse sila base est une ellipse. 

Au cas de l’hyperbole, l’axe Z passe périodiquement dans le 
plan de cette courbe; par conséquent Z, et Z coincident périodi- 
quement. Au cas de l’ellipse, cette circonstance se présente seu- 
lement si la distance du plan tangent au centre est comprise entre 
les longueurs des demi-axes (p. 74). C’est la ce qui distingue les 
deux premiers cas ci-dessus (4 = — 6, y <1 ou y > 1), comme on 
le vérifiera aisément par le moyen des expressions de B et Py 


(6o, 61). 


Mouvement de l’axe du corps grave. 


Pour se faire une idée du mouvement qui anime I’axe du corps 
grave, on peut considérer, en premier lieu, son mouvement dans 
le plan vertical qui le contient et, en second lieu, la rotation de 
ce plan vertical. 

Le mouvement dans le plan vertical est fort simple. Laissons de 
cété les cas particuliers dont on vient de parler, ceux ot cosCZ 
acquiert les valeurs 1 ou —1, et qui exigent, pour un des argu- 
ments a, a,, une demi-période. Ces cas omis, on yoit par la for- 
mule (1g) que axe du corps a, dans le plan vertical, un mouve- 
ment périodique, au cours duquel son angle avec la verticale croit 
allernativement et décroit dans un intervalle compris entre zéro et 
la demi-circonférence. Pour préciser, nous supposerons la direc- 
lion positive de l’axe du corps prise dupoint de suspension vers le 
centre de gravité; 8 sera positif (1) et, d’aprés (31), pa, supérieur a 
pa. Par conséquent, le minimum de cos CZ correspond a pu = és, 
le maximum a pu =e;. L’angle formé par les deux droites, diri- 
gées toutes deux dans leurs sens positfs, est ainsi minimum pour 
pu =e3, maximum pour pu = ey. 


Soit Y langle que le plan vertical mobile fait avec l’axe fixe X. 
Ona 
cos CX + 7 cos CY 


CU a ee 
cos CX — zi cos GY 
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el, par conséquent (27), 


dy _6—acosCZ 
dt Fre Scot,” 


(70) 


Par cette égalité, on reconnait l’existence de deux cas fort dis- 
tincts au point de vue de la maniére dont varie langle 4. Dans 
Yun de ces cas, cet angle 4 varie toujours dans un méme sens : 
c’est ce qui arrive si : n’est pas une des valeurs que puisse acqué- 
A 
rir cosCZ. L’autre cas est inverse : si = est compris dans le champ 
des valeurs de cosCZ, langle 4 ne varie pas toujours dans un 
méme sens et le plan vertical mobile a un mouvement oscilla- 
toire. Mais cette oscillation se conserve-t-elle dans le mouvement 
moyen, ou bien, tout en se reproduisant périodiquement, laisse- 
t-elle subsister un mouvement de rotation périodiquement pro- 


eressif? C’est pour répondre 4 cette question que nous allons exa- 


: ; : dv 3 eae 
miner l’expression de 7 en fonction elliptique du temps. Quant 


aux conditions d’existence de ce mouvement oscillatoire, il suffit 
@envisager le polynéme (8) pour les reconnaitre sous la forme 


aD) N“ 
& O- 5 (6) 
(71) Le a 10; 8(4+ 5) So. 


a2 


En vue de la discussion que nous avons a faire, examinons d’a- 
5 . . Ghent I 
bord les limites entre lesquelles varie la quantité A = : (wla — 7a) 


quand a est purement imaginaire. 
if 
w® 


Say. a ; ‘ 
Supposons, pour fixer les idées, = compris entre zéro et — —, 
et soit a = — ta’. Ona 
GN os eae 0a +7 
(72) aa Se mee 


Uy 
P Pace acest , 2 . ‘ 
Quand a’ croit de zéro 4 —> pa croit constamment depuis — 2 


jusqu’a e,. La dérivée (72) croit constamment aussi depuis — co 
jusqu’a we; + 7. Mais cette valeur finale est négative, comme on 


, 


peut le prouver facilement par les moyens employés au Tome |, 
II. 8 


114 DEUXIEME PARTIE, — APPLICATIONS. 
chap. IX, p. 315, comme on le reconnait aussi par le dévelop- 


pement 
n 
w(weta)=—20 Yi (Cipesiteren On bac) 


’ 
sont négatifs, g étant réel et positif quand le discriminant est posi- 
uf. On trouve, au méme endroit, la preuve que we, + 7, est, au 


établi au Tome I, p. 404; car tous les termes du second membre 


contraire, positif, ce que nous invoquerons tout a Vheure. 

De ces observations résulte que la dérivée (72) est toujours né- 
gative; A est donc une fonction décroissante. Son maximum est 
la valeur initiale + oo répondant a @= 0; son minimum, corres- 


#38 
—e 
2 


\ I 
pondant 4 a = — w’, est | Ol Aw) == 


es 


aa : ; ow! Gs u 
Ainsi, avec Vhypothése — = 4 = OO A> 
L 
Nous n’avons pas besoin de considérer d’autres valeurs de a; 
mais, st lon désirait le faire, la réponse serait immédiate; car 
ajouter a @ une période, c’est altérer A en y ajoutant un multiple 


de =; changer le signe de a, c’est aussi changer celui de A. 


oy! 


, . a ° ,, 
Supposant toujours COMPTis emtrey——— elIzerO, prenons la 
A ’ 
ae GT Rea h ‘ a a+ w’ 
quanuité A’ déduite de A par le changement de = en —~—- Ce 
L l 


/ 
2 : Z w ee: 
nouvel argument étant compris entre zéro et --» A’ sera inférieur 
Ll 


i= = et — A’ sera supérieur 4 —- Done A — A’ est supérieur a 7x. 
Dy 
Ainsi 
: 
(73) = loba — wh (a + 0!) + qo] > 5; Fe - 
ia NP UT eee 
(74) 7 (wha na) > =; | 


Si Pon remplace wf(a + ’) par 


wl(a — 0’) + 27/0 = wl(a — w') + 270! — Iz, 


puis qu’on change a en — a, on obtient 
J 

(75) = [wla — wl (a + w') + qw'| <0; |] 
d 


(76) s(ota—gay<—Ss;) * ' 
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Formons deux inégalités analogues, mais relatives & un argu- 
ment @,, tel que @,—w soit purement imaginaire. Supposons 


t 


Aa,— w ' 0) : : 1 
—,— compris entre — —. el zéro, et soil es s(@Say —7a,). 
Posons a, = w —1ta’,; nous aurons 
4? 
) dA, AN, 
aa} =f =—wpa t. 
(77 da, da, Pr i 
{4 

~ ay . B Rn Ww . . 
Supposons — variant dé zero a= =; pay varie, toujours dans 


un méme sens, de e a é,, et la dérivée (77), d’apres une re- 
marque précédente, est toujours négative. La fonction a donc 


aes T 
pour minimum sa valeur finale, et Yon a Ay > — st 


De la se déduisent, tout comme les inégalités ci-dessus, les 
suivantes : 


Ceres TT 
(78) (Olas a1) = — => | 
; l 2 (0) a,;—w 
> eS a <e Oo 
fae I r alk ain at ' Ace = 
(79) — jletar Sok (aa + wo’) + qo’ | >— x, 
/ 
2 r Bs a a 
(80) Se ape oe 
t a a,;— w 
o< re 
[ / i Ae t l 
(81) — 5 lesan — w0(ay+ w') + qw' |] < o. 
4 / 


Les suppositions qu’on vient de faire sur @ et a, sont permises 
dans le probléme actuel et ne restreignent en rien la généralité. 
Nous ayons, en effet, renfermé chacun de ces arguments dans l’in- 
tervalle d’une période; de plus, la nature supposée des arguments 
a, a est conforme a la convention déja faite pa, > pa, c’est- 
a-dire B > 0. 

L’égalité (28) nous donne la dérivée de 4 sous la premiére 
forme 


dy I pa pa 


I 
$2 2 = — 
ee) du ti pu—pa l 


pu—pa 


Les dénominateurs pu — pa, pu— pad sont, le premier positif, 


emia ; yt a I 5 
le second négatif. Si done = pa et = p’a, sont de méme signe, le 


d ; eo bi 
signe de aM est certainement invariable. Cette circonstance se pré- 
ee u 


a 
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a,— Z ; 
| sont de signes opposés, les arguments 


a 
sente quand : et 


étant tous deux renfermés dans les limites ci-dessus. C’est ce qui 
se voit immédiatement au Tome I, p. 42. Nous avons a examiner 


— 


s F : a 0) A 
maintenant les cas ou, au contraire, = et sont de méme 
L 


signe. Prenons la dérivée (82) pour uw = w’, mais en nous servant 
de la seconde forme (28) 


(83) 2 Sos elidel 220 a 4 Gaia) 


+ C(w+a,)—C(u+a)—C(u—a,), 


qui nous donne 


(84) (5) — = [ea— Copa Steg of. 


du 


a,— A : : 
== sont de méme signe, nous devons consi- 


a 
Comme = et 
dérer simultanément, soit les inégalités (73, 79), soit les inéga- 
lités (75, 81), dont ’addition membre a membre améne la consé- 


ay 


quence suivante, applicable aussi au cas ot le signe de = reste 
au 
‘invariable : 
an fab : ae : a 
La quantité (—* a le signe opposé a celui de —- 
AU} w=" u 


Considérons maintenant langle 249, accroissement de  cor- 
respondant a un accroissement d’une période pour w. Supposons 
u—w/! réel, ce qui n’entraine aucune restriction, et désignant 
uw — w! par uw’, nous avons, d’aprés (83), 


220 
fityo = 4(Ca—la,)o+ [ [CC u' + w’— a) + (uw'+ w'+ a) 
“0 
— (w+ w'+ a)—C(u'+ w'— a,)] du’. 


Les intégrales completes, au second membre, se calculent 
comme il a été expliqué au Tome | (p. 201). Les coefficients de i 


Us 


if / 
dans w’— a, w+ a, w+ a, w'—a, sont tous entre zéro et 2”; 
u 


2 


pour chaque intégrale, l’entier analogue a celui qui est désigné par 
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ma Vendroit cité est donc zéro, et nous obtenons 
i 
(85) Yo= = [(Sa —Cai)w — 4(a—a)). 


Prenons les inégalités (74, 78) ou les inégalités (76, 80) et 
ajoutons-les membre a membre, pour conclure encore que y a le 


; Pus é a 
signe opposé a celui de Es 


Comme le second membre (82) a une méme valeur pour deux 
valeurs de wu également distantes et de part et d’autre d’une demi- 
période, l’accroissement )) correspond a un accroissement d’une 
demi-période pour w. Cet angle), enconclusion finale, a toujours le 


3 di A Bacto de : 
méme signe que (3) » et ce signe est précisément celui de 
u=b)' 


ey 
Lt Pp a. 

Nous pouvons, de plus, conclure de notre analyse que vy) ne 
saurait étre nul, sauflecas ot, a lafois, wGa — ja et wla,— nay, 


2 3 tek T P 
atteindraient tous deux leurs valeurs limites + —, oi, par consé- 
2 


quent, a et a, seraient tous deux des demi-périodes. Dans ce cas, 


T 


tout a fait exceptionnel, p'a et p’a, sont nuls et A est nul 


aussi (82). 

Le mouvement du plan vertical, que nous avions en vue, donne 
lieu a cette conclusion: Le moyen mouvement du plan vertical 
contenant Vaxe du corps west jamais nul (sauf dans le cas par- 
ticulier ot. ce plan est absolument immobile) ; da rotation moyenne 
a lieu dans un sens constant, qui est aussi celui dans lequel ce 
plan tourne effectivement au moment ou axe du corps fait 
avec la verticale Vangle minimum. Cet angle, moindre qu’une 
demi-circonférence, est, rappelons-le, compris entre les deux 
droites dirigées, la premiére du point de suspension au centre de 
gravité, la seconde dans le sens de la pesanteur. 

La constante « est exprimée ainsi (31) 


eee pa—p'a, 
i pa—pa’ 
pa 


rf 
fe A a Aa A 
son signe peut étre quelconque quand Peet P“ sont de méme 
L L 
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signe. Mais, dans le cas opposé, le signe de @ est ee a celui 


pia —& (19 


de +» contraire, par conséquent, a celui de t 2 ) au 


moment oti CZ est minimum. 

C’est donc un caractére du mouvement oscillatoire que la rota-_ 
tion r (du méme signe que «) y soit toujours de sens opposé a 
celui dela rotation moyenne du plan vertical, tandis que, dans le 
mouvement non oscillatoire, 7 peut avoir un sens quelconque. Au 
reste, celle circonstance est évidente aussi dans l’expression (70) 


d: : aa 2 = 
de ae Soient, en effet, 9) le minimum, 4, le maximum de CZ, et, 
par suite, cos) > cos4,. Sile mouvement est oscillatoire, les deux 


d\ : F : ; 
valeurs correspondantes de “ doivent étre de signe opposé; donc 


t tl 
sinty (FE) — sito, (SP) = — 2(cos9)— cos9_) 
0 ! 


t dt 
3 3 A : ds . 0 : 
doit avoir le méme signe que 3 donc « doit avoir le signe op- 
0 
pose. 
: dy : " é 
Le fait remarquable que ( — a toujours le méme signe que 
GRO) aie 
pla 


= peut encore étre prouvé par analyse suivante. 


Soit ¢ un argument tel que a ou ay, c’est-a-dire pour lequel pv 


r 
é ‘ wee: ne Bair, 5 
soit réel, ainsi que r- ; considérons la fonction 


Tyce is Ca 
ge aes 


a 


Supposons, en outre, “ de méme signe que e,— pv, dont le 


signe est invariable, acne pe est limité dans un des intervalles 
(— 9, 3) ou (é2, e,). Ainsi f est une quantité positive. Nous 
voulons étudier sa variation. Prenons sa dérivée par rapporl a pe: 


(86) df ae eee el d "9 4 yer 
dpe » dy pe ea— pe] 
Sy caret) ee 
~ pipe ee = (pe — ea)? — (ég— €g)(ea— ey) 
(87) a Cx Py pe Ms 


cally Avice inioy Sie 
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Les racines py de ce polynédme du second degré correspondent 
aux arguments ©, qui sont les moitiés de w, (t. I, p. 51). Ces 
racines sont imaginaires si e@, est la racine moyenne, si ?y= ey. 
Kn ce cas, la dérivée (86) est toujours négative, la fonction f tou- 
jours décroissante. Que l’on suppose donc pe variant, comme pa, 
de —e Ac3, ou, comme pay, de ey a e,, f décroit constamment 
dans les deux cas, de + Azéro. On voit netlement que lon peut, 
pour chaque valeur de pa, choisir d'une seule maniére pay, de 


sorte que la quantité 


hdd su ae ; 
(2) ese MOS), aa 2) 


prenne telle valeur que l’on youdra au-dessous de f (a) jusqu’a 
— 2%. 

Supposons maintenant e,= e;. Le polyndme (87) a deux ra- 
cines_ réelles, correspondant aux moitiés de Vargument wo’. 
L’une de ces racines est dans Vintervalle (— 0, e;), l'autre dans 
Vintervalle (e2, e,). En ce cas, f(a) varie de +0a4-+ © en pas- 
sant par un minimum, qui est (t. 1, p. 54), 


2 (Vei— e3-+ Ve, — es); 


J(a) varie de zéro a zéro en passant par um maximum, qui est 


(ibid.) 


2(V/e, e3 Vereen) 
dy’ re ee a ee 
Donec aa) a pour minimum 4 Vex — es, c est-a-dire une 
du} u=w' 
POR 


guanlilé positive quand on a supposé —- de méme signe que 


C3— pa, cest-a-dire positif. C’est ce qu’on voulait établir. 
dy : ee e a 
On remarquera, de plus, que (5!) n’est jamais nul, saufsi 

uw)’ 
C»—= 3, sous réserye, bien entendu, de ce cas singulier signalé 
i ‘ . . . 7 ——s 5) 
plus haut ot le plan vertical est immobile. Le cas e,= e3 n’oflre 
aucun inlérét: c’est celui ot! ’axe du corps reste immobile dans 
ea : ‘ ee 

la position verticale, et ott le corps tourne autour de cet axe d'un 


mouvement uniforme. 
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Mouvement relatif de la verticale par rapport au corps. 


Comme le précédent, ce mouvement peut étre caractérisé par celui 
de la verticale dans le plan qui la contient avec l’axe, et par le mou- 
vement relatif de ce plan autour de l’axe du corps. Le mouvement 
de la verticale, caractérisé par la, variation de langle CZ, est le 
méme que celui de l’axe dans Je plan vertical. Quant a la rotation 
de plan autour de I’axe du corps, elle est caractérisée par langle 
©, que fait ce plan avec l’axe A, et l’on a (26) 


Bs cosAZ + icos BZ 
er 


~ cosAZ—icosBZ’ 


89 hae ON cosCZ(6—acosCZ)  (r—a«)cos?CZ+ dcosGZ—r_ 
( mt mre 1— cos? CZ 1 — cos? CZ 


ne ; : ; ray ; 
Iciil y a deux valeurs de la variable qui font évanouir on et, Sui- 


vant le nature de ces valeurs, cette dérivée peut étre effectivement 
deux fois, une fois ou n’étre jamais nulle. Ainsi, dans ce mouve- 
ment relauif, la rotation du plan peut étre oscillatoire dans deux 
sens différents pendant Vintervalle d’une demi-période. 

Ces caractéres, qui rendent le mouvement actuel différent de 
celui qu’on a examiné précédemment, disparaissent si l’on sup- 
pose r= «4. Nous savons déja (p. 92) que, pour ce cas particu- 
lier, le mouvement relauf a méme définition que le mouvement 
absolu. Il y a seulement leu de remarquer que les deux mouve- 
ments ne peuvent jamais étre tous deux a la fois oscillatoires. On 
areconnu, en effet, la condition 67> a2 (71) comme nécessaire 
pour que le premier mouvement soit oscillatoire. Le second cor- 
respond a l’échange de 6? et «?; il exige donc, pour étre oscilla- 
toire, la condition opposée 6? < a. Quant au cas 6? = a2, examiné 
déja, il ne s’y présente pas d’oscillation. 

Le mouvement relatif du plan vertical par rapport au corps se 
compose, comme on l’a yu, de ce mouvement méme enyisagé pour 
une valeur arbitraire de 7, et d’une rotation uniforme. I] est aisé 
par la de concevoir comment, en prenant a volonté cette der- 
niére rotation, on peut faire disparaitre ou faire naitre les oscilla- 
tions, et il n’est pas nécessaire de s’y arréter davantage. 
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Le moyen mouvement du plan vertical mesuré 
dans Vherpolhodie. 


Reprenons la formule (85) qui donne le moyen mouvement ty. 
Tenant compte de ce que ») =a — a, (36) et employant la for- 


Re, F h 
mule (45) qui donne —> nous avons 
U 


uo == (feu — 70) + ae »). 
U Y 

Comparant avec la formule (IL, 20) qui donne l’angle ‘fo dans 
Vherpolhodie relative au premier mouvement composant, nous 
reconnaissons de suite que 4, est égal a —y, ou A —y, tr 
suivant la grandeur du coefficient de ¢ dans ,. Cette coincidence 
peut étre expliquée par la nature méme du sujet. Prenons, en 
effet, dans les mouvements a la Poinsot composants, deux po- 
sitions des figures, distantes d'une période de argument. Pour 
Pune et l’autre de ces positions, le plan des axes zy, 4, a la méme 
situation ; mais les axes 2», Vo ont tourné, quand on passe de 
Yune a Pautre, d’un angle 275 en valeur absolue (p. 58). Dans 
le mouvement relauf du plan ¢)z, par rapport a ces axes, mou- 
vement qui est celui du corps grave, le plan a donc tourné, en 
sens inverse, de l’angle 27,, 4 un multiple pres de la circonfé- 
rence. 

A peine est-il besoin d’ajouter que le moyen mouvement re- 
latif du plan vertical par rapport au corps a la méme relation 
avec l’angle analogue a ‘yy, mais se rapportant au second mouve- 
ment ala Poinsot composant. 

Ces relations entre le mouvement du corps grave et les herpol- 
hodies peuvent étre précisées bien davantage par lanalyse qui va 


sulvre. 


Le mouvement du plan vertical mesuré dans Vherpolhodie. 


L’expression (29) de cosCX + icosCY est celle d’une fonction 
doublement périodique de seconde espéce, qui se décompose en 
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éléments simples par la formule suivante (t. I, p. 230) 


Sot o(u—a)o(U+ a) elba-lau _ d T(u— a+ a) ea, 
Caray ou du| s(a—aq)ou 

/ \ y cra B 

Yemplagons uw par — Uy (41), @—Q& par % el Ga, — Ga par 


son expression (45), puis désignons par I* une constante, ct nous 


aurons ' 
a WeCug + 00) 9 


COSC SSK COSEM = I | e 


diy FVy T Uo : 


fbr as 

iN 

= 

a 

RS 

o 

€|> 
= 


Cette fonction, dont la dérivée figure ici prise par rapport a Uy, 
n’est autre, sauf un facteur constant, que l’expression de x, + 11, 
(11, 14) relative 4 un point quelconque de l‘herpolhodie pour le 


. 2 é cos CY 
premier mouvement a la Poinsot. Le rapport sostX = tang est 
, ~ @ A : ‘ 
done égal a ao Par conséquent, la rotation du plan vertical 
aX 


contenant laxe du corps est constamment égale a la rotation 
de la tangente dans Vherpolhodie relative au premier mouve- 
ment a la Poinsot composant. 

Cette proposition éclaire d’un jour nouveau toute celte théorie : 
on voit d’abord que le mouvement oscillatoire du plan vertical 
correspond aux points d’inflexion de Vherpolhodie, et, en second 
leu, que l’angle to est précisément égal, en valeur absolue, a “/o, 
quand, dans l’herpolhodie, l’angle -y varie toujours dans un méme 
sens ; au contraire, si l’angle y varie avec oscillation, vo differe de 
Yo par une demi-circonférence. Enfin le fait si remarquable que 
la rotation moyenne y est Loujours de méme sens que la rotation 
effective au moment ot l’angle CZ est minimum, ce fait se re- 
trouve ici tout naturellement. En effet, le minimum de CZ 
(w= wo’) correspond au maximum du rayon vecteur dans l’herpol: 
hodie, et, d’aprés la forme de cette courbe, il est évident que la 
rotation périodique de la tangente s’eflectue toujours dans le sens 
méme ot cette tangente tourne effecuvement quand son point de 
contact passe en un sommet oti le rayon. vecteur est maximum. 

A peine est-il besoin d’ajouter que, pour le cas ott lellipsoide 
(inerltie est une sphére, la méme relation a lieu entre le mouve- 
ment relatif du plan vertical par rapport au corps et la rotation de 
la tangente dans l’herpolhodie du second mouvement a la Poinsot. 
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Expression des composantes de la rotation. 


Dans les caleuls du début, nous avons éliminé, sans les calcu- 
ler, les composantes p, g de la rotation. On peut calculer p+ ig 
par Pune ou l’autre des équations (p. 86) entre lesquelles on a 
éliminé cette quantité. Il est visible ainsi que p + iq estune fonc- 
tion doublement périodique, de seconde espéce, ayant mémes 
multiplicateurs que cosAZ +- tcosBZ. Mais, aprés cette observa- 
tion, on obtient p + ¢q par un autre moyen plus simple. 

En employant pour % la méme expression qu’a la page gt, on 
obtient, sous la forme suivante, l’expression de cosAZ + icosBZ, 
analogue a celle que l’on vient d’employer pour cosCX + ¢cosCY : 


7 
ati So 


(cosAZ +icosBZ)e * 


d [ 2K C(u—a—a,) enone | 


edu 


pa,—pa c(a+a,)cu 


Les équations (2) donnent, d’autre part, 


d(p+iq) 


= = 1(4—r)(p+ig)+4t8(cosAZ + icosBZ) 
¢ 


ou, sous une autre forme (17), 


i “72 “ ; 
d : —=(4—r)u i GALS) ¥ , (hie 
— D-+iq)e * se = SE (OSV SE ACO EYA)\e : 
du li 7) | 2, ( : 


De Ja comparaison résulte 


5 ‘ ; ; 
Kk o(u—a—a,) [Sattar titan | 
re el 


° to 
I+ ig = — - 
z 7 = pa,;—pa o(a@+aj)su 


et, de méme, 


. - T at 
18 I c(uU+a+t+aQy,) —[fa+bari ia 7 |e 
yale ; 


cE pa;—pa c(a+a)7u 


sans aucune constante a déterminer dans ]’intégralion, puisque la 
forme ainsi trouvée est bien celle d’une fonction ayant les multi- 
plicateurs connus d’avance. Sans que nous voulions y insister, on 
ne manquera pas d’observer que les composantes de la rotation 


124 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


sont proportionnelles aux coordonnées du point correspondant 
sur Vherpolhodie du second mouvement composant. De méme, 
dans le mouvement relatif de l’espace par rapport au corps grave, 
les composantes de la rotation sont proporuionnelles aux coor- 
données du point correspondant sur Vherpolhodie du premier 
mouvement composant. 


Expression des constantes au moyen du mouvement initial. 


Pour compléter les notions que nous venons d’exposer, nous 
allons dire quelques mots des conditions expérimentales qui per- 
mettent de réaliser les divers cas du mouvement. On sait qu'il 
existe, a cet effet, un appareil imaginé par M. Gruey, et composé 
d’un tore monté sur un axe autour duquel le Lore peut recevoir un 
mouvement de rotation. L’axe du tore est suspendu au moyen 
d’une suspension a la Cardan. Nous appellerons son extrémité la 
pointe de l'appareil. 

Nous supposerons le tore animé de la rotation 7 autour de son 
axe quand on vient a suspendre cet axe ; on donne a cet axe une 
inclinaison arbitraire sur la verluucale, inclinaison qui peut étre 
supérieure a go° (auquel cas l'appareil a /a pointe en lair) et 
on Pabandorne en imprimant a la pointe une vitesse arbitraire , 
perpendiculaire a l’axe. 

L’impulsion, par laquelle est’communiquée cette vitesse, est 
supposée donnée perpendiculairement a l’axe pour tous les points 
du corps. On peut la concevoir comme une rotation dont l’axe est 
normal a l’axe de l’appareil. Les composantes de cette rotation 
sur les axes A, B du corps sont les valeurs initiales de p, g; la 
rotation 7 est la constante désignée jusqu’a présent par cette 
lettre. La constante « s’en déduit (1) ; la valeur initiale de l’angle 
CZ est connue, enfin % est une donnée relative a l'appareil. Nous 
avons a trouver par la y et 6. 

Prenons pour unité la longueur de axe. Les composantes de la 
vitesse sv de la pointe sur A, B, Csont alors g, — p, 0. Ona done (6) 


(89) w? = B(cosCZ + y); 
de la expression de Bry 


By = w2 — B cosCZ. 
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D’autre part, d’aprés les égalités (7, 70), nous avons 


: Br tS ere ee . 
pcosAZ + q cosBZ = oP sin? CZ = 6 — xcosCZ, 
al 
Mot résulte 


6 = 4cosCZ + pcosAZ + q cosBZ, 


ce qui détermine 4. 

Pour préciser complétement, on peut choisir la position initiale 
des axes et supposer B coincidant avec Y, en position et en sens. 
I’axe C du tore est alors situé dans le plan XZ et l’on peut sup- 
poser positive sa projection sur X. Comme les deux systémes 
d’axes doivent étre congruents, le sens de l’axe A estalors fixé. Il 
est situé dans le plan XZ, et Von a 


AZ=CZL+ —-, cos AZ = — sin CZ, 
2 


ce sinus étant positif. 
1] est plus commode de considérer, au lieu de p, g, les compo- 
santes de w sur les axes fixes X, Y, Z; ces composantes sont 


wp=gcosGZ i o—— 9 sin GL. 
x ] ; y P; 7 


L’expression de 6 deyient ainsi 


6= 4 cosCZ + w,sin CZ. 


Nous pouyons enfin supposer l’axe Y pris dans le sens de la 
composanle ,, en sorte que w, soit positif. La rotation actuelle 
du plan yertical contenant l’axe est également positive. La con- 
stante x, qui a le signe der, est positive ou négative, suivant le 
sens de Ja rotation du tore autour de son axe. 

Les données relatives 4 l’expérience que l’on veut faire sont, 
comme on voit, tout a fait claires et sont traduites par les nombres 
4, W, wy et par angle CZ. On peut s’en servir aisément pour étu- 
dier le mouvement du corps. 

Cherchons, par exemple, les conditions da mouvement oscilla- 
toire. Soit d’abord 4 > o. La premicre inégalité (71) se réduit a 
5 <4, c’est-a-dire 


; Ata ey ag 
(go) wy <atang 7 CZ. 
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Quant a la seconde inégalité(71), ona 


5 3 
a( os i = w2+ + wy, sin CZ, 
Ny n, 4 c 


quantité positive. La condition (go) est done la seule pour le cas 
oi la rotation du tore autour de son axe est du méme sens que celle 
du plan vertical autour de la verticale. 
Soit, en second lieu, «<0. On trouve immédiatement que Hy 
doit étre inférieur aux deux quantités 
Ait = 9 
— 2cot; GZ pay ES, 
2 : 8 sin CZ 
Comme sv, est inférieur a sv, cette condition sera remplie en par- 
liculier si sv est moindre que les mémes quantités, c’est-a-dire si 
Pona 


Aue: “\r 
j ae Sivan Ove 
(91) — 4 cot CRS = & 


Oe 


Ces conditions exigent celle-ci : 
a2 > 28 sin? ; Gas 


Il est 4 remarquer que les conditions (g1) sont nécessaires si |’on 
suppose =v, c’est-a-dire sila vitesse w est horizontale, st donc 
on prend pour instant initial celui ot la pointe est, soit au plus 
haut, soit au plus bas. Mais, comme « est négatif, on peut étre cer- 
tain que, les conditions (g1) étant remplies, la pointe sera au plus 
bas. C’est ce qui résulte de observation faite précédemment (p. 118) 
sur le signe de « dans le cas du mouvement oscillatoire. 


Mouvement pendulaire : rotation du plan vertical. 


Un pendule conique est un corps grave de révolution suspendu 
par un point de son axe et dont on suppose négligeables les di- 
mensions dans les sens perpendiculaires a cet axe. Il est done ca- 
ractérisé par la supposition que le moment d’inertie K autour de 
cet axe est nul. Cette supposition se traduit dans les formules par 


a= 0 (1). 


On doit remarquer que l’hypothése z= 0 convient également 
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au cas d’un corps grave de révolution quelconque, pourvu qu’on 
suppose r =o (1). Ainsi un corps de révolution prend le mouve- 
ment pendulaire quand la rotation constante autour de son axe 
n’existe point. 


A Pégard des mouvements 4 la Poinsot composants, Vhypothése 
% = 0 donne (59) 


(92) — = He 


Telle est la supposition qu’on doit faire sur le premier mouye- 
ment a la Poinsot pour obtenir le mouvement pendulaire. 
La formule relative aux points @inflexion dans Vherpolhodie 


d dy 
», 61) montre que ‘a pour numérateur une constante. Par 
di dx, * | 
; ¢ dy , 
la formule (70), on voit aussi que ad 2 Pour numérateur une 


constante, en sorte que la rotation du plan vertical contenant le 
pendule se fait toujours dans un méme sens; mais, en outre, la 
rotation moyenne Uy, celle qui correspond 4 une demi-période, 
est comprise entre deux limites fixes : c’est ce que nous allons 
établir. 

Des deux arguments @, @,, un seul est arbitraire; car, en vertu 


de la condition z= 0, on a (31) 
(93) Dig ae 


Posons a, = © + ta, en sorte que a, soit une variable réelle, 

yan au N 1 \ ‘ ; 

et formons la dérivée de Uy) par rapport a a. D’aprés (g3), nous 
avons 


pa, da, = p'ada 


at, par suite (89), 


d' AY "Oy 
ee ey Tan =O Pata —(opat nyo, ) 
da’, ‘day pa 
Ir d: 0 " x " é 7) 
ie? a(wpa,+y)— p’a(mpa+n). 
da‘, 


Xemplacons p” par 6 p?— 42, et nous obtiendrons 


u ‘Au 
OOM pe a Ra bar he) + baihe + pai). 
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Avec les arguments a, @ satisfaisant a la relation (93), il en existe 
un troisiéme ay, donnant aussi 


DiGi — Did—eP aa, 
et l’on a (t. I, p. 114) 


pat pa+ pag 


| 
° 


5 
(9) Papa, = p2ar— | $2. 


r 


Soit posé pa, = x, légalité (g4) devient 


a pra _ Avo 
pa—pa da, 


a|— 
D 
Ww 
Ss 


= (6wr?— nw — F 


Les trois arguments @, a@,, @2 ont pour somme une période. Le 
premier, a, est purement imaginaire; le second, a, est de la forme 
w+ ta, avec a, réel; le troisiéme, a, est de cette méme forme, 
et, si l’on fait varier pa, depuis e, Jusqu’a ey, Pay varie en sens 
inverse depuis é, Jusqu’a @,. 

Le polynéme wx? — 1x2 — i go, étudié au Tome I (p. 315), est 
négatuf pour les valeurs extrémes x = @), x = e,. Il est donc né- 
galif pour toutes les valeurs intermédiaires, c’est-a-dire ici toujours 
négatif. Quant au coefficient de la dérivée, au premier membre, il 


; oe dy 
ig a 7 (eee = 0 : : 
est négatif; car pa, — paet p’a sont positifs. Done aa est tou- 


jours positif. La fonction %, est done croissante, comprise, par 
conséquent, entre ses deux valeurs extrémes. Supposons q; al- 


! 
Pee CS ‘ 
lant de zéro a a Les valeurs extrémes correspondantes sont, pour 


a, a, et Yo, les suivantes (85) 


Gh, = Or Cy = BY, C= vo = 


via 


* 169) 
Oly = Sy 
‘ l 


5) a =oO+w', a=—w Ui ase 
. . 4 —— Ww. hee 
Ainsi, quand cae est positif, on a 
Tw 
(96 ) is <b) <t. 


, 


Fe A : ; heer.3 ) 
De méme, si l’on supposait @; allant de zéro a — => On trouve- 
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‘ : ™ ayes 
rait que Uy est compris entre — Bett Ce cas ne différe pas au 


fond du précédent; on peut méme en faire abstraction si l’on sup- 
pose 7 pris a volonté, positif ou négatif. 

Les deux limites (96) entre lesquelles Uo reste toujours renfermé 
montrent la généralité d’un phénoméne reconnu d’abord par l’ob- 
servation et dont nous allons parler. 

Quand cos CZ ne passe pas par zéro, c’est-a-dire quand le 
pendule ne traverse pas le plan horizontal de suspension, la pro- 
jection de la trajectoire de son extrémité sur un plan horizontal 
présente une suite de sommets, en chacun desquels le rayon vec- 
teur issu du pied de la verticale est successivement maximum 
el minimum, en méme temps que l’angle CZ lui-méme. 


Si vo était égal a = la courbe serait un ovale avec deux axes de 


ae Plea ate 15 ; 

symétrie. Comme vy n’est pas égal a —, l’apparence est celle d’un 

y Yo Pele Bes 5 OPP 

ovale décrit par le point et tournant lui-méme. Mais, comme yo 
fr. . 3 

est supérieur a =, ovale semble tourner toujours dans le sens 


méme ou Vextrémité du pendule, en projection, décrit cet 
ovale. En outre, comme to est inférieur a x, le moyen mouve- 
ment de lovale est toujours moindre que le moyen mouve- 
ment du point sur cette courbe. La premiére de ces proposi- 


uons a été démontrée, pour la premiére fois, par Puiseux, en 
1842. 


Réaction de la tige du pendule. 


Si Von avait traité directement le probléme du pendule, on 
aurait considéré le mouvement de l’extrémité comme celui d’un 
point pesant, astreint a rester sur une sphére. En désignant par 
X, Y, Z les coordonnées de ce point, par N la réaction normale a 
la sphére, ou réaction de la tige; par g Vaccélération de la pesan- 
teur, on elit posé les équations suivantes (supposant la longueur 
du pendule égale a lunité) 

Pe. BY aT 


(97) qe = NX qe = NY, a =NL+8. 


Calculons N par la derniére équation, en observant que g est 
If. 9 
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° eos I 
justement la valeur que prend ici la constante = B (1), et que 


Z coincide avec cosCZ (19), la longueur de pendule étant prise 


pour unité : 


—2pu Aa, +2pu 
eg Ee es ee eae 
pa—pa pa—pea 


(98) Z 
Nous avons done (97) 


1? 1, 2 pu 
NL= 25“ p= 2 ( d pa pa): 


Suivant (95), ona 


(SS) 
SS, 
w 
Q 
wo 


(pa—payp= 9?— 


comme, de plus, 2p"u = 12 p?u — ge, il vient 


‘ 32 oe: P 
N\A eS eo is) ¥ ay) 
et enfin 
(99) N = 37?(2pu— pa). 


Nous enyisagerons un peu plus loin les conséquences méca- 
niques. 


Digression sur un cas de léquation de Lamé. 


Les coordonnées X, Y du dernier paragraphe ne sont autres que 
cos CX et cosCY, en sorte que les deux fonctions cosCX +icosCY 
vérifient toutes deux léquation différentielle linéaire déduite de 


(97, 99) 
dz 


iy ta (6pu—3paz)s. 


nd 


Nous avons déja parlé (t. I, p. 235) d’une équation analogue 


d*z 
a (2pu+ppe)s. 


Toutes deux sont comprises dans la forme commune 


(100) che n(n : 
du2 noes) (putria)s, 
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oll % est une constante quelconque et n un enter positif. Connue 
sous le nom d’équation de Lamé, cette équation sera, en son lieu, 
Pobjet dune étude spéciale. Le cas n = 1 est celui que nous avons 
rencontré au Tome I; Je cas nm = 2 se rencontre ici avec sa solu- 
tion, qu’on peut présenter ainsi : La constante « étant écrite sous 


la forme — paz, soient aet a, deux arguments différents de 
a, et satisfaisant a la condition 


(101) Dia— piay—i pide, 


on a, pour Vinconnue 2, dans Véquation (100) avec n == 2, 


Ca-la,)u 


(ee pS) seu 
o2u 
Gh | a 


du cu 


(102) r 


etta—tau |. 


Cette fonction z a deux déterminations distinctes, en sorte 
9) 

quelle fournit la solution complete : effectivement a et a, peu- 
vent y étre échangés. 

La solution devient explicite si l’on forme |’équation du second 

I q 

degré dont les deux racines sont pa, et pa. Soit désigné pa, par 
— 2; cette équation est la suivante 


ou bien 


(103) B2— gi + a2 — — 2 = 0. 

Ainsi, au cas n= 2, léquation (100) de Lamé a pour solu- 
tion la fonction z (102), dans laquelle a et a, sont choisis par 
la condition que paet pa, sotent les racines de V Equation (103) 
et que plaet p'a, alent un méme signe. 

Voici maintenant une autre maniére de présenter cette solution. 
En posant a, — a= 9, on écrira, au lieu de (102), 


- afc(ut+e) 
(104) Zz | (etre |, 


~ du Cu 


z étant une constante qu’il faut trouver. C’est la forme méme 
qui s’est offerte en un paragraphe précédent (page 122), pour 


cos x.-— rcosCyY. 
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Pour obtenir 9, nous avons d’abord (101) 


ee pas y 


+ pa+pa= = 
Uae Pr P G par— pa pa—pa 


En remplacant pa, + pa et pa, — pa par la somme et la diffé- 
rence des racines de l’équation (103) et, en outre, p!’a@, par 
— 4o3 + goa — g3, on obtient' 

(105 ) Co SS 
On a ensuite a par le calcul suivant (t. I, p. 138) 


_ i plea) pe 
2 p(a—a,)—pa 


v2=C(a,—a)+ Ca 


1 p'(a—ai)—p'a a p (a—a,)+p'a—p'a = pe 
~ 2p(a—ay)— pa 2p(a—a,)—pa—pa, | 2D9— a” 
da 
(106) he ae 


Léquation de Lamé (100), au casn=2, se résout par la 
fonction (104), 0% 9 est un argument déterminé par Végalité 
(105), puis x par Végalité (106). 


Sur une distinction entre le pendule 4a tige et le pendule 4 fil. 


Revenons a la réacuon N (gg), que nous avons appelée réac- 
tion de la tige du pendule. 5i le pendule est formé par un poids 
suspendu a un fil, N changé de signe est la tension de ce fil. Le 
poids ne reste sur la sphére que si le fil est effectivement tendu : 
si done N est une quantité négative, il en est toujours ainsi aux 
points les plus bas de la course ; car ces points correspondent au 
maximum de Z, c’est-a-dire 4 pu = e; : comme e; est négatif et 
moindre que é:, minimum de pa, 2é@; est @ fortiori moindre 
que pa, et N est négatif. Mais il peut en étre autrement aux 
points les plus hauts si e, est positif. En ce cas, le mouvement du 
pendule, s’il est suspendu par un fil, ne suivra pas les lois mar- 
quées par les formules. En effet, au moment ot la tension devient 
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nulle, le poids commence a tomber comme s'il était libre, et son 
mouvement suit dés lors une autre loi. 

Cette distinction physique entre les mouvements pour lesquels 
N change de signe et ceux ot. N conserve un signe invariable cor- 
respond aussi a une distinction géométrique entre les trajectoires 
de Pextrémité du pendule. En effet, d’aprés l’équation (7), on a 

adyY dX 


Ap 2 ae =0: 


c’est l’intégrale des aires; puis on conclut de (97) 


av BX _ dX BY _ yy 
dt dt} dt dt? : 
Par conséquent, lorsque la réaction devient nulle, le plan oscu- 
lateur de la trajectoire est vertical ou, en d’autres termes, la pro- 
jection horizontale de la trajectoire présente une inflexion. 
La condition pour que cette circonstance ait lieu effectivement, 
cest que N soit positif quand pu = ey; c’est donc (99) 


(107) Pag< 2€. 


Lorsque cette condition est remplie, Z(g8) passe aussi du posi- 
uf au négatif. En effet, pa, devant étre supérieur a és, l’inéga- 
lité (107) exige que eé, soit positif; par conséquent, — 5 paz est 
négatif, moindre done que e.. De plus, —}paz étant, d’aprés 
(107), supérieur 4 —e,, est, par cela méme, supérieur a 
Cam CAL Cp —— 63-1 Ci 

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les points les plus hauts 
sont au-dessus du plan horizontal de suspension. Les points les 
plus bas, en tous les cas, sont au-dessous de ce plan; car 
pd. + 23, moindre que €3;— ez, est toujours négatif. I est donc 
possible de caractériser la condition (107) par les éléments du 
mouvement, relatifs 4 une position de l’extrémité du pendule au- 
dessus de horizon de suspension. 

Le carré de la vitesse, que l’on peut tirer aussi des équa- 
tions (97) par l’intégrale des forces vives, nous est fourni par 
Pégalité (89) 

w? = 4r?(pa,— pu), 
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tandis que la hauteur H = — Z, au-dessus de horizon de suspen- 
sion, est 
pPaz+2pu 2c? ee 
==, UE SS (ne Oy) = — OGHas DO). 
pape ae ee p 


De la résulte 


w2— oH = 3t2(pa,— 2pu) =—N. 


Par conséquent, st l’extrémité du pendule est abandonnée a 
V’action de la pesanteur a une hauteur H au-dessus du point 
de suspension et avec une vitesse dont le carré soit moindre 
que gH, la courbe décrite par la projection horizontale de 
cette extrémité présente des points d’inflexion. 


Représentation du mouvement par des séries; 
moyen mouvement. 


Occupons-nous d’abord du moyen mouvement du plan vertical 
contenant l’axe et calculons, a cet effet, les séries qui représentent 
les deux angles auxiliaires ci-aprés 


Yo = t(wfa,— 4), 


(108 ) x ; 
vy =U(wla —na). 


Pour le premier ¢), nous avons a faire usage des séries mémes 
qui ont été employées au Chapitre II, p. 65. En posant donc 


ita P 
at ‘ VS oe Ta, 
a,=oO7 QQ, A ue 5 SS = 9 
2W 
3 ae 
ona immédiatement 
te 1 1— A? ‘e) ue gm T— A? 
= a 1)2 
T Yo 2 1+ A? Dx ) [SOR Av 
mv 
ie 2t ii ee I I 
ak aie J gm simmay m= 2,4,6,...; log — log— = x2\n 
log — 71 71 q 
"4 


Il est bon d’adjoindre au premier de ces développements une 
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autre forme qui mette en évidence le cas particulier a, ==’, 


savoir 
z | in(ay—w) 
1) owe vi ee ee toa 
T (ps 9 Te m Alm Bie oe pees ms I 
Zi 1 vq ) 
m / 
—- : in(a, +’) 
I I Ge 1— Atm ( LONE ). 
Sl. Ss ee soe eer EEE A roan a ey, aya 2) 
Yo 2 I—q™ Aim AY MV g =e 


L’argument a,, comme |’argument ¢ du Chapitre II, est égal a 
wm augmenté d’une imaginaire pure, en sorte qu’on a pris la les 
séries mémes des pages 65,67, en mettant a, au leu de ¢. Pour 
calculer U,, on mettra a au lieu de »—w. On obtiendra de la 
sorte les développements ci-aprés 


ima 


eae TA 
an Eee 
I ne it i A2 qm TA 
FeO 2 Ate I— q™ Am 
m m 
fie a Es £ iT(a — )') 
Eeyore (yok = 155%) 
2 C= Ge Alm vq 
ne m . 
_ AR ® — Al2m = 1T(@ + W’) 
ee (1) tg es ay =e 
2 I— q™ Aum A 
a 27 I Ce 
dy. gy Canc fee = cota ——~ sinmu)- 
T toe L 4 Lie 
Y 


D’aprés la formule (85), nous avons 
bo= bo — Yo- 
Les angles auxiliaires ¥,, v, servent aussi a calculer le moyen 


mouvement 9 apparent du plan vertical par rapport au corps. Ef- 
fectivement, la formule (88) peut s’écrire 


de 6 cosCZ—a 
SSS SS eee 
dt ~~ 1—cos?CZ’ 
et lon a déja observé que le changement de 6, « en —a, —oO 


équivaut au changement de a, en — a. Soit donc ¢o le temps qui 
correspond a la demi-période de l’argument; on aura 


Y= (a—7r)to— vo— Y- 
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Mouvement du plan vertical. 


Pour développer en série le mouvement angulaire du plan ver- 
tical, nous prendrons encore deux angles auxiliaires J’, U” : 


Bare Ca, t+ $0(w—a,)—}$C(u+a), 
(109) 
[AoE ite it a) elu 


Afin de développer et d’intégrer commodément ces formules, il 
est opportun de mettre sous la forme ci-aprés les séries (31, 33) 
du Tome I (p. 425, 426). Soient 


TC 
ime — e2W 
Bie 20h OSS e230, 


on a, d’apreés les séries citées, 


Eb =) (bee) ae ec 


Ww 


I I 
ze) d caer se bac I qr pas I Cm I 
>a on I Bae poe —gq@ +5] —am)f 
/ 


C(b—e+o')—C(b+e+o')+ ~e 


(wn) m 
= us q? 1 I ; N gels 
| = Zw I— qm (Bm : Ba) (c ioe on) 


Il faut remarquer que, dans la premiére, on peut écrire aussi, 
au lieu du premier terme, cet autre qui lui est égal, 


I I 
2 @ Bete Ser ace 
i db Son ek ote 
Ba 


On doit se souvenir aussi que , w’ constituent un systéme arbi- 
traire de demi-périodes primitives. On pourra donc, dans ces for- 
mules, remplacer w par w! et w’ par — wo. 
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Prenons le premier membre (111) en y faisant 
b=u' +0, Gs Ohne CSW Gh GF. 
Ce premier membre devient 
C(w + w — a+ o')—C(w +o +a,+w')+ = a 
= C(u— a,+20)—C(u+a,)+ =" a 


=C(u— am) —C(w+ a) +a}; 


’ 


dot résulte (108, 109) que la série (111) représente 
a Ra ee 
t\ du w 


Prenons la série (110), en supposant 
b=uw+0, c=a,+ su’, SES SST i¢ 
Le premier membre (110) devient 


if; ' 27 Uy 
C(w + wo —a,— ew’) —C(w +o +a) + ew’) + —1 (ai, + 20’) 


on 
= C(u— a) +27 —(1+¢2)7'— C(u+ a) + (1) 9+ — (a', + ew’) 


= C(u—a,) —C(ut a)+ ta a 


La série (110) représente donc ainsi 


Dans le premier membre (111), aprés avoir remplacé w et w’ 
par w’ et — w, posons 


ce premier membre devient 


DUP op 
C(u'— a’, — w'— w) —C(u'+ a, + w'— wo) + sr (a ++ w’) 


Oe ee : 
= t(u— a) —C(u+ a) — 27/20 + — (a +0’) 


= C(u—a,)— C((u+a)+ a+ 
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Le second membre (111), moyennant |’échange des périodes, re- 
présente alors (109) 


2/dy Yor 
oe) t ( du we ts 


Enfin, dans le premier membre (1 10), aprés avoir encore échangé 


les Neriadek, prenons 
OS WE 0, c= a,+uy, 


et la série (110) représentera encore la méme quantilé (112). 
Ces divers modes de développement sont ici considérés a la fois 
pour mettre en évidence les cas particuliers, comme on l’a déja 
ra Be) t ay” 
observé a propos de vi, v). ” 
a 


De méme, pour développer Fq? Dous obtenons les résultats ci- 


apres : 
Supposons b= wu’, c=a; la série (111) représente 


(x a He) 
i \ du w 


Supposons 6=w', c=a-+ew', ¢=+1; la série (110) repré- 
sente 


a (dy Vitter 
A \\ CAG o) ; 


Enfin, aprés avoir changé les périodes, si lon suppose dans la 
série (110) b= u', c=a-+w’, cette série représente 


2/dv"  vo—a\, 
t\ du ro) 2 


c’est aussi la méme quantilé que représente la série (111), si, apres 


léchange des périodes, on suppose b= u' + w, c= a+ wi’. 
Passant de ces développements a leurs intégrales et posant 


imu! in(u'--w) 


= , Use, U=UVgqi=e 2 
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on obtient les séries ci-aprés, qui correspondent, par ordre, aux 
séries ci-dessus : 


7 


re 2) ae 9) 1— A?” 


= u sin 7m 
¥ T mui—q”) A” : 
2 AP—1 (<n? qn 1— Alp” 
ee arctang (fh —tangu) +2 . —— sinm i 
miai—q’) AG 
m 
DY PN \ = NO am —_ Atom 
= ao +1)u-+arctang(—{—" tangn) + 2 CS ie Ura sinmu 
OV AP +I 2 : m(1—q’) NH 
mv 
2(vo — a) —qi)? 1—U2m 
= w=), +2 ( ae! - sin 7204 
T mii—g?) Un 


mM 


2( by) — a1) U2—1 piu, 
= —_——~ 1 + _ arctang ( ———_ tang 2 yeas - sin may ; 
U?2+-1 mi—qg? Ulm 


au 


2; 2 == 210 
v= a Wa Z eww sin 721 
miai—g™”) <Am 


avy NS rey qn Tes ANTE 
S| (et AU ate WG tang Tee = EMTS U me ; ; sin mu 
T / A (R= Gf?) Alm 


205 A? 1 qm TN 
SS eS SS eh tang ee aoe: U j=) 7 sin mu 
T Ava m(t am q”) Atm 


7 


2(Vy—a U2—1 (—1)?2g%) 1— U2" 
= Swe aE ++ arctang (pa tanga}+ 2 eas sin ma 
T WP Se fi m(i—qi) Um 


m 
oy yA —— ahi = 2 pa Wee 
as ( ai) ib. Las ( q1) 


~ sin ma 
mn ! : 
™ m(1— gj") Um 


ij SD thy Oy eoee 


Dans ces deux groupes de formules, on peut préciser les fonc- 
tions arctang en les supposant réduites a zéro en méme temps que 
leurs arguments. Dans la derniére formule, il est explicitement 

. a’ Ls w! w! : z ‘ 
suppose que — est compris entre — —el—,C est-a-dire a entre 
U L t 

T T ‘ ne, E 
ae el >> sans quol le second terme + a devrait étre remplacé par 
a-- kr, Ventier k choisi de telle sorte que a+ Az soit dans l’in- 


™ ™ a a 
tervalle Ec et—- On se rend aisément compte de ces circon- 


stances en envisageant la valeur particuliére zéro de Vargument 
variable 1. 


14o DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


Le mouvement angulaire du plan vertical contenant Vaxe du 
corps nous est connu par la formule (83 ) 


yay 


Le mouvement angulaire apparent de ce méme plan par rapport 
au corps est connu par Ja formule analogue 


" 


e=(a—r)jt—y—y 


Les angles t’, Y’ sont exprimés en fonction du temps si lon 
suppose dans un rapport constant et arbitraire avec le temps 7. 
On se rappelle, d’autre part, que 7 est aussi une constante quel- 
conque, en sorte qu’on en peut dire autant de (2 — 7). Désignons 
par @’ cette constante et énoncons le résultat suivant : 


Soient prises 4 volonté les constantes g, A, A,, sous les condi- 
tions 
I 


o<q<i, Ue ad Rasa, Ne ha 
$i 


vq 


soit « une constante quelconque, M un angle variable propor- 
tionnel au temps. Si l’on détermine des angles variables J’, b" par 
les séries ci-dessus, et que l’on prenne 


b= —v’, o=at—l—y"; 


les angles v et o représenteront le mouvement angulaire du plan 
vertical contenant l’axe d’un corps grave de révolution suspendu 
par un point de cet axe; 4 est le mouvement angulaire dans l’es- 


pace, ¢ le mouvement angulaire relatif par rapport au corps. 


Développement des constantes. 


Il reste 4 exprimer en fonction de g, A, Ay, & les constantes 
qui se sont offertes dés l’abord, «, 8, y, 6, 7. Sans insister sur ces 
nouvelles formules, que l’on peut beaucoup varier, donnons seule- 
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ment les suivantes a vérifier aisément d’aprés les égalités (3 I), eb 


: u 
ot figure le rapport constant —- 
8 pp nt- 


ae ao 

p=+ iG ir Fae Teen) 

a3 i is ) | i Vo PV 

I i (dlogA)? (dlogA,) |’ 

Cees 2(2) |; PY Vy 
(dlogA)? © (dlogA,)? 


ae, 


Considérons encore deux autres angles auxiliaires constants 


v my 


vo = 710 C(a,+a@)—7(a,+ @)], 
vp) =tLw C(a,— a) — 4(a,— a)]. 
Leurs développements se déduisent de ceux de Yi, par le chan- 


A 
gement de A, en A, A ou — 


Ve 1 AP pee ee 
ee AA Dia : a AvAm 


1 


1 3-0 27 
— -! ae is sin m(a,+ a) 
T mt ) 


Loe gt 


piv A2 A? Wee m 2m .— AQur 

Vee ba AS s( eed. A A? 

Sars / a mn 
1—g™ APA 


Ap 27 qi : 
a : S71 _ sinm(a,—21). 
™ _ 1 4d oe 
loge 1-4} 


Nous omettons, pour abréger, les développements de Yj ot 
figurerait, au lieu de A,A, l'un quelconque des produits de Aj, 
A‘, Ai par A, A’, A”. De méme, pour ¢j) on pourrait écrire neuf 
séries oll Paice les quotients de ne AS, An Apa Awl een. 

Les formules (31) qui donnent « et 6 peuvent s’écrire ainsi: 


a= a2ti[Cat+la—C(a+ a), 


= 25t|Ga,— Ca — Ca — @) |. 


[oF] 
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La constante 7 est égale au rapport de wu’ au temps; c’est donc 


Be u 
- On en déduit 


VA 
fi 
rea = (Yo+ Y — Yb), 


iN 
yak I es dom 0): 


La courbe élastique gauche. 


La courbe élastique gauche dont nous allons parler est la figure 
d@équilibre d’un ressort naturellement cylindrique et de trés petite 
section, subissant l’action de forces extérieures quelconques ap- 
pliquées seulement a ses extrémités. 

M. Kirchhoff a montré (') que la découverte de cette courbe 
dépend de Vintégration des mémes équations que la découverte 
du mouvement d’un corps grave autour d’un point fixe. La forme 
de la section du ressort joue ici le méme réle que, dans l’autre 
probléme, la nature de lellipsoide d’inertie. Au corps grave de 
révolution suspendu par un point de son axe correspond le res- 
sort a section circulaire. Ainsi, d’aprés la belle proposition de 
M. Kirchhoff, nous allons pouvoir trouver ici la courbe élastique 
gauche pour un ressort a section circulaire. Nous n’emploierons 
pas le théoreme de M. Kirchhoff, nous prendrons les équations 
différentielles de la courbe telles qu’elles étaient connues aupa- 
ravant, et nous ferons voir la concordance des résultats avec ceux 
qui sont relatifs au mouvement du corps grave. 

Les équations différentielles (7) sont les suivantes, ol x, y, 5 
sont les coordonnées d’un point de la courbe; la variable indé- 
pendante est l’are de cette courbe; a, 8, 6 sont des constantes : 


y' zl —y" z' = Sa’ ae +BY, 
mites Sige ee 1 1 
Be" — 2" g' = Oy’ — 5 Ba, 


! 


ay —a" y= Oz 0. 


(1) Vorlesungen tiber mathematische Physik, p. 421 

(7) Voyez Lacrancr, Mecanique analytique; édition de M. J. Bertrand, t. TI, 
p. 4o1. — Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. — Les 
lignes gui suivent sont textuellement empruntées a ce dernier ouvrage (p. 93). 
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« Observons, en premier lieu, que, si on les ajoute apres les 

avoir multiphiées respectivement, d’abord par x’, y', 2, puis par 
a", y", 2", on obtient 


O(x'2+ y2+ 2'2) 4 48(2'y —azy') —a2'=0, 


Lg 


O(a! at + yy" + 22") +48 (a"y ny.) as" —o0. 


» Or la premiére de ces relations donne, par la différentiation , 


! 


20(a'o"+ y'y"+ 2'2")+18(2"y ay) az = 08 


nous avons donc, par comparaison avec la premiére, 


a a" n yy’ - 2! 2" — 0, 


résultat conforme a Phypothése que l’axe est pris pour variable 
indépendante et qui est traduite par la relation 


G24 y 2 Z2= |. 
» Les deux équations peuvent donc étre écrites ainsi 


2 B(ay'— ay) =8— a2’, 
UA 


$8 (ay"— 2" y) =— 42". 


» Nous en déduisons 


Wa 


1B[(ay'— ay)’ — (ay" — x" y)z') = $3 5 
mais le premier membre, étant écrit ainsi 


16[(y' 2" — y"' 2')a + (a x" — 2° a')y], 
se réduit a 


B 


$B[(Om'+ tBy)x + (dy'—38x2)y] = 38 8(au'+ yy’), 


de sorte que nous avons 


AL If 


rB( wa! + yy’) = 5", 


puis, par Vintégration, en désignant par y une constante arbi- 


traire, 
GB(a+ y?) =’ +7. 
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» Nous remplacons le systéme des équations a intégrer par 
celui-ci 
7 B(wi+ y*) = 2-7 y; 
2P( aa! + yy’) = 2", 
Gy Ae 


2B(ay'—a'y) =o —a42'.» 


Voici maintenant ot. va apparaitre Videntité de ce probléme 
avec celui qui nous a occupés dans le présent Chapitre. 
Posons 


i BP J 139) & = cos CZ, a' = — cos BZ, y' = cos AZ. 


Les trois angles AZ, BZ, CZ sont ceux qu'une droite Z fait 
avec trois axes rectangulaires, comme il résulte de la troisi¢me 
équation différentielle. 


On a d’abord 


Pp =—8 cosBZ, g == 40 cos AZ; 


puis les trois équations différentielles qui subsistent deviennent, 
par ordre, 
p?+ g? = B(cosCZ + y), 
q cosAZ —'p cosBZ = (cosCZ)’, 
p cosAZ + gq cosBZ = 6 — acosCZ. 


Ce sont la précisément les équations du mouvement du corps 
grave, numérotées (2), (6), (3), (7), et prises dans le cas 
particulier r= a. Ainsi est vérifié le théoréme de M. Kir- 
chhoff. 

Lintégration est faite par les formules établies précédemment. 
L’argument w varie ici proportionnellement a l’are de la courbe, 
qui remplace le temps. On aura encore, pour obtenir z, a inté- 
grer cosCZ (19), ce qui donne . 


2Cu+(patpa,)u 
ee (P Pa) + const. 
pa—pa 


Quant a w et y, d’aprés (31) et suivant expression de p = ig 
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iN 
Or 


(p. 123), ona 


ay enna, 
Pea 2tE o(u a POG alu 
z t(pai— pa) c(ata)cu 

20 c(u+a+a,) 


— L — e—Carla,)u, 


csE(pai— pa) c(a+a,)cu 


Cette cuurbe, on le voit, est tracée sur un cylindre dont la 
section droite est une herpolhodie; elle se compose d'une série 
dares égaux dont les points homologues sont situés sur une 
hélice. 


U. ~ 
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CHAPITRE LV. 


MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI, 
EN L’ABSENCE DE FORCE ACCELERATRICE (*). 


Equations différentielles. — Réduction du probléme a une intégrale elliptique. 
-— Expression des constantes par des fonctions elliptiques. — Expression des 
variables par des fonctions elliptiques. — Rotation du corps solide. — Trans- 
lation du corps solide. — Notions générales sur le mouvement du corps solide. 
— Enumération des constantes; homogénéité. — Expressions des éléments 
elliptiques en fonction des données. — Sur un cas particulier. — Discussion 
des formules. — Décomposition de la rotation. — Détermination des con- 
stantes par celles des mouvements composants. — Determination des mouve- 
ments composants au moyen du mouvement composé. — Cas ot le corps 
solide est de révyolution. — Sur une propriété du mouvement, relative a l’her- 
polhodie. 


Equations différentielles. 


Le mouvement d’un corps solide dans un liquide indéfini, en 
Vabsence de toute force accélératrice, est défini par un systéme 
d’équations différentielles a six inconnues établi pour la premiére 
fois par M. Kirchhoff. 

Dans ces équations, la variable indépendante, qui est le temps, 
ne figure pas explicitement; on a, de plus, trois intégrales immé- 
diates et l'on connait le dernier multiplicateur. Les principes du 
Calcul intégral nous enseignent donc que la connaissance d’une 
seule intégrale nouvelle conduit a la solution complete. 

On connait cette nouvelle intégrale dans trois cas particuliers ; 
Pun deux conduit a des quadratures elliptiques. C’est de ce cas 
que nous nous occuperons ici. On verra plus loin la définition 
précise de ce cas, malaisé a définir en langage ordinaire, 4 cause 


du peu de connaissance que nous possédons sur certains élé- 


(*) Auteurs a consuller : Kircunorr, Vorlesungen tiber mathematische Physik: 
Mechanik (p. 236 a 247). — Cvssscn, Ueber die Bewegung eines Korpers in 
emer Flissigkett (Mathematische Annalen, t. Ill, p. 238). 


CHAP. IV. — MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI. 149 


ments du probléme. Avertissons seulement que le cas ot le so- 
lide est homogéne et de révolution est un cas plus spécial, con- 
tenu dans celui que nous envisagerons. Ce cas particulier a été 
signalé par M. Kirchhoff. 

Voici les variables que, d’habitude, dans ces problémes on 
prend pour inconnues. 

On considére, dans l’espace, trois axes rectangulaires mobiles, 
lesquels sont fixes dans le corps. Les composantes de la vitesse 
de Vorigine de ces axes, prises sur ces axes eux-mémes, sont 
trois des inconnues U, V, W. En second lieu, les composantes de 
la rotation instantanée du corps autour de cette origine mobile, 
prises sur ces mémes axes, sont les trois autres inconnues P, Q, R. 

Au lieu de ces six variables, Clebsch en a employé d’autres, 
dont nous ferons usage. La force vive 'T du corps et du liquide, 
pris ensemble, est une forme quadratique, c’est-a-dire un poly- 
ndme homogéne et du second degré, composé avec les six variables 
U, V, W, P, Q, R. Les dérivées partielles de cette forme quadra- 
tique sont six fonctions linéaires de ces mémes variables. Ce sont 
elles que Clebsch prend pour inconnues ; nous les désignerons, 
comme Clebsch, par les lettres #,, 2, 233 71) V2, 3° 


2 Dew eel 
TA aU’ eo avety Ott? owe 
oT oT oT 


sp elegy. Oye 78 5p 


Les formes quadratiques ont la propriété suivante, bien facile 
a démontrer : soit T une telle forme et soit 3,, s),... un systeme 
de variables avec lesquelles elle est composée. Prenons pour nou- 
veau systéme de variables Z,, Zo, ..., en posant 


oT 


Besta een by Oc nae 
on aura inversement 
OT 
nie silly On oes 


En observant cette propriété si simple et si remarquable, Clebsch 
transforme immédiatement les équations du probléme actuel. Ces 
équations ont absolument la méme forme extérieure que celles 
du mouyement d’un corps solide dans le vide. La foree vive seule 
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a une expression différente. Il y en a trois de chacun des deux 
types suivants (‘) : 


d oT oT oT 
dt dU =F ve ows 
d oT oT oT oT oT 
di OP) 7 OV a Saye 00 eee 


Avec les variables de Clebsch, ces équations s’écriront ainsi : 


De, OT OT 
dt age. Oy as 7) 2 : 
dy oT oT oT oT 


dt tie OX me OX v2 Oy's ae OY : 


Clebsch change tous les signes dans les seconds membres; c’est 
un détail sans importance, mais auquel il faut cependant avoir 
égard. Ce changement équivaut a celui des signes de P, Q, R. 
C’est donc un changement dans Je sens convenu pour les rota- 
tions autour des axes. Nous conserverons la forme employée par 
Clebsch, sans changer la eonvention habituelle pour les sens de 
rotation ; alors P, Q, R, données par les égalités 


oT oT oT 
(1) ————— > =——, =—— 

Oy, Oe OY 
sont les composantes de la rotation du corps changées de signes, 
ou, ce qui revient au méme, les composantes de la rotation rela- 
tive de espace autour du corps. 


Voici donc Jes équations que nous envisagerons avec Clebsch : 


day _,, T_T 
diy CO toys 
ax» ve oT - OT 
(2) dt gree OY Y OV ? 
dix; oT oT 
Si 15 
\ dt Oy, OY,’ 
dy1 . oT oT oT OT 
Hie aE. ~ 0X3 y oy 729 i 
: dy» oT OT ae oT 
) dt 1 Ox 73 Op rd oy SF ed 


(1) Voyez Vouvrage de M. Kirchhoff, cité précédemment. 
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Les trois intégrales, communes a tous les cas, sont les sui- 
vantes : 


(4) 2 | = COME, = 7h, 
(5) GH et CONS ty == 1), 
(6) L1Y1 + Loo + 2373 = const. = 7n. 


Le cas particulier, dont nous nous occuperons, est celui dans 
lequel, par un choix convenable des axes, on peut réduire l’ex- 
pression de la force vive a la forme spéciale suivante : 


(7) T = $p(e?+23)+ 4 p'r} + 9(a1914+ 2272) 
+ qtsystir(yi+y3)+Erri- 


Quand le corps est homogéne et de révolution, les coefficients 
q et q’ sont nuls. En signalant ce cas plus général (7), Clebsch 
se contente de dire que l’intégration se fait d’une maniére toute 
semblable a celle qu’a employée M. Kirchhoff pour le cas plus 
particulier ot le corps est de révolution. Nous allons faire cette 
intégration, ramener ainsi le probléme a des quadratures ellip- 
luques ; aprés quoi, effectuant Vinversion, nous exprimerons 
toutes les inconnues en fonction explicite du temps. 


Réduction du probléme 4 une intégrale elliptique. 


Le second membre de la derniére équation (3) se réduit a 
zéro, en sorte que 73 est une constante. C’est la l’intégrale nou- 
velle que l’on posséde en ce cas. 

L’intégrale (6) et la troisiéme équation (2) nous donnent 


HV, + L2V2 = N— 2X33, 
(8) Eee dx3 
LA a 21 — Se few 
A cause de l’identité 
(L114 + L2V2)? + (BoV1 — 2X1)? = (VE +E) yi + 3), 


nous concluons de (8) 


d 2 2 2 
(9) 5 (Se) +a? = t+ NOt +72): 


r2 


150 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


En second lieu, V’intégrale (5) donne 
(10) 22 + 7t = Mm — BF 


et Vintégrale (4), au moyen des équations (8), (9), 


6 
(11) Pe ie 


avec ces notations abrégées 


m, =i dh + ryi—l 
4) * 


[Pip 


x ¥ OSI S. 
| I= pene: VEX 


Les expressions (10) et (11) étant substituées au second mem- 
bre de (9), il en résulte 


dx; 2 ‘ 3 
(3) (GE) =r p)m — ha — at )(m <2 )— (n= yare) 

Comme y; est une constante, nous avons ici une équation dif- 
férentielle ou les variables sont séparées;.le temps, par consé- 
quent, exprimé par une guadrature elliptique. 


Expression des constantes par des fonctions elliptiques. 


L’inversion, dans l’égalité (13), se fera par le procédé général 
développé au Tome I (p. 118). Considérant les deux invariants $ 
et © du polynéme (13) et introduisant, en outre, un facteur d’ho- 
mogénéité arbitraire 9, on prendra, pour invariants des fonctions 
elliptuques, 

I S) I 6 
Bp 8 Gp 
on déterminera un argument ¢ constant (t. I, 54, p. 120), et l'on 
posera 
| %3=—th+os, 
(14) _ 1 pu—p'e 
ON ee er oe A ee EO, 
2 pu—pe 
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moyennant quoi on obtiendra 


a5) ( Vf(@3) = Vr(p'— Pp) (m1 — has— a8) (m— 22) — Pn —yaray 
] = V/r(p'—p)[pu—p(u+e)], 


ax ; ax. 
Bs a Vr(p py a 


du’ 
(16) du =oyr(p'—p) dt. 


L’argument wu varie proportionnellement au temps. 

Par ce moyen !’inversion est effectuée, les invariants et l’argu- 
ment auxiliaire » sont exprimés en fonction des constantes don- 
nées. On sait déja, par les applications précédentes, que l’expres- 
sion inverse des constantes au moyen des fonctions elliptiques est 
nécessaire et s’obtient plus aisément par des moyens directs, 
comme nous allons le faire. 

La fonction z (14) a cette autre expression (t. I, p. 138) 


(17) a= C(u+ o)— Cu— fp. 


Soil a un argument quelconque, que nous mettons au lieu de u, 
en écrivant 


(8) ba =C(a+v)—Ca— Cv. 

La différence (z — 32), considérée comme fonction de wu, a les 
poles simples u = — ¢ et w= 0 avec les résidus +1, les racines 
u=aetu=— a—¥9; elle se représente donc par le produit 


cvyc(u—a)co(u+a+?P) 
Cuc(u+v)coac(a+pe) 


(19) (So LE 


Il est clair que tout bindme x,-+ A s’exprime, d’aprés (14), 
sous la forme p(s — Za), V’argument @ étant convenablement 
choisi. En désignant donc par a, 0, a, 0, certains arguments, on 


aura 


(20) 2% — m= p2(4— 5a) (4— 4d); 


(21) wR + haz— m= p?(% — Za,) (4 — Fh, )- 
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Nous aurons alors, suivant (19), 


(4 — 3a) (4 — 56) (4 — 4a,) (4 — 5,) 


(22) Jas i? 
| =[pu—p(u+e)P a (2: =) : 


on a posé, pour abréger, 


mr 
(23) S=I7ry3 SS 
Vr(p'— Pp) 
Pour préciser, nous supposons la quantité /r(p!— p) prise 
avec une méme détermination dans les égalités (16) et (23). 
Le second membre (22) peut étre décomposé en deux facteurs 


® et ®,, savoir ; 


ee =pu—p(u+r) = (e 3 ) 
yo 3/83 

CP $ n 

| Pi = pu— pl Vv )a-— (e— =). 


ie 


: : eae Si n : 
Si Von substituaita ; (2s — =) une expression telle que z— Z¢, 
3 


on aurait la, pour ® et ®,, des décompositions en éléments sim- 
ples, mettant en évidence la nature de ces fonctions. Chacune 
d’elles a les doubles poles wu = 0 et u = — 9, chacune d’elles peut 
se décomposer sous la forme 


o(u—a)c¢(u— B) Fe (u—y)F(u—d) 
O7U S*(u-+ v) 


C 


(2+8 +7+6+2°=0). 


Les huit arguments racines a, 8, y, 6 de l’une et l'autre fonc- 
tion ®, ®, reproduisent, dans un certain ordre, a, b, a,, by, 
—(a+v), —(b+%), —(a,+¢), —(b,+ 9). C’est ce qui 
résulte de lidentité (22). 

La quantité C(u + )— Cu reste inaltérée quand on change u 
en —(u-+g¢), tandis qu’alors p(w+¢)— pu se reproduit 
changée de signe. Dans ce changement, ® et ®, s’échangent 
donc. Si donc le numérateur de ® contient le facteur ¢(u— a), 
celui de ®, contient le facteur complémentaire o(uta+?). 
Ainsi le numérateur de ® contient un des facteurs du numérateur 
de chacune des quatre différences telles que (s — s,) ; le numé- 
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rateur de ®, contient les facteurs complémentaires. Il n’y a d’ail- 
leurs jusqu’ici aucune distinction entre deux facteurs complé- 
mentaires, et nous pouvons prendre a volonté les facteurs du nu- 
mérateur de ®, sans restreindre la généralité. On aura donc, 
en tenant compte de ce que lim(u?®) =1 pour u=o, 


ae S9c(u—a)o(u—a,)¢(u+ b+ 9)¢(u+ bh; +9) 
FAG F(b+ 0) 5(b, + 9)c2uU5?(u+ v) ; 


(25) 
| » _ Pec(u—b)co(u— bi) o(ut+a+v)o(utat+e) 
ae FOG, F(a+ 9) 9(a +0) us2(u+ Pe) 


Mais, dans ces fonctions, la somme des racines doit étre égale 


a la somme des pdles; les arguments a, a,, b, b, doivent done 
vérifier la condition 


(26) aa; = 0 -= 1. 


Une autre condition est encore imposée d’aprés les égalités 
(24). Les deux fonctions ® et ®, doivent toutes deux avoir 


1 
VES 


pour partie principale, au pole w==—». D’aprés les expressions 
(25), ceci fournit une équation unique 


F(at+v)c(a+v\)cbcbh, 


(27) = 


C(b+ 0) c(h +0) cara 


Ces deux conditions (26) et (27) sont suffisantes pour que ® 
et ®, se décomposent en éléments simples sous la forme (24), 
donnent lieu, par conséquent, a une idenuté telle que lidentté 
gu- 
ments, d’ailleurs arbitraires, a, a, 0, b,, v, pour qu’ils puissent 


(22). Ce sont done les seules conditions imposées a des ar 


servir 4 exprimer les constantes de notre probléme. 

Avant de poursuivre, il est bon de s’arréter un instant sur les 
deux conditions (26), (27). La premiére est satisfaite si l’on 
prend 

a=—c+a, a2=C—@Q, 


ee beh 2 be sbi, 
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en sorte que a’, b', c sont trois arguments arbitraires. Soit main- 
tenant 


(29) v= w—e; 
la relation (27) devient 


: o(w—a')o(wt+a)o(e—b')o(e+B’) | 
OT) o(w—b)c(w+b)s(e—a)o(e+ra) 


elle peut se traduire par l’égalité harmonique 


(PW Re pea pe 
(pw—pb')(pe—pa@) 


(30) 


qui donne pw en fonction de pa’, pb’, pe. 

Voici une conséquence qui va intervenir tout a l’heure. Consi- 
dérons la somme (Z¢ + 25 + Ga 50, )- Crest le coefficient du 
terme en 3° dans le polynéme en gz, transformé de /(x3). Cette 
somme est donc nulle (t. I, p. 119). Ainsi, comme conséquence, 
des relations (26) et (27), ona 


(31) Ba + 36+ Za, + 3p, = 0. 


Revenons maintenant aux égalités (20) et (21) pour en déduire 
les expressions des coefficients en fonction des arguments intro- 
duits. Remplacant «3 par l’expression (14), nous aurons, d’aprés 
oy wate 
Pégalité (20), 


eS. 


( 3 — Vm =¢ Deis 
h+os+tym; 


( 
(32) si 
| 73 + fm = 0(4— 25) =— 


dot résulte 


(33) ( (za = hey im, 035 =,h—ym, 
< 


kh = p(4a + 45); ay n= 0 (4a — 3b). 


re) 


Nous aurons de méme, d’aprés (21), 


ry +th—Vih? +m = p(s — 3a,)=1h+es—Vike+m, 
2 4 
+ 


a3 t+th+VTh+m = p(s —%,)= 


| 05a, =—tho Vi h? + m, 055, =—th Vik + M4, 


| 5 ‘ies e( Say + 30); 24 h?+m, (4a, rok 3b) 
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Les deux expressions (33) et (34) de $4 concordent, comme il 
résulte de l’égalité (31). 

Il est bien entendu que, dans les égalités (33), (34), on ne 
doit attacher aucun sens particulier 4 l’une ou l’autre des deux 
déterminations prises pour un des radicaux, Vm par exemple, 
qui peut aussi bien étre positif que négatif. 

Décomposant en éléments simples (t. I, p. 228) la fonction ® 
donnée sous la forme (25), on y trouve, pour le coefficient de 
Pélément Cu, expression 


—Ca—Ca,+0(6+)+ €(b,+0)— 260. 
Mais, d’aprés (24), ce coefficient doit étre ef On a donc 


(35) S=p[C(6 + 0) + C6 or + 6)— Ca — Ca, — 209 I. 

La considération analogue de la fonction ®, donnerait aussi 
pour s cette autre expression 
(35a) Se Ca 4) tare) — CO 0b aC yy, 


qui coincide avec la précédente suivant la relation (31). 
Fn faisant wa dans l’expression (24) de ® et w= b dans 
celle de ®,, et observant que, d’aprés (32), il y correspond 


XL; = + \/m, nous avons 


? J3 
s [j- 7 
b6—p(od+v9)= ; (vin ) 
(36) é ee 
s/m=+e2?[pb+pa—p(a+v)—p(b+>)], 
sn 


\ V3 


Expression des variables par des fonctions elliptiques. 


Pour la suite de notre calcul, nous aurons a décomposer en 
éléments simples la fonction 


faisons d’abord cette décomposition. 
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Cette fonction, d’aprés (14) et (20), a les poles a, —(a-+ ¢), 
b, — (b+ ¢), dont il nous faut chercher les résidus. Un tel résidu 
est la valeur prise par 


x (« -=.) n= iy 
tT? oaty A aaa ar D 
d(x? —m) 9 o%3 ~ 20 pu—p(u+e) 
du du 


au pole considéré. Les pdles sont, tous quatre, des racines de ® 
ou de ®,, comme on le voit d’aprés les égalités (25). Par les rela- 
p 


—, survant qu’il 
DAGY 


tions (24), on voit done que les résidus sont + 


s’agit de racines de ® ou de ®,. On a done 
o(u) = £ [6(u—a) + t(u+b+0)—C(u—b)—C(u+a+v)+D] 


avec une constante D, qu'il faut encore trouver. Pour ce but, ob- 
servons que l’hypothése wo rend «x infini (14) et donne ainsi 
(6) ==1. Done 


(37) —tat+tb+e)4+0b—Uate)+D= =. 


Mettons, au second membre, pour 2s, la somme des deux expres- 
sions (35) et (35a), et nous obtiendrons 
(37a) D=C(d;+ 6) + Cb,—C(a+)—Cay. 


En multipliant 9(w) par iry;dt et observant les relations (16), 
(23), nous avons 


lr &3(¥3%3— 1) ae 
v2 —m 


=3[¢(u—a)+C(u+ 6+ 0)—C(u—b)—C(u+a+)+D] du. 


Considérons, en second lieu, la demi-différentielle de log (a? — m). 
D’aprés (10), (19) et (20), elle donne lieu a la relation 
U4, A, + X%_dxo 
v2 + x 
= ,[C(u—a)+f(u+a+p) 
+ C(u—b)+C(u+b+)—2fu—20(u+)] du. 
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En combinant ces deux égalités, nous avons la suivante, dont nous 


allons avoir besoin : 


@, dx, + £2d%,— ir £3(n— 1373) at 
uv? + 23 


¢)— 3D] du. 


(38) 
b6)— Cu—C(us 


= [C(ut+a+v)+C(u 


Arrivons maintenant a la premiére intégration que nous avons a 
effectuer. Pour ce but, formons, d’aprés les équations différen- 


tielles (2), la quantité 


ax» spear Ee orb oe ds — £ (m5 +e oie 
2 = 1 2 Oys 3 ~* Oy, ia, | 


Sota eae 


En mettant, pour T, son expression (7) et utilisant Vintégrale (6), 


nous avons 
rx3(n-— re | Ap 


i eel gaat ry P42} 
Li +r Xs sie: 
rie rey(N—2sYs) 3, 


(39) | a ; 
Gees ui + 23 


On a ici posé, pour abréger, 
=i [o— N=), 
le 4 Vs 
ey Coe 
ALS 


h 
28 


(40) 
D’aprés les égalités (38) et (3g), nous concluons 


d log(%1+ tx) 
2, dx, + Xo AX, + U( 2, Ax_— %,dx,) 


ve + 23 
[2 —$D+Bs+ Curate) +t(u—b)—lu— tut °)| du 


en remplacant z par son expression en éléments simples, 


] 


et, 
— log(a#1+ tx#2) = = — 4 D+ 6[¢(u+ v)—Cu— Ze] 
+ C(u—b)—Cu—C(u+ Pv). 


du 
+C(u+a+e)4 
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Par une intégration, nous avons maintenant 


a 

NOW apa ——-D)u 

os ere [SE ene]? C(U+ a+ 9) o(u b) GG 3?) ; 
ou CuUs(uU+ Pv) 


égalité ot K désigne une constante arbitraire, et qu'il sera préfé- 


rable d’écrire ainsi, en modifiant la constante, 


a 
Lhe me [deat Cree aC 


(41) n+ in, = 9k | C(a+v)cobcus(u+?e) 


Tu 
pour en déduire ensuite 2, — 72». A cet effet, on divisera par 
Vexpression (41) la quantité 2} + 2} = m— <x}, exprimée par 
les égalités (19), (20). On aura ainsi 


On ais om We B opo(u+b+)o(u—a) totes 
(42) @—t% = aera al G(b+v)cacuc(u+e) © , 


Cette intégration faite, nous trouverons maintenant les deux 
autres inconnues V,, 7» sans intégration, par le calcul suivant, 
ot interviennent les relations (8) 


(aE tare) ( M1 U2) = B11 + Lao H U(H21 — 21) 


lL dxs 
= N—@3V3 2 - 
. > “KE 


D’aprés (14), (16) et (23), ceci peut s’écrire encore 


2 
(a = tae )(y1 = tye) == | pu—p(u+ nS (a “)]. 
02 V3 


Par conséquent, suivant les relations (24), 


02 75 


| (2, + t%2)("1 — tye) = 


(43) 
0? BES 


|] (a —im)(yi+ ty) =+ Pw, 


Employant les expressions (25) de ® et ®,, nous trouvons 
maintenant ces nouvelles formules, analogues a (41) et (42) : 


ee Cy pews |e co | eee eee o(u—a,) Be 
Cope: $ u Fb, +e)cac uc(ut+e)~ ; 
1 
o(u+ ¢) F(a, + 0) Fb, Fus(u+e) 
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On retrouve bien, en les multipliant membre 4 membre, |’expres- 
sion (11) de yj +y3, comme il résulte des relations (21) et (23). 


Rotation du corps solide. 


Ici, comme au Chapitre II, nous désignerons par X, Y, Z les 
axes fixes dans l’espace et par A, B, C les axes fixes dans le corps. 


Boe , oT . . 
Les trois dérivées os sont les composantes de la rotation in- 


stantanée relative de l’espace par rapport au corps (1). D’aprés 
la théorie de la rotation, on a donc, en considérant la rotation re- 
lative de l’axe Z (I, 74) 

oT oT 


d 
aE cosAZ = OW: cos CZ — Te 


cos BZ, 


avec deux équations analogues obtenues par permutation circu- 


: 5 : oT : 
laire des lettres A, B, C. Les coefficients oe sont maintenant des 


fonctions connues du temps Z, en sorte que ces équations sont diffé- 
rentielles, linéaires, sans second membre. Les inconnues sont les 
trois cosinus. L’intégration générale comporte trois arbitraires, 
dont une seulement est déterminée par la condition que la somme 
des carrés des cosinus soit Punité. Mais on peut a volonté fixer les 
deux autres en choisissant arbitrairement la direction de axe Z. 
Comparant alors les équations actuelles aux équations (2), on 
voit quil existe une solution ot les inconnues sont proportion- 
nelles 4 2,, 22, 3. On peut donc prendre, d’aprés (33, 19), 


cosAZ cosBZ  cosCZ I 2 _2¢asbs(a+ev)s(b+¢) 
(45) = = a —— as ee ae re Pi —b)\o ay ae a 
wy “2 x3 vm P(Za— 45) preoc(a )o(a+b+¢9) 
D’aprés les égalités (14, 33, 41, 42), nous concluons 
(46) CoC The ee et 
“aa “b 
» cosAZ + tcosBZ 
a J 
ik o(u+P) Fi Boac(b+)s7(u+a+v)s(u— De oe 
= cu ¢(a—b)c(a+b+)cus(u+e) ? 
(47) 


/ 
cos AZ — icosBZ 


eG 
2 ou vee Boebd(a+v)c(u+b+)c(u—a) Gaaak 
E o(u+e)- : o(a— b)c(a+b+9)cus(u+pP) ? 
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Soient maintenant 


© = cosQX -++- z cos CY, 


©y = cosCX — rcosCY. 


Appliquons l’équation cinématique (I, 76), en supposant les deux 
svstémes d’axes congruents et remplacant les composantes de la 
rotation par leurs expressions (1) et les cosinus de AZ, BZ, CZ par 
les quantités proportionnelles (45) 2,, £2, 3. Nous avons ainsi 


oT oT 
1 dee tila des AC Va aiak ye 
© dt & dt aivm De oy 
=a Li V1 + L2V2 
=—sivm(q t 2 ©} ) 
Par conséquent, 
n 
1 de 1 d&y gs¥m sm? ¥y 
CG du & du TY3? a e x£3—m 


Pour décomposer en éléments simples le dernier terme, ona 
ici un calcul analogue a celui qui concernait précédemment o(u). 
Les résidus ont pour expression 


: n n 
—slm"*> v3; —svm PP eye 
) as Ais e 9 r3[pu—p(u+P)] 
du 


et il faut y substituer, a la place de u, successivement a et 
—-(b-+¢), racines de ®, puis 6 et —(a-+ ¢), racines de ®,. 
Pour le premier et le quatriéme pdle, x3 est égal a \/m; pour le 
deuxiéme et le troisiéme, x3 est égal A — \/m; c'est ce qu’on voit 
par les équations (32). Les résidus sont done successivement 


—1, +1, —1;-+-1. En Outre, la fonction s’évanouit pour w, 
infini, c’est-a-dire pour u = 0. Donc 


n 
—— az —_— 
asym). Ws 
e@ x3—m 


=C(u+ta+o)+C(ut+6+9)—C(u—a)—C(u— b)—D,, 


(48) D,=fa+Cb+C(a+v)+0(b+ 69). 
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Si Pon pose aussi, pour abréger, 


sm 
(49) (a 
TY3 
on aura, par intégration, 
eC 2 G(u+ta+v)c(u+b+ 9) 
log eee Se ee, D jp log : ~ const. 
ae one eS ai c(u—a)c(u—b) 


D’autre part, le produit Cc, est égal a celui des deux facteurs 
cosAZ+itcosBZ. Prenant pour ces derniers leurs expressions 


(47), ona 


\ 1 o(u+a+v)c(u—b)c(u+b+0)c(u—a) 
og GE, = log - const. 
2 : 2 c2uUS2(U+ 0) 


9 


De la résulte loge?, et enfin © et Sy comme il suit, en écri- 
vant convenablement la constante d’intégration, 


ane 
; FSasvhbs(u+a+ev)co(u+b+¢) —(F+50,) « 
— 1 ae a E 2 ? 4 
ISCO STAGE E Ne Gla 6) (a = bs 0) ucla + ) : 
(50) 
yo 
c : 7,2 24 6(a+v)o(b+v)c(u—a)o(u—b) Cae 
| COE CC AC ee era 


E, désigne, comme précédemment E, une constante arbitraire. 

On sait (p. 11) que la connaissance de cos CZ, cosAZ + ¢cosBZ, 
cosC.X = tcos CY détermine entiérement et sans ambiguité la po- 
sition relative des deux systémes d’axes, quand on connait le ca- 
ractére de congruence. Ici nous avons supposé les axes congruents. 
La rotation du corps est donc actuellement déterminée. 


Translation du corps solide. 


li faut maintenant trouver, en fonction du temps ou de l’argu- 
ment proportionnel w, les coordonnées X, Y, Z de l’origine des 
axes fixes dans le corps. Les deux premiéres coordonnées sont don- 
nées explicitement en fonction des quantités précédentes; la troi- 

II. a 
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siéme exige une intégration. Pour les deux premicéres ('), on a 


les formules 


X= — (vy, cosAY + 72 cosBY + y3 cos CY), 
dn : 
Woes oo (v1 cosAX+ ye cosBX + v3 cosCX), 
vm 


d’ou nous conclurons [I, 13; ¢=1 et éq. (45) de ce Chap. | 


(X + 7Y)(cosCX —zicosCY) 
_ 1 [yi(cosBZ + tcosAZ cos CZ) | 
S (im + ¥2(— cosAZ+t cos BZ cosCZ) — ty3(1— cos? CZ) 


ou bien, d’aprés (45), 


(X + 1Y)(cosCX — zt cos CY) 
1 EZ sae 2 el et Se 


eS Jim SS m } 


ou encore, suivant les relations (8), 


no) 
<< 
wo 
aie: 
| 
= lise 
Sees 
! 


: : I I dx, aff i 
: ee Yep eee eee 
(X + 1Y) (cos CX — cos CY) Ae ee cao (F Ls vs) | 


a quoi il faudra joindre l’équation conjuguée pour avoir X et Y. 
dis . . . 
Remplacant 7p pat son expression elliptique, nous avons 
(X = tY) (cos GX = tcosCY) 


A rA2 = s 
ot) ees: [Pe plu+e)= z (vm had! all 


sir 


Le facteur cosCX = ¢cosCY est une fonction doublement pé- 
riodique de seconde espéce, tandis que le second membre est dou- 
blement périodique. Done X + ¢Y est doublement périodique de 
seconde espéce. Les deux quantités conjuguées cosCX = i cosCY 
ontdesmuluplicateurs réciproques, puisque leur produit 1— cos? CZ 
est doublement périodique. Donec X + 7Y ales mémes multiplica- 
teurs que cosCX + tcosCY. Nous allons décomposer X + 7¢Y en 


(*) Kircunorr, Vorlesungen tiber mathematische Physik, p. 240. Au lieu de 
X, Y, Z, la notation, dans cet Ouvrage, est a, 8, y. 


‘ 
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éléments simples. L’élément simple type se déduit de la forme (50) 
de cos CX + icosCY; c’est 


ne 1 
t(ut+a+b+-e) =(473m)e 
é 
ou 


Les péles de X + 7¢Y sont w=o et u = — 9; ce sont des pédles 
simples, attendu qu’ils sont doubles au second membre (51) et 
. r é: Pe ro2 , 
simples dans le facteur cos CX — icosCY. Leur résidu est “2? 
SIV 


coefficient de pu et p(w-+¢) au second membre (51), divisé par 
le résidu de cosCX ~— i cosCY. Il n’y a pas d’autres pdles, comme 
on va voir. 

Observons les valeurs du second membre (51) pour les valeurs 
de wu ci-aprés ; a, —(a-+¢), 6, —(6+-¢). Pour les deux pre- 


miéres, on a £3;= \/m; pour les deux autres, 3 —— ms 32). 
Par conséquent, pour les deux premicres, Via Tae — se confond 
iis bi 
7 OS Tv 
avec £;— —; pour les derniéres, avec — (2: — *). D’autre 
J3 J 
, Serene s n , ; 
part, suivant les égalités (24, 25), = (es—= ) est alors égal a 
ps 3 
+ [pu— p(u+¢)], lesigne plus convenant au=aetu=—(b+¢); 
le signe moins, au=betu=— (a+). 


Tl en résulte, pour la quantité entre crochets, dans (51), les va- 
leurs suivantes : 


Ss 


) 
U1, pu—p(u+e)= 4 


e? [pa—p(a+»)]; 


2[p(a+e)—pa], 


u=—(a+?), pu— put ¢) += : (©: ~ ) = 


p 8 0; 

$ 7 Oo 

= = 0) aS (| 23-— —.)) ; 
u= 0b, pu— p(u+ ¢) a (a Vs {2[pob—p(o+ )]; 


o[p(o+e)— pol, 
0. 


u=—(b+9), pu—pli+e)= 3 (2 ~ ) = 


On voit par la que le second membre (51) s’évanouit pour w= a 
et uw = b quand on prend le signe supérieur; pour wu =— (a+ ¢) 
et w= — (b+ 9) quand on prend le signe inférieur. Il en est tout 
de méme pour cosCX = tcosCY. Il s’ensuit que X = ¢Y n’a que 
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les pdles u= 0 etu=—v. hla décomposition en éléments simples 
est donc la suivante : 


Ife al 
25m ; G =a D,) u 
> (X4+0Y)e.? ? 
i ysE | ) 
<. c(a—b)ov c(Uu+a+b+y) _ c(u+a+tb+20¢) | 
~ (a+) c(b+0) cachou c(a+v)c(b+ 9) c(u+P) 
(52) 
—- eee ul 
ae COTY ie (3 a) 
Uaeas 
_  ¢(a—b)se c(u—a—b—¢) Fie |. 
a sacb G(a+tv)o(b+e0)ceu sacbs(u+>?) 


On remarquera que les seconds membres, dans ces deux égalités, 
se déduisent l’un de l'autre par le changement du signe, accom- 
pagné du changement de a et b en —(a+¢), (b+ ¢). Cest 
ce dont on se rend aisément compte par les expressions de 
cosCX = ¢cosCY et celles des constantes. 

La coordonnée Z de lorigine des axes mobiles exige une qua- 
drature; elle est donnée par la formule 


S = U cosAZ = V cosBZ—= W cos GZ: 


Par des transformations successives, cette formule devient 


a7. I . P 
ay — [4 (par+ gyi) + £2(pr2+ G72) + £3( p'a3+ q'¥3)| 
at /m 


I Ul 
= —=|(p'—p)@i+(g— 7)¥sxs+ pm + qn] 
m 


I 


ym 


U(p'— p) (ast Eh) + pm+ qn—h?(p'—p)], 


AT, oe Ss [ 
du irysp ym 

So 
iry3ym 


pm+qn—7yl?(p'—p) 


pu+p(u+e)+pe}. 
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En intégrant et figurant par 6 et 6, les deux constantes, nous 
avons 


(53) Z + const. = 6¢ + d,0[C(w+)+Cu—upe]; 


fl 


Fa lpm + gn as WP) 
A Ea 2 a ae a 


iWrys vm ei isy/m 


Nous avons, on le voit, résolu le probléme qui consiste 4 déter- 
miner explicitement, en fonction du temps, la position du solide. 


Notions générales sur le mouvement du corps solide. 


Indépendamment de toute discussion approfondie sur les for- 
mules que J’on vient d’établir, on peut se faire une idée sommaire 
du mouvement que ces formules représentent. 

Soit § le rapport de l’accroissement du temps a celui de 


> (16), 


1 Ss u 
t = 0— + constante. 


" Gip) rye P 


(55) 0 


Nous supposerons réelle la constante arbitraire 9. L’argument u 
ou, du moins, sa partie variable prend des valeurs soit réelles, 
soit purement imaginaires, suivant que 4 est lui-méme ou réel ou 
purement imaginaire, suivant donc que (p’— p) est positif ou né- 
gatif (7 est positif, car la force vive T est nécessairement repré- 
sentée par une forme positive). 

Comme les invariants sont réels, il y a une période déterminée 


» @, de méme espéce, réelle ou imaginaire, que les valeurs de l’ac- 


296 


i 4 er ériode de temps ty) = ——- 
croissement de w; il y correspond une pério ps fo 5 


Considérons d’abord le mouvement angulaire de l’axe C ou 
axe du corps. Le cosinus de l’angle CZ (46) est une fonction 
doublement périodique, dont une période intervient seulement. 
L’angle CZ reprend donc la méme valeur a la fin de chaque pé- 
riode de temps. 
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Considérons maintenant l’angle ) que le plan des axes C et Z 


fait avec l’axe X. Cet angle est donné par la formule 


ay — cosCX +z cosCY.. 
~ cosCX — tcosCY 


On voit par la qu’a chaque période de temps l’angle 4 se repro- 
duit, augmenté d’une constante , de telle sorte que les fonc- 
tions doublement périodiques de seconde espéce cosCX = i cosCY 
admettent les multiplicateurs e*o correspondant a la pé- 
riode 20. 

Ces deux angles CZ et 4 définissent complétement le mouve- 
ment angulaire de laxe C du corps. C’est un mouvement varié, 
mais qui coincide périodiquement avec une rotation uniforme, 


bo 


de vitesse “> autour de l’axe Z. 
0 


Envisageons actuellement le mouvement de l’origine des axes 
mobiles ou centre du corps. La coordonnée Z est représentée par 
une fonction (53) qui se reproduit, a chaque période de temps, 
augmentée d’une constante Z). Les deux quantités X +7 Y(52) 
se reproduisent, multiphiées chacune par une constante; mais, 
comme onl’a vu, ces fonctions ont les mémes multiplicateurs res- 
pectivement que cosCX + ZcosCY, c’est-a-dire e~*, Le mou- 
vement du centre est varié, mais coincide périodiquement avec un 
mouvement hélicoidal uniforme, dont l’axe est Z et dans lequel 
au temps ¢y) correspond une progression Zo, paralléle 4 axe, et 
une rotation 4) autour de cet axe. 

En réunissant les circonstances relatives au mouvement angu- 
laire de l’axe et au mouvement du centre, concluons que le mou- 
vement de l’axe lui-méme coincide périodiquement avec un 
mouvement hélicoidal uniforme, ou mieux, se compose de ce 
mouvement et d’un mouvement périodique. 

Considérons enfin l’angle 9 que le plan des axes C et Z fait avec 
axe A du corps. Cet angle est donné par la formule 


_ cosAZ + i cos BZ 
cosAZ — icosBZ 


20 


Les deux fonctions cosAZ + i cosBZ ne sont pas, suivant l’ac- 
ception ordinaire, doublement périodiques de seconde espéce, 
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sauf si ?exposant 8 est un nombre entier. Mais, dans tous les cas, 
elles ont la propriété de se reproduire, 4 chaque période, multi- 
pliées par des facteurs constants. L’angle 9 se reproduit donc 
augmenté d’une constante 9. Cette circonstance, jointe aux pré- 
cédentes, permet de turer la conclusion suivante : 

Le mouvement du solide se compose: 1° d’un mouvement hé- 
licoidal uniforme autour de Vaxe Z; 2° dune rotation uni- 


forme (a vitesse # ) autour de Vaxe du corps; 3° d'un mouve- 


ai) 
ment périodique (a période ty ). 


Enumération des constantes. Homogénéité. 


Dans la suite des calculs qu’on vient de parcourir, il importe de 
ne pas perdre de vue les constantes primitives et leur liaison avec 
celles qu’on a été conduit a mettre en leur place. 

Les constantes données sont au nombre de dix, savoir: 1° les 
six coefficients de expression (7) de la force vive p, p',g, q',7,71"5 
2° les quatre constantes d’intégration /, m,n, V3 (4, 5, 6). 

Dans nos formules, on voit figurerimplicitement les deux inva- 
riants des fonctions elliptiques et explicitement les trois argu- 
ments constants ¢, a, b. Les arguments a, et b; peuvent étre omis 
comme déterminés par les précédents. Ce sont donc la cing con- 
stantes. 

La constante d’homogénéité p peut étre omise comme enticre - 
ment arbitraire, ou bien l’on peut encore observer que les fonc- 
tions elliptiques interviennent, dans toutes les formules, avec le 
facteur 9 de maniére a respecter l’homogénéité : toutes les combi- 
naisons qui s’offrent sont, 4 ce point de vue, du degré zéro, 0 et 
chaque argument étant censés du degré 1. 

Avec ces cing constantes elliptiques, les formules présentent 
cing autres constantes que nous deyons distinguer, savoir: 4, y, 
p60, Ogi 

Nous allons reconnattre que ce second systéme de dix constantes 
détermine complétement et sans ambiguité le premier. 

En premier lieu, au moyen des cing constantes ellipliques, on 


- c iD eee ; 
détermine m, es et les constantes auxiliaires m,,'/, s, par les for- 
3 
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mules (33, 34, 36), que nous transcrivons ici : 


2 vm = 0(Za— pb), 


1h = e(Za+-%5), 


(56) oViht+m, h? + 1 = (4a, — 30, )s 
s¥m = z0?[pb+ pa—p(at+e)—p(b+e)], 
sn 


Tait =to?[pb—pa+ p(a+v)—p(b+?)]. 
ee 


L’exposant 8, qui figure dans les formules (47), est déterminé 
par les ac: précédentes, puisqu’on a (40) 


(57) Meee 


Les constantes auxiliaires m,, h, s sont liées aux constantes 
primitives par les relations (12, 23) 


| pm+2qn+ry3z—l 


mm, = — ) 
p= Pp 
qI- la 
58 [Poca 735 
(58) Ae 
Vr(p'—p) 


Quant aux constantes que nous avons distinguées dans les for- 
mules, elles s’expriment ainsi (40, 49, 54, 55): 


pik i [v— ad Ce ee 


d 
ip 8°25 


(59) ~ Gap 


~ ! n 1 2 ! 
a Jim [pm - qnu— ig h?(p ==) |, 


oy = s(p'—P) =. v3 . 
iry3ym isy/m 


Nous venons de reconnaitre que, par les constantes elliptiques, 


: eee mW) , 
sont déterminés \/m, Bx m,, h, s. Maintenant, au moyen de 6,, 
3 
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sont déterminés v3 et, par conséquent, 7. Au moyen de (et y sont 
ensuite déterminés r et g, puis gq’ par la relation 


(60) h=a2ry3(q'— 7): 


r’ au moyen de a, p et p’ au moyen de s et de 6, enfin / au moyen 
de m,. 

Il est done établi que la connaissance compléte du mouvement 
du corps entraine aussi la connaissance des constantes qui figu- 
rent dans les équations différentielles et les intégrales. 

Il n’en serait pas de méme si l’on connaissait seulement la ro- 
tation du corps, non sa translation. Et d’abord, i] est évident que 
la connaissance de la rotation ne peut entrainer celle d’aucune 
longueur. La rotation ne peut déterminer donc que des combinai- 
sons de degré zéro entre les constantes, ce qui en réduit le nombre 
dune unité. En outre, 6 et 6, n’interviennent pas dans les for- 
mules de rotation. La rotation dépend donc seulement de sept 
constantes, et c’est ce qu’en effet on reconnaitra plus loin. 

Il est aisé de trouver, a ce point de vue, les degrés des diverses 
constantes. Par rapport a lunité de longueur, la force vive est 
homogeéne et du degré 2, les vitesses U, V, W sont du degré 1, les 
vitesses de rotation P, Q, Rsont du degré zéro. Il en résulte, pour 
Wile, 0s, ledegré 1; pour, yo. 73, le degre 2; pour p, p', le 
degré zero ;_g, g', le degré — 1; r, r’, lecdegré — 2. 

Les degrés des autres constantes en résultent, savoir: 


—) Ss 6) is) 04 5 eg vf, 6 5 


(61) } : 


Si les arguments elliptiques sont considérés comme de simples 
nombres, 9 est une longueur. 
Expression des éléments elliptiques en fonction des données. 


Pour avoir plus de symétrie dans les formules, nous emploie- 
rons, au lieu de m, m,, n, 2, les notations suivantes : 


Re 3 n — [ 
(62) i == Vie —=Y), /m =p, (/ ie my = 
YS 4 


i 
4 
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Ces quantités, ainsi que s, sont toutes des longueurs. Par leur 
emploi, le polyndme (13) s’écrit ainsi 


(22 + 4, 23 — p? + Gvi) (2 — py?) + 8? (a3 — 9). 


Si, pour faire disparaitre le second terme, on pose 4; = y — 1, 
ce polyndéme deyient 


EON AEF aye oy fog WA at Sha a 
et doit (t. I, p. 119) étre identique a cet autre 
JR OY" POY pe Pp Vor es sp ae))s 
De la comparaison se tirent immédiatement 


as DF 2 2 2 
a OPPO = DVR Se (OF se BE == 8 
(63 ) 


(29% pe = vs (eR pw?) — s2(v sey) 
et cette combinaison, qui servira plus loin, 


(63a) — ph(iapte— gy) = bay} + p+ p?— 92)? 


‘ 


= (3 — w) OF — pI) — sty tye 


Par le théoréme d’addition (t. I, p. 30) on a 


if —= 
pa+ plate) + pea > (2EaP* a? = 32; 
} pa—pPvr : 


done, d’aprés (33) et (63), 


(64) e[pa+p(a+r)]=5[6(1-+p)? —2av7 — wW— p24 82] 


aly 
6 
= $[(2%1 + 5) (av + 2) + s?7— pe]; 


nous avons ensuite, d’aprés (36), 


(64 @) e[pa—p(a+e)]=s(u—y), 


Par ces deux derniéres relations sont connus paet p(a+ pe). 
D’aprés les mémes égalités (33) et (63), nous avons de méme, en 
changeant les signes devant s et u, 


pP*[pb + p(b+9)] =¢[(a— 5m) (2% —p) +s? — wP], 


(65) | 
e? [pb — p(b+9)] =s(u+y). 
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De ces relations (64) et (65) se concluent les suivantes : 
e[patp(a+v)—ape| 

== (Vert 2)? 9 (294 wt pt — 5?) = ou? — pit s*§ + Ap), 


oe [pb+p(b6+°)—2ape]=3[p?— py? + 8? — Gyp]. 
Par le théoréme d’addition, ona 


pa—pe —p(a+ev)—p'»_ pla+p'(a+e)_ pla—p'(a+v)—ap'p 


pa—pe p(a+e)—pe pa—pl(a+ev) patp(at+ev)—ape 


DES 


Remplacant oz, par p+ y, (33), on conclura, au moyen de 


(63) et (64 a), 


e[patp(a+v)]=2s(p—v)(p+%), 
e[pa—p(a+v))=3(u—v)+p(p?— pi) + 4yip(u + p). 


Semblablement, nous aurons 


PlLpo+p'(o+e)J= 2s(v+p)0i—#), 
el p'o—p'(6 + )] =—s?(u+yv)— p(w?— pt )—4vi ei — 2). 


Des calculs analogues donnent les fonctions p et p’ d’arguments 
a,, b,,a, +9, 6,+-¢. Voici les formules pour les fonctions p : 


{ p?[pbi+ p(h1 +%)] = (v1 + p1)?— $ (2v} + p+ p? — 82), 
e[par— pldr + %)] =s( pray. +). 
= 


(66) 


e2[pa+p(a+e) (v4 — pa)? — § (2v? + e+ pi — s?), 


Pl pa — p(a+ %)] =s(pi— 2% —v), 


Nous aurons tout a l’heure besoin de connaitre aussi les fonctions 
p et p’ pour les deux arguments — (a+ 6+ ¢) et (a— 6), que 
nous désignerons par py et %, 


P=—(a+b+>¢), 0, = a— b. 


Le calcul n’offre aucune difficulté parle moyen des formules pré- 
cédentes, mais il contient des réductions remarquables. On trouve 
Wabord, dans ce calcul, les résultats suivants : 


plia+-oj—p eo. I sy 
ee 
iy 


Cae - 2 
p(a+ev)+p(b+e) _ 


ep(d+vr)—pa _ I sy 
2 p(6+v)—pa 


69 
(67) pe patpb— 


NY'TO wlio 


2 pa—pb p(a-+°)—pl(o-+e) 
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On a ensuite 


I s2y2 / 
= 2 a 2 = oe ey 1 oe 
SI So 32) Seat 2 ; p(pe—py)=— vit 5 8, 
58 ; Wy I Sy s2y2 
Ce) ela eG ~) Sere (w Cees ae)” 
\ i 
\ pep ts = v8 (Va) FS CUP — 7). 


Sur un cas particulier. 


Les formules de la rotation se simplifient d’une maniére remar- 
quable dans le cas particulier ot l’argument constant ¢ est sup- 
posé nul, et nous allons nous arréter un instant a ce cas. 

Par la théorie générale de l’inversion, on sait déja (t. I, p. 133) 
que c’est ici le cas ot le polynéme (13) se réduit au troisieme de- 
gré, ot l’on a, par conséquent, 

P=P. 

D’aprés Vintégrale (5), (m— a3) est une quantité positive; le 
polyndme (13) prend done des valeurs positives pour des valeurs 
de 23 comprises entre Vm et Si tandis que, pour 23 = = vm, 
il est négatif. Ce polyndme a donc trois racines réelles. Le dis- 
criminant est done positif. 

L’hypothése » = 0 rend infinie la fonction z(17). Mais, si l’on 
prend la différence de deux pareilles fonctions, d’arguments dif- 
férents, on a 


ee ek ee C(a+v)—Ca—C(b+)+ Cb 
v=o Vv Vv 


=pb—pa. 


La formule (46a), qui donne cos CZ, se réduit a celle-ci 


2pu—pa—pb 


ZL_= 
cosG eee 


b) 


toute semblable a celle (IH, 19) qu’on a rencontrée dans le mou- 
vement d’un corps grave de révolution. Les deux formules coinci- 
dent entre elles si l’on remplace les arguments actuels b et @ par 
ENS Oh) Cs, = BP 

En cherchant ainsi les formules de ce cas particulier comme 
limites des formules propres au cas eénéral, il faut d’abord faire 
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en sorte que la relation entre le temps et l’argument variable wu 
soit composée en termes finis. Supposant p'— p infiniment petit 
du second ordre, il faudra done supposer ¢ infiniment grand du 
premier ordre (55). 

La quantité s est ici infiniment grande du premier ordre (58); 
m, et h sont infiniment grands du second ordre, ainsi que y, et 
u, (62). En outre, », a méme partie principale que + 2y,, sui- 
vant le signe choisi devant le radical \/+ h2-+ m?. Disons que la 
partie principale de p, est 2ev, (e = +1). 

Dans les formules (63), les parties principales des seconds mem- 
bres sont alors 2vj + pj ou 67 pour la premiére et v,u7 ou Gy} 


pour la seconde. Il faut en conclure que é a pour partie principale 
—y, el que ¢ est infiniment petit du premier ordre. 

Les formules (64, 65) donnent, pour pa et pb, des expressions 
fimies, 4 cause des termes 4y; — p{, dont les parties principales 
se détruisent dans les seconds membres. Ainsi la formule qui 
donne cosCZ a un sens bien déterminé dans ce cas limite. 

Quant aux arguments a, et b,, on voit par les formules (66) 
Giesan, deux est, aul; 9c est Oj, 1cl Wi== 2), ¢ est, au coutraire, 
@,, Sl py = — 2y,. Celui des deux qui n’est pas nul est égal a 
= (a — b), comme il résulte de la relation générale (26) entre les 
quatre arguments. Enfin, la relation harmonique (30) est satis- 
faite par la coincidence de trois éléments. 

Examinons maintenant la limite des formules (50), qui donnent 
cosCX + icosCY. En y remplacant D, et y par leurs expressions 
(48, 49), on a, pour limite de ces formules, 
cacbs(u+a)s(u+ b) 


cosCX +zucosCY= 2, Si SUC AE 


e—(Ca+tb)u e—-qV¥m it, 


2 cachs(u—a)c(u—b) 


ellarthu eqVmit. 
EK, o(a—b)o(a+ b) ou ; 


cos OX — 7 cosGy = 


Si, au lieu de b et a, on met a, et — a, ces formules different des 
similaires, obtenues au Chapitre II (III, 29, 30), par le seul fac- 
teur eFIvmit, 

La limite des formules (47) se trouve d’une maniére un peu 
plus compliquée. Il faut, pour lobtenir, connaitre les deux pre- 
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miers termes du développement de Gv. Pour les avoir facilement, 
prenons la formule (33) 


= 2 = a4 y= Cat v)—Cat+t(b+9)—Cb—2bo. 


En supposant ¢ infiniment petit, elle donne 


—{e=— 4 sO(pb+pa)+.... 


iy 


On a de méme, par une autre des formules (33), 


ayim 
e 


=(pb—pa)-+..., 


en sorte qu’on peut écrire 


_vm pbob+pea 


Coa : 0 pb—pa T e016: 
De la résulte (40) 
1 hs(q'—q) a 
Aaah a 
Boe i aan Dae vm(q' CD iy irs ee 
EERE: ee Be ee Be aes 
; pir = aa q’ Mel age a) 
a—s a aa ; : : 
( ae co)u=|Vvin(g apes Le oral r)| ea ire 


la lettre f désignant, pour abréger, la quantité réelle entre cro- 
chets. 


fe) . . . 
D’autre part, en meltant — -- pour la partie principale de ¢, 
4 


8 8 
| =[1-£tu...] ; 
ou vy 


»)78 eB ie 
a eel +4 Parop “ gu iat 


ona 


ou ~~ ? 


ott il faut observer que £ est une quantité finie. 
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Si lon tient compte de Vexpression (37) donnée pour D, on 


obtient ainsi la limite des formules (47) : 


me 
Sa? ee ae aE ts hae O(U + a) 6 (u ~b) eo_tadu eft 
c(a—b)c(a+b)cu 4 


p 
Pe me Aah ey A ' = rome 7-4 
PROT an cosh 7 2 » 2 a Cuoas bo (u-- b) o(u a) (Ca—Cb)u Bre 
1D) t(a— b) c(a+ 6) 72 u 


Si Pon y met encore a, et — a au lieu de b et a, on a encore 
ici des formules trés semblables aux similaires obtenues dans le 
Chapitre III (IIL, 26, 26a). Mais, dans les équations actuelles, la 
premiére exponentielle constitue cependant une différence bien 
notable. Cette exponentielle disparait quand on suppose g = g/' 
dans l’expression (7) de la force vive. L’hypothése g = q/ est une 
de celles que l’on peut faire, en effet, et elle répond a un cas im- 
portant, comme nous le dirons plus loin; mais il n’y a pas lieu de 
la faire en méme temps que la supposition p= p' dont nous nous 
occupons actuellement. En effet, ces hypothéses, faites a la fois, 
ont pour conséquence de réduire au second degré le polynéme (13) 
et de faire dégénérer les fonctions elliptiques. 

C’est donc seulement a l’égard des formules qui donnent cos CZ, 
et cosAX + ¢cosAY que le rapprochement avec les formules du 
Chapitre III a de Vintérét. On conclut de ce rapprochement que, 
pour le cas p = p’, la rotation de l’axe du corps et celle de l’axe 
Wun solide pesant de révolution, dans le vide, different seulement 


par une rotation uniforme (de vitesse g\/nv). 


Discussion des formules. 


La discussion que nous allons faire a pour but de préciser la 
nature des constantes figurant dans les formules, en distinguant 
les divers cas qui peuvent se présenter. 

Dans tous les cas, la constante m est positive et la variable x; 
ne peut acquérir que des valeurs comprises entre — \/m et+/m; 
c’est ce qui résulte de l’intégrale (5). D’autre part, la méme va- 
riable v3 doit prendre des valeurs qui rendent positif le polynéme 


F(z) (13), tandis que les valeurs == \/m rendent ce polynédme 


négatif. Il y a donc toujours, entre y/m et — \/m, au moins deux 
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racines réelles de I’, et c’est entre ces deux racines qu’oscille la 
variable 23. 

Nous distinguerons trois cas principaux, suivant les signes de 
(p'’—p) et du discriminant. 


I. p'—p>o. 


D’aprés l’égalité (11), les valeurs que prend z; rendent négatif 
le polynéme (x3; +hx;— m,). La constante r est, en effet, posi- 
live comme coefficient d’un carré dans la forme quadratique posi- 
tive T (force vive). Il en est donc ici de ce polyndme comme de 
(a3 — m): ses racines sont réelles et comprennent les deux ra- 
cines de F entre lesquelles oscille zy. 

Le coefficient de x}, dans F, est ici positif. Le polyndme F est 
négatif pour les valeurs de 2; égales aux racines de (x};— m) et 
de (x; + hx;— m,). Donec F a encore deux racines réelles com- 
prenant entre elles les quatre racines des polyndmes du second 
degré. Soient x’, x", x”, x les racines de F; on aura ainsi 


=O vn ? | a 


— Pe GH ROE weak it a, 
py ee ~ltn+eyiRe ie 
0 lO OA zyhAt+V7h?+m, 


vm, 


a 


Les quatre racines de F étant réelles, le discriminant est positif 
et estiréel (tl) p. 123.)5entoutre:(t: Lip: £29), = . — w’ va- 


rie @un multiple impair a un multiple pair de la demi-période 
réelle quand x; varie de x” a x". La relation précise entre ¢ et wu 
doit s’écrire 


(69) u=w'— = + Fs, 


de maniére que l’origine des temps corresponde a 23 = 2". 
Les arguments @ et b correspondent aux racines de (x;—m); 
Pune est entre x’ et x", l'autre entre x” et x’. Ces arguments ont 


done (t.I, p. 129) les formes suivantes, si l’on suppose \/m pris 
positivement dans la formule (32), 


? . 5 
(70) Oe la ee ae 
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ot a" et b” sont réels. De méme, pour a, et by, 


cee ee y oe 
(71) ye lta Oj OS 104. 


Suivant (28) et (29), on aura 


a+ a, = b+ OY =20¢'," 


CS SS SUE 5 a= ? 
2), 
) sh SS 
w=+-— +c", b=—i-t 
), 2 
En prenant arbitrairement les deux arguments purement imagi- 


$ 5 - : ” 
naires a’, b', dont les fonctions p seront réelles, puis c + — pure- 
: 2 


ment imaginaire et arbitraire, on aura, par la relation harmo- 
nique (30), pw conjugué de pc; d’ou résulte, pour ov, la forme 


Vv . A ? * . r 
mee celle de ¢ étant -— ass woe De larcsultent:a, b,a).°b;, 7 


sous les formes ci-dessus. 

Les caractéres que nous venons de mettre en éyidence ne se 
reproduiront dans aucun autre cas; aussi peut-on conclure ainsi : 
Prenant des fonctions elliptiques a discriminant positif, v réel, 
u, a, b, a,, b, sous les formes (69), (70), (71), avec les con- 
stantes 4, y purement imaginaires et 4, 6, 6, réelles, on aura, 
par les formules trouvées précédemment, la représentation du 
mouvement dans Lun quelconque des cas ot p'—p est positif. 


ll. p'i—p<o, Ay 0: 


Le polynéme F, dans ce cas encore, a quatre racines réelles. 
Supposons ces racines dénommées, comme tout aVheure, 2’, 2", 
al", x etrangées ainsi par ordre de grandeur, mais dans l’ordre, a 
volonté, croissant ou décroissant. La variable 2; reste comprise 
entre deux des racines extrémes, que nous supposons étre 2” 
etx. Les deux quantités + Vim sont Pune au dela de x", l’autre 
soit entre x" et x”, soit en deca de x’. De la deux cas fort distincts. 

Dans le premier de ces cas, le binéme (m— x3) est négatif quand 
xy est compris dans l’intervalle (z’x"), intervalle ot F est positif. 
Comme (p’—p) est aussi négatif, il faut que (m,—hx,—x}) 

Ul. i) 


. 
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soit posiuf dans cet intervalle, sans quoi le polyndme (13) F ne 
pourrait étre positif. De la résulte que les racines du trindme 
(x3 + hx; —m,) sont réelles et comprises, lune entre 2” et 2”, 
Pautre en deca de a’. 

Dans le second cas, au contraire, celui ot les deux quantités 
++ \/m comprennent entre elles les quatre racines de F, Jes racines 
du trindme (xj+/a2;—m,) peuvent étre imaginaires. Si elles 
sont réelles, elles sont toutes deux, soit entre x” et x”, soit au dela 
de x’, soit en deca de 2’. 

Nous allons facilement reconnaitre comment on peut choisir les 
arguments a, b, a,, b, pour que les formules correspondent a un 
quelconque de ces cas. Il suffit, a cet effet, de se reporter a la dis- 
cussion qui a été faite dans le tome I (p. 127 4129). 

En premier lieu, ¢ est réel et uw est de Pune ou l'autre des deux 


formes 
(?) toe 
| aay fr ec 6! 
(BS) “u= 3 lot i == li). 
| mig SS eahe, 


ou 9 est réel. 

Preminn cas. — L’une des deux quantités + \/m est dans Vin- 
tervalle (a", a”). — En ce cas, l'un des arguments a, 0 est réel, 
Pautre égal a + wo’, plus une quantité réelle; ilen est tout de méme 
pour a, et b,. Sans restreindre la généralité, on peut supposer 
ata,=b+5, réel. Alors les arguments auxiliaires (28, 29) w 
etc sont réels; a’ et 6! sont Pun réel, autre réel = w’. On obtient 
donc les formules propres a ce cas, en prendnt les termes de la 
proportion harmonique (30), de telle sorte que pw, pe et pal 
ou pb! soient supérieurs a e, et le quatricme compris entre es 
et e;. Pargument variable a Vune des formes (72); les con- 
stantes 4, y sont réelles. 


Devuxtime cas. — Les deux quantités ~\/m comprennent 
entre elles les quatre racines du polynéme F. — Les trois 
arguments a, b, ¢ sont alors réels. Les arguments a, et b, sont 
des imaginaires quelconques si les racines de (23 +hae;—m,) 
sont imaginaires ; ils sont tous deux réels ou tous deux réels 
= w’, si les racines de ce trindme sont réelles. 

I] s’agit de trouver, de la maniére la plus générale, les argu- 


CHAP. 1V. — MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI. 179 


ments a, b, a,, b,, ¢ pour satisfaire ainsi aux conditions (26, 27). 
Posons, a cet effet, 


uw =1( w—c—a+b')=1( v+a —bd), 

uw =l(i—w+e a b')=1(— +a —d), 

(73) % =1(—w—c+a'+b')=1(—9—a —)), 
1% =1( wto+a+h')=t( o+a,+ b,). 


Il en résulte 


U) = Of = w—a', uw = v', =—(w+a'), 
Uy + =—(ce—J'), U0 = C+ 6, 
uy — %; =—(e+a’), Ee ae 
Wyte we, uy y= —(w—d'p 


Le rapport (27a) conserve donc !a méme forme avec les argu- 
ments wu), u,, ©), %, remplacant respectivement ww, c, a’, DU’, et 


Von a, entre les fonctions p, la relation analogue a (30), 

(74) (PU — Po) (Pur — Per) + (Py — PH) (pu, — pen) =o. 
Puisque a, b, 9 sont réels, wy, v,, %, sont réels aussi. On devra 

donc prendre Puy, PU, PM réels et supérieurs a e,, quelconques 


dailleurs. Le quatriéme terme po’, en résulte. Il est réel. Les 
arguments a, et b, sont alors déterminés par les deux égalités 


a, — 6, = b6—a, a+b,=2¢',—¢. 


Si pe’, est supérieur a e,, e estréel; a, et b, sont réels aussi. Si 
pe, est entre @ ele, ou inférieur a e3, ¢, est purement imaginaire 
ou purement imaginaire a une demi-période réelle prés; alors a, 
et — b, sontimaginaires conjugués; si pe, est entre e; et Cy, ¢’, est 
réel sauf une demi-période imaginaire, et a,, b; sont réels + wo. 

Les trois particularités, relatives aux racines de 


(23 + h2x;—m) 


et signalées plus haut, se retrouvent nettement: on obtient les 
formules propres au cas envisagé en supposant a, b, a, by, v 
déterminés par les arguments aucxiliaires uy, u,, %), °, (73) 
dont les trois premiers sont réels et le quatriéme déterminé par 
la relation (74). Les constantes 9, 6, 0, sont purement imagi- 


naires, ety réels; u a la forme (72). 
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Ill. p’—p<o, NO. 


Le discriminant étant négatif, le polyndme F a seulement deux 
racines réelles z', x”, comprises entre les deux quantités = Vm. 
Le trindme (2; + hx;—m,) a ses racines ou imaginaires, ou 
réelles et ne comprenant pas x’ et x” dans leur intervalle. 

On obtient les constantes propres a ce cas par les mémes for- 
mules que dans le dernier cas; il faut supposer pw), pw’,, pv, supé- 
rieurs a@, : suivant que pe, déterminé par l’égalité (74), est supé- 
rieur ou inférieur a é,, les racines du trindme (x}+ ha,— my) 


sont réelles ou imaginaires. 


Décomposition de la rotation. 


Dans les formules (47, 50, 46), changeons les notations comme 
Sutter 


/ uU=— Uo, 9 = Ul, -+ Up, 


(G) Se +(% + 01 + Up + Uy), 42=—1(%—%+u+t,), 


~ ~ nes (8) aan ca 
CO) sea es Epa |e] ele 3) 


“¢b5(a+e) ou 


eee 
Go =— E, Pare 


Ces formules s’écrivent alors ainsi : 


yaa 2G Uy +o; ute 
cosAZ + icosBZ = a i [ - 1 1 0 0, 
Tlly TH) TU, TH 9 
; 2 Uy — Oy Huy te 
cos AZ — ¢cosBZ = — = = i [ - 1 1 0 0, 
Gy Fly TH) TU, ory 2 2 
a : 2. Go Up + 0) EU, He 
cosGX-+tcosCcY= = i | - 0 0 ! i. 
FT Ug omy TU, TV, 2, 
\ : 2 Up — V9 Huy Ee 
cosCX — tcosCY = — = E [ - 0 0 i he 
Go Fly TH) TU, TH, 2 ; 


a[o(u + e) —fu— te] —[b(a+ 9) —Ca— fe] —[tb+0)—Lb—zo 
BGR Cate CF a 


Ug + Uy vote 
20 Uy t+ 20 uy s ages vee ere 
2 


COSA 


See Se es) 


2 2 
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On reconnait la les formules (I, 26, 27, 32) de la composition des 
triédres ; les lettres X, Y, Z remplacent 2, 7», z et A, B, C 
remplacent 2,, 71, 2,- De plus, dans ]a composition des triédres, 
les deux systémes d’axes sont congruents ; ici il en est de méme 
poures, ¥, Zet.A, B,C. 

On est done en droit de conclure (p. 11) que la figure com- 
posée des six axes X, Y, Z, A, B, C coincide entiérement avec 
celle qui est composée de deux systémes d’axes définis, comme 
il a été dit dans la composition des triédres, par rapport a un 
troisiéme systéme a, b, c au moyen des arguments wo, Vo, Wy, 
et des quantités Go, G,, telles que nous les donnent les formules 
du Chapitre I. Ces formules représentent deux mouvements My, 
M,, pour lesquels les éléments variables sont les arguments wo, wy. 

L’argument wy varie proportionnellement au temps. 

La quantité Gy (75) est une exponentielle du premier degré 
par rapport a wy. Donec My est un mouvement a la Poinsot. Ul 
nest réel toutefois que si le discriminant est positif, la variation 
de wy réelle et si %) est purement imaginaire a un multiple impair 
prés de w. Ces conditions sont satisfaites effectivement dans un 
cas, le premier de ceux qui ont été discutés plus haut, celui ot 
(p’— p) est positif. Dans le cas opposé, la décomposition n’est 
point réelle, et c’est un fait bien digne de remarque, quoique 
sans intérét cinématique, que la décomposition d’un mouvement 
effecuf en deux mouvements imaginaires. 

Nous avons donc a étudier la décomposition dans le seul cas 
p' — p > o. Quand la constante 6 est nulle, le second mouvement 
composant est encore un mouvement a la Poinsot. Mais, en gé- 
néral, décomposons Gy, en deux facteurs, dont Pun soit une 
exponentielle du premier degré. En ne prenant que ce dernier 
facteur, nous aurions pour M, un mouvement a la Poinsot, dans 
lequel les axes X,, Y,, Z,, différents de A, B, C, seraient les axes 
mobiles, liés au plan roulant. Pour faire coincider X,, Y,, Z, 
avec A, B, C, il suffira ensuite de faire tourner les premiers au- 
tour de Z, d’un angle ¥, tel que e’? soit égal au facteur néghié. 

Nous pouvons done décomposer la rotation actuelle en deux 
mouvements a la Poinsot, en y joignant une rotation variée, mais 
effectuée toujours autour d’une méme droite. Cette décomposi- 
tion, qui nous offre un théoréme analogue a celui de Jacobi sur 
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la rotation d'un corps grave (p. 95), va étre examinée en détail. 

Les éléments du premier mouvement My sont enti¢rement dé- 
terminés par les formules (75). Quant au second mouvement a la 
Poinsot, que nous appellerons M), nous avons a choisir, pour 
lui, la quantité G,, exponentielle du premier degré en w,, et nous 


poserons 


*+s5 1 
Rot ACE cae ea 
56 — E 
CS) Gs ob s(a+)° : 


en désignant par % une quantité arbitraire. 
La rotation J est alors définie par l’égalité 


_B a x= 
vie |= +0) av 2 0 ; 
Oo Ul 
dou, en différentiant, 
.av 4—%—S 
i— = B[C(uw+)—Cu—Ce] + ———_. 
du B[ SC ) ¢ c ] 5 


ou bien (69 et 46) 


1 


dy ef (4a— 45) CoOSZ,Z + 24+ 2p Pens 
dt 10 2 + 5 


Ainsi la vitesse de cette rotation est de la forme 


aves McosZ,Z+N, 
dt 


et les deux constantes M, N ont pour expression 


6B 


| Mil Ss 70 (4a— %b), 


(77) | 
N = 


Il est manifeste que les deux mouvements My, M', concordants 
(p- 75) sont dailleurs tout a fait arbitraires. Etant donnés, ils 
déterminent les arguments a, b, v etles constantes y, x +s. Si l’on 
prenait arbitrairement M et N, les constantes 8 et «—x—s se 
trouveraient par la déterminées. Mais (6 est liée aux autres con- 


one) 


—x—s 


CO mee aie 
rg Saris) erga 


wile 
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stantes; de plus, on peut prendre N nul. Ona donc la proposition 
suivante : 


Par rapport a des axes fixes a, b,c (axes de symétrie de deux 
ellipsoides ou hyperboloides), deux systémes d’axes X,Y, 7% et 
X,, Y,,Z, sont anitmés de deux mouvements concornants a la 
Poinsot. Un autre systéme A,B,C, o& Vaxe C coincide avec 
Z,, est antmé autour de 7, d’une rotation dont la vitesse 


tnstantanée est 
dy 


im M cosZ,Z- 


Si la constante M est convenablement choiste, le mouvement 
relatif de A, B,C par rapport @ X,Y, Z n'est autre que la 
rotation Rd’un solide dans un liquide, dans le cas ott, la force 
vive ayant la forme (7) envisagée ict, p'— p est positif. 


Nous devons traiter maintenant les deux questions suiyantes : 

1° Trouver les constantes de la rotation R, c’est-a-dire les coef- 
ficients de la force vive, elc., en supposant les deux mouvements 
composants donnés ; 

2° Inversement, trouver les mouvements composants, étant 
données les constantes de la rotation R. 

La solution de ces deux questions doit, bien entendu, étre en- 
tigrement dégagée des fonctions elliptiques. 


Détermination des constantes par celles des mouvements 
composants. 


Dans ce premier probleme, les données sont deux mouvements 
ala Poinsot concordants My, M;. 

Ces deux mouvements sont définis séparément et la correspon- 
dance entre eux est établie, comme il a été expliqué au Chapitre II 
(p- 79), au moyen d’une position donnée pour les deux systémes 
daxes eX gal oy Lio Ct yy 15 Las 

Les notations relatives 4 ces deux mouvements seront ici les 
mémes qu’auw Chapitre II (p. 76 a 79). 

La quantité z, constante arbitraire d’homogénéité, est lide a la 
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quantité analogue ¢, qui a été employée ici. On a 


au Ou — (0 


— = 
Sars 


dt di ©? 


(e) 


sass 


Tout d’abord les deux constantes A et B (II, 56) fournissent 
immédiatement deux de nos inconnues. On a, en effet (33) 


A =f[¢(a+)— Ca—C(b+)+Cb| = § (Sa—46) Sack 


B= [C(a+e)—Ca+l(b+0)—Cb—200] =F (sa-+25) = = 


Pour continuer la recherche, employons les formules (63) a 
i 2 3 / 2 ‘tI i 
(68), qui donnent o? py, p? p’v, o? pro, ... en fonction des cing 
constantes »., ¥;, ¥, ¥;, 8, dont nous reproduisons, a l’égard des 
quatre premiéres, la signification (62) 


I — I 
pea <= V, (/m=p., / fle mi = 


Ce sont seulement les rapports de ces inconnues a 4 qui pourront 
étre déterminés ; deux d’entre eux viennent d’étre trouvés, savoir : 


ee v4 


(78) a= aA, R= = B. 
‘Des équations (63), (68) on tire 
v2 + p2— ov? = 20?(2pe,; + pp), 
par conséquent 


(79) Fi — — © (A?— 9B?) + 9(ac%po, + 2pp). 
4 


Prenant ensuite les deux combinaisons suivantes 
e(sp'o, +2avp'e) = (pe — per) (pn? — p?), 
r ' at U — Wyte 
P(uip eit ssp) =(pe—po)v+y)s, 
on en conclut 


12 
‘ 


| ep’ yy + Brp'y = (spo, — po) (He — : ), 


Olu 


(80) | 
Bate, pe ve 2p 9 — 2 beaea! <i 
Bupior + 5 “PY = A Gh pe aa pon) (5 a? 


v 


, . acy 8 . 
équation dont la premiere donne 5’ pus la seconde 5 
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Ainsi, déja sont déterminés sans ambiguité les rapports de 


1 : \ ¢ 
Vm, h,, s; —a 94 et celui de m, 482. 
? ’ Ny 1 


Considérons maintenant les deux exponenticlles Gy et G, qui 
achévent de caractériser les mouvements composants. Elles ont, 
comme on sait (II, 6), les expressions suivantes 


— (ie 58460) 1 AC Se) 
(Gy = lan 2 i ? Ghekhie : @ ’ 


ot ky, Ay sont des constantes arbitraires, qui n’ont a jouer aucun 
role. En mettant, pour wy et w, leurs expressions (75) —u et 
uw —+-¢, on voit que le coefficient de w, dans ’exponentielle Go, est 


g hy I : hy 
ie + CV = le + TOV) > 
Y-0 Tv To 


tandis que, dans lexponentielle G’, , ce coefficient est 


50 \ It Moos 10 
— (ie + co ) = — (is ae tor) : 
4 T hy 


c’est ce qui résulte de l’égalité (II, 48) 


i Om 


ny No 


D’autre part, d’aprés (75) et suivant l’expression (48) de D,, ce 
coefficient, dans Gp, doit étre 


v aye T 
ee = Fee \ ea : 
— (1+ 4D,)=—2}h+ Sites eo -C(a+v)+C(b+)]); 


\ 


tandis que, d’aprés (76) et suivant l’expression (37) de D, le coef- 
ficient analogue, dans G',, doit avoir pour expression 


Fentens 


[Co—Ca+ C(6+ ¢)—-Cas ey! 


| 
i) 
I 
alr 
Mela 


A 
a 
\ 


Nous avons done les deux équations suivantes : 


oe sp ata tae +Cb+C(a+v)+C(b6+9)+2C%»)], 
7) No 2, 


Fla “t= [tb —La Bebe Clase a Conyh, 


Six 
= 
\) 


186 DEUXIEME PARTIE, — APPLICATIONS. 


D’aprés (75), les arguments a, b + ¢ et %) ont zéro pour somme, 
et aussi les arguments b, a+-¢, ?. Par le théoréme d’addition 
des fonctions € (t. I, p. 138), on a donc, suivant (67), 

1p(b+er)—pa 1 


I sv 
be ) ye = =—_— 
Ca+C(b+9)+ Cro= CS ae a ame ) 


aja 
a 
ors 

| 

wie 
ails 
Si< 

ea 


Tare en ee A 
ES SO a IS 2 p(ate)—pb “ 9¢ 


rs 
S 
+ 
wl 
sl2 
~—— 
| 
Co J 
aS 
Se 
+ 
Nils 
ala 
ae 
Se 
° 


Nous avons, par conséquent, 
; 1 i 
(81) me 


De méme, enconsidérant 6, — a, »,, dont la somme est nulle, 
et b+», —(a+¢), ¢, dont la somme est nulle également (75), 


ona 
(D+ 9) — Ea 0) -+bey = — 5 EEO EEE _* (ute) = 2(—E 4a), 
ye te ee 


La quanuilé purement imaginaire z, qui se trouve ainsi déter- 

minée, n’est nullement liée au mouvement résultant, mais elle va 
ea : eh é 

servir a déterminer a C’est en prenant enfin les expressions (77) 


des constantes M, N, derniéres données du probléme, que nous 
achevons la solution. Nous aurons, en effet, d’aprés les équa- 
Lions (78), 


iM 
C= , ic 
a—x—s  NA—MB 
aD) oi A / 
Nous concluons de la d’abord, 8 devant étre égal a i 280 
25 


constante M doit étre prise égale a 


(83) Wie Sa 


2 Ss 
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En second lieu, prenant N = 0, nous avons 


C—- Ss hy it 
84 a ed pe 
(84) AY ny He re 
i quoi il faut joindre 
(85) g=—Bs. 


Par les égalités (81, 84) sont déterminées les constantes pure- 


A 


: ius a ; : , 
ment imaginaires i 9 en fonction des données et de la constante 


° . . AY on . r a ap, 
urement imaginaire =- Cette derniére est fournie par l|’égalité 
8 ry § 


(80). Les cing constantes trouvées en premier lieu et ces deux 


aA eG! 
derniéres e? 5” 


lives a la rotation, que l’on a prévu plus haut (p. 169). 


constituent le systeme de sept constantes, rela- 


Détermination des mouvements composants au moyen 
du mouvement composé. 


Des égalités (II, 7), appliquées successivement aux deux mou- 


A a u U. 
vements a la Poinsot, on conclut, en remplacant ~; pata t eb 
0 1 
p 
<, puis = par @> 
he—ae,, € pp’ 
Vee, PINOy EE Poo eee vel, 
Ny ho eC ae PES) OW) By 
h? — az € oF p' ry 
Seb ee FEY 5s 2e Ae one) NS a Te 
ae (p%€q— p? pr) ae 
Ecrivons ces égalités sous la forme suivante : 
hi — ae € 03 p' vo 
86 Oe OM GSO) = Soy 9O)| = = == 
(86) rates (lee Octet ta) eC Kd Toe 3) hay 
hi? — a} & pep’ ey 
8 Sh Pea OO) = Et) 0) = a = ES 
( i) ny hy Ls ( a J ) t (J 1 J )I i 2 ? 


et observons que les trois quantités 9?(e,— pv) sont racines de 
’équation 

4(X+ p?pe)e— phga(X + p?pe)— p°gs=o, 
c’est-a-dire 


4X3+- 1292 pe X2+ pt(12p2» — go)X + pop?" =o. 
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188 
On a calculé plus haut (63, 63a) les coefficients de cette équa- 
tion, en sorte que l’on a immédiatement l’équation résolvante 


4X38 + 2(9v? + p2+ pw? — 5?) X2 


{— p2)—s2(v-+y,)]2?=0. 


hve 


|= 


re v2 + 2+ 2? — 52)2?— (v2? — po?) (vi — we?) — S209 + vy ]x 


+ 


_—s 


Remplacant 0?(pey)— pv) et 03 p’e) par leurs expressions (68) 


dans Végalité (86) et posant, pour abréger, 


nous concluons la détermination du mouvement composant My, 


comme il suit. 
Soient X,, Xg, Xy les racines de l’équation résolvante, on aura 


f h? — a? h2 — 5? (DR = 16K 
GX eee) 0 0 — Xe seta 0 0 = XG wife 0 0 
canes Ny ho ( 6 $0) no hy (Baeso) Ny ho 
Sry \— 
)} 


a quoi il faut joindre l’égalité (81) 


ho v EL Sy 
mee [at coe . 
No 2 tOp 


on détermine le mouvement composant M‘ au moyen des égalités 
wh oo 

Kee 1 1 

( &1) ny hy 


| 


ereitens hi aj r ia hi — bj 
(Xo &1) =(X, + G1) —— = = 
ny hy P ry hy 


2s I 
Si \ 1 & } eke, ys 
REET [Gre v1) + ie “| 
8 Nay aa Bon 
ny AD) 


En outre, la concordance des deux mouvements Mo, M’, comporte 
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la détermination des constantes A, B, <2? pe, <°p'¢ (IL, 56); voici 
leurs expressions (78, 63): 


I 2v?-+ p2-+ 1? — 52 I v¥(p?— p?)— s2(v+y) 
2 aed 1 heed ie, 44 eal 1 
GOTO = , Cp == 5 2 


6 02 ime) 

Enfin, la constante M du troisieme mouvement est donnée par 
ta eee ieee: 

Pégalité (83) ; 

Nibe= EE Se 0) eld 

v0) 30 


Cas ow le corps solide est de révolution. 


; Quand le corps solide est homogéne et de révolution et dans 
d’autres cas encore ('), l’expression de la force vive peut étre 
mise sous la forme simple de la somme des carrés U2, V2, W2, 
P?, Q?, R? avec les mémes coefficients pour U? et V?, ainsi que 

ees ; acre “ ; 
pour P? et Q?. Quand il en est ainsi, les rectangles disparaissent 
dans l’expression (7) de la force vive avec les variables z,, ..., 
¥1,---- Les coefficients g, q' sont nuls, et,.par conséquent, la 
constante h =+y, (12) est nulle ainsi que 8, ce qui fait dispa- 
raitre la rotation variée autour de l’axe Z,. Ainsi, dans le cas ot 
le corps solide est de révolution, sa rotation est la résultante de 


deux mouvements a la Poinsot. 


Sur une propriété du mouvement relative 4 ’herpolhodie. 


Reprenons l’expression (50) de cosCX + écosCY et décompo- 
sons-la en éléments simples. L’élément simple est 


“: c(uta+b+ 9) seen 
UN eas (aHE BLEW) : 
etVona 
cau se 
2 Le ye (2 
‘a | E gachbs(a+v)s(b +9) J(¥) tarde? : ) Cas 
=a? '¢(a— b)c(a+b+pv)ov F(a ap eee) oA) 


(‘) Voir Kircnuorr, Vorlesungen uber mathematische Physik, p. 243. 
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D’aprés les égalités (75), on peut écrire /(w) sous la forme 


O(Up+ 00) 


TF Uy TV 


E, f(u) =— Go 


C’est justement, sauf un facteur constant qui dépend de l’unité 
de longueur, l’expression de 2,+ ¢y, (II, 14) dans l’herpolhodie 
relative au premier mouvement a la Poinsot que nous avons con- 
sidéré. De méme E, f(u + ¢) est aussi l’expression de #,+ 14 
dans la méme herpolhodie, mais prise pour un point de cette 
herpolhodie correspondant a une différence ¢ de l’argument, 
c’est-a-dire 4 une différence constante du temps. 

‘xaminons maintenant le facteur qui multiplie /(w—+ ¢) dans 
le second membre (88), et considérons d’abord |’exponentielle 
que ce facteur contient. D’aprés lexpression (48) de D,, l’expo- 
sant peut s’écrire ainsi 


1 ofta+ Catv) + CO+6(b +0 —20)] +49. 


Les quantités Ca et — (a+ ¢) sont conjuguées, ainsi que Cb 

el — ¢(b + 9 — 2w), comme on voit par les égalités (70). L’ex- 

ponentielle a donc la forme e%” e’?, o étant un angle réel. 
D’autre part, en tenant compte de (70), ona 


cach cach 
ae = d e—24(b6+9—w) 
F(a+v)c(b+)  c(a+v)ce(b+9—20) 
cacb 


ena", e—2tb"n ‘ 


cS C(a+9)c(b6+ %— 20) 


Les quantités da et —o(a-+ ¢) sont conjuguées ainsi que ob et 
—o(b+»—2w): ce facteur a donc la forme e~ e'?’, o! étant 
aussi un angle réel. 

Le facteur total envisagé a donc la forme e’®, ® étant un angle 
réel. De la découle la conclusion suivante : 


Sur une herpolhodie, on prend deux points M et M! qui va- 
rient ensemble et correspondent a une différence constante du 
temps. On fait tourner d’un angle constant, autour du centre 
O de Uherpolhodie, le rayon vecteur qui va de ce centre au 
point M'; sow M" Pextrémité du rayon vecteur ainsi obtenu, 
de longueur égale a OM'. La rotation de la droite MM" repro- 
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duit la rotation du plan contenant Vaxe GC du corps et la 
droite fixe L de l’espace, dans le mouvement d’un corps solide 
en un liquide, pour Cun quelconque des cas ott, la force vive 
ayant la forme (7), la différence (p'— p) est positive. Cette 
herpolhodie appartient au premier mouvement a la Poinsot 
composant celut qui concerne les axes X, Y, Z (p. 183). La 
différence constante des temps, relative aux points M et M’, est 
égale ala différence des temps relative aux deux mouvements 
a la Potnsot concordants. 


D’aprés la proposition de la page 183, on voit que c’est la, en 
définitive, une propriété des mouvements a la Poinsot concor- 
dants. 

Bien que l’angle dont on fait tourner le rayon OM! soit arbi- 
traire, on reconnait, par ce qui précéde, que cet angle s’évanouit 
avec 9. La proposition actuelle dégénére de la sorte en celle qui 
a été établie, pour le cas ¢ = 0, au Chapitre HI (p. 122). 
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CHAPITRE Y. 


LA COURBE ELASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE 
UNIFORME ("). 


Equation différentielle de la courbe. — Intégration. — Inversion. — Nature des 
arguments. — Rayons maxima et minima; axes de symétrie. — Points d’in- 
flexion. — Sens de la pression normale. — Sens de la conyexité par rapport 
au centre des forces élastiques. — Variation de l’angle polaire. — Angle com- 
pris entre deux rayons consécutifs, ’un maximum, l’autre minimum. — Di- 
verses formes de Ja courbe, Je discriminant étant négatif. — Diverses formes 
de la courbe, le discriminant étant positif, — Courbe élastique sans pression, 
déduite de la précédente. — Courbe élastique sans pression trouyvée directe- 
ment. — Prisme droit chargé debout. — Anneau comprimé normalement. 


Equation différentielle de la courbe. 


Le probleme dont nous allons nous occuper concerne la re- 
cherche de la figure d’équilibre d’une verge élastique dans le cas 
suivant: 1° la verge est supposée, dans son état naturel, de forme 
circulaire (ou droite); 2° outre des forces ou couples queleonques 
agissant en ses extrémités, dans le plan de la fibre moyenne, elle 
supporte une pression uniformément répartie sur cette fibre, nor- 
male 4 cette courbe et dans son plan, et lui restant toujours nor- 
male dans les déformations. Ce probléme a été traité, pour la pre- 
mitre fois, par M. Maurice Lévy, suivant une méthode que nous 
allons rappeler. 

Considérons la courbe plane suivant laquelle est fléchie la fibre 
moyenne dans une position d’équilibre et suivons cette courbe 
dans un sens déterminé. Si nous envisageons un point A sur la 
courbe, le sens adopté pour suiyre la courbe nous sert 4 distinguer 


(*) A consulter : Maurice Levy, Sur un nouveau cas intégrable du probleme 
de WVeélastique et Lune de ses applications (Comptes rendus, t. XCVII, p. 694, 
et Journal de Mathematiques, 3° série, t. X, p. 1). — Haveuey, Sur une courbe 
élastique (Journal de UEcole Polytechnique, 54° cahier, p. 183). 
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-a portion de la courbe en dega du point A et la portion qui est 
au dela de ce point. 

La portion qui est au dela du point A exerce, sur la portion qui 
est en deca, des réactions élastiques. Ces réactions ont pour résul- 
tantes : 1° une force F appliquée en A; 2° un couple M. D’aprés 
la théorie de Pélasticité, voici expression du couple M, nommé 
couple de flexion ou moment fléchissant : 


(1) M=EI(>— *)s 
(o) ie) 


iy iy 


Les lettres E, I désignent deux constantes positives, le coeffi- 
cient d’élasticité de la substance et le moment d’inertie de la sec- 


tion droite autour de la normale au plan, menée en A; 0 est le 


Ly 
rayon de courbure actuel, o/ le rayon de courbure primitif. 


Dans l’expression (1), le signe de 9 est arbitraire; mais 9! doit 


étre pris avec un signe déterminé, le méme que celui de 0 ou le 


signe opposé, suivant que le sens primitif de la courbure eat con- 
servé ou renyersé. 

Toutefois, le signe de o est déterminé si l’on a choisi le sens 
positif des moments. Il est naturel de choisir, 4 ’égard des mo- 
ments, le méme sens positif que pour les rotations dans le plan 
de la figure. Supposons qu’il en soit ainsi. 

Sur la courbe, nous avons déja choisi un sens pour la décrire. 
Si nous confondons la courbe au point A avec son cercle oscula- 
teur, le sens dans lequel on la décrit correspond, sur ce cercle, a 
une rotation positive ou négative, dont le signe est bien déter- 
miné. 

Ce dernier signe est justement celui qu’il faut attribuer a ¢ 
dans l’expression (1), d’aprés les conventions qui viennent d’étre 
posées. 

En deca du point A, considérons un point Ag assez voisin 
pour que la courbure de l’arc Ay A soit partout de méme sens. La 
portion de la verge au dela de Ag exerce des réactions ayant des 
résultantes Fy, My analogues 4 F et M. Par conséquent, la por- 
tion en deca exerce des réactions ayant pour résultantes — Fy et 
—M). Si Von envisage l’arc A, A comme un solide, ce solide 
doit étre en équilibre sous l’action de F, M, —F,, —My et de 
la pression. 

sae 13 
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Une pression normale a un arc de courbe et répartie uniformé- 
ment sur la longueur de cet arc donne lieu 4 des composantes et 
a des moments qui ne dépendent pas de la forme de cet arc, 
mais seulement des extrémités. Menons en Ay et en A les perpen- 
diculaires 4 F et Fy; soit O leur point de rencontre. Substituons 
le contour AyOA a larc A, A; soient ro, 7 les rayons OAy et OA. 
On peut remplacer la pression sur l’are par les deux pressions 
Pro, pr perpendiculaires sur les deux rayons en leurs milieux. 
Les sens de ces pressions sont d’ailleurs déterminés sans ambiguité, 
comme on voit en déformant le contour. Il suffit qu’on sache de 
quel cété s’exerce la pression sur l’arc. On peut préciser d’une 
maniére générale en observant que la pression pr et la pression 
sur l’are ont, par rapportau point A, des moments de méme 
signe. 

Les deux pressions pry, pr doivent ensemble faire équilibre a 
— F, et F, qui leur sont respectivement paralléles. On en conclut 
que F° est égale 4 pr et dirigée en sens opposé. De méme pour 
— Fy et pro. 

Les forces F et pr forment un couple. Le moment de ce couple 
est + $pr?; ila le méme signe que le moment de pr par rapport 
au point A, le méme signe donc que le moment de la pression sur 
arc A,yA par rapport 4 ce méme point A. Manifestement, ce 
signe résulte, ala fois, du sens de rotation sur la courbe en A et 
du sens de la pression; c’est le signe plus, si le sens de rotation 
est positif et si la pression est du cété de la concayité. Ainsi le 
couple (pr, F) et le couple M ont le méme signe quand Ja pres- 
sion est du cété de la concavité, le signe opposé dans le cas con- 
traire. 

Les quatre couples M, — Mo, (pr, F), (pro, — Fo) doivent se 


faire équilibre; donc 


M — My = 3 (pr?— pr) = 0. 
En posant 


) 
(2) EE eA 
on conclut Pégalité 


(3) 5 Art + OB, 
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dans laquelle A est une constante positive, B une constante de 
signe quelconque, et dans laquelle aussi le rayon de courbure 
est positif ou négatif suivant que la pression est du cété de la 
convexité ou de la concavilé. 

Le point O, origine des rayons vecteurs r, a été nommé par 
M. Maurice Lévy centre des forces élastiques. . 

Le cas ot la pression normale n’existe point n’échappe pas a 
cette analyse. Les forces F' et — Fy doivent se faire équilibre; 
elles sont égales et de sens opposé. La force élastique I* est donc 
partout constante de grandeur et de sens. Si l’on prend sa direc- 
tion pour celle de l’axe des y, le moment du couple (IF, — Fy) est 
alors proportionnel a la différence des abscisses de Ay et A. On 
conclut done que la courbure est une fonction linéaire de Vab- 
scisse. 


Intégration. 
Dans lidentité 
(a'2-+ b'2) (ab"— ba") 
—(a'a'— b'b")(ab'— ba’) = (aa'-+- bb')(a'b"— b'a’), 
prenons 


dy ax ey 
i == 4 = = —_— a’= -_ i —_— 
ame a a ate ‘ s ds” ds?’ 
az ety désignant les coordonnées d’un point de la courbe et s l’are 
correspondant; il vient 


dy Choe dx dy\ (dw Py _ dy Ta) 
De ds (« ds * ds ( ds? — ds_ ds? 
ou bien 
dy dx 
dz d*y ay Ga > ae (oS a, =) pyaar 
(4) ds ds? ds ds? d(r?) : ; 


Le premier membre représente, comme on sait, la courbure. 
Son signe, d’aprés cette expression (4), est le méme que celui de 
la rotation sur la courbe, au point (z, v), quand on suppose cette 
courbe décrite dans le sens ot s est croissant. En choisissant donc 
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ce sens, on peut prendre l’expression (4) pour celle de la cour- 
bure telle que la formule (3) lexige. Il en résulte 


dy da ‘3 Re 
d (e2 ye | = (2A72+ B)d(r?), 
d’otl, par intégration, 
(5 Pee dx \ 2 
» As ittids 


il en résulte 


(6) (Ge) =" (Art+ Br?+ Gy. 


La dérivée de r? par rapport a s étant ainsi la racine carrée d’un 
polynédme du quatriéme degré en r?, nous concluons que r? est 
une fonction elliptique de Varc s. { 

En désignant par 4 l’angle polaire, on a, d’aprés (5), 
a Art+Br-+-C. 


. 


ds ip 
puis, a Pégard des quantités 


PAS ty == re, 
(8) aQlo(GaSty) = 


In désignant par ) langle de la normale et du rayon vecteur, 
on peut représenter la quantité (5) par rcosh, en sorte qu’on a 
aussl 


( rcos d = Art + Br? a Ge 


(9) 
rsink = Vr? — (Ar* + Br? ©). 


Inversion. 
La forme du polyndme du quatriéme degré (6), comparée a 
celle du polynéme Y (t. I, p. 118) qui a servi de type pour l’in- 
version, conduit a faire l’inversion comme il suit : 
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Soil (en employant la lettre z, au lieu de y comme au tome I, 


Beat £0) 


1 piu—p’'e. 


CO) eR pu—pe’ 


désignons par « une longueur constante et positive et posons 


(ial p. a1, €q. 48.a et 0) 
(11) r+ = aX(pe—pu)[ pe —p(u+e)] == (p’e — 2p"), 


(12) Aré+Br+C= 


vile 


(2 —3pe) =" [p(u+e)+pu—apel. 


Pour déterminer par la A, B, C en fonction des quantités ellip- 
tiques équivalentes, on tirera z de l’équation (11), on substituera 
dans léquation (12) et l’on identifiera les deux polynémes en 7?. 
Il vient ainsi 


ma a act pe oe pe \2 ee 
(13 Be Raeiy: LS 24p2o° . 2 (3) spel. 


Cette expression de C est 4 remarquer ; on y retrouve la fonc- 
tion caractéristique de la multiplication par 3 (t. I, p. g5, 96, 


197, 198) 


3(3 Y 2 
Y3(¢) = Ce) = pro(po— pre) =— po [(£*) —3pe], 
a U3(°) 


D’aprés les égalités (11, 12) et conformément a ce qui a été dit 
au tome [* (p. 118, 120), on a maintenant 


2 a2 /dz 2 
r? — (Ar* + Br? +- C)? = — 7 [p(u+ev)—pul?t=— ke ia 
Donc, suivant (6), 
tds ; 
(15) AR oe 
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De Végalité (7) nous concluons 


dQ p 0 ip(@ =v) ae puepe 
| dus at (pu—pe)[p(u+ev)—pe] 
(16) | 


yee! pe pie 5 
~ gt l|_pu—pe  p(u+e)—pe 
L’égalité (8) donne ensuite 


Teper I ’ Stevo ata 
I [: utp plu -~)—p | 


Tie aah ames pu—pe p(u+v)—pe 


a 


et, d’aprés la formule d’addition pour les fonctions ¢ (t. 1, 


p- 138) 


d : 
ai log(a@+iy)= 209+ ¢(u—v)—C(u+p?), 


 log(@ — iy) = 20+ C(u+ 20) —Cu. 


D’ou, par intégration, en désignant par E une constante arbitraire 
complexe, dont la forme se précisera plus loin, 


e ak o(u—v) 3 
v2 = ——— 2uce 
Y= Fp Parent 
(17) os 
. a o(u+ 2) v 
L— ly — —————_ e249, 


E o29 Cu 


galités conformes a l’expression (11) de 7?; car elles donnent 
bape 1g1) 


FES = Ge) esol 


@ 
,o(uU—v)o(U+9)o(U+20) CU 
S2u sty o2(uU + 9) oy 


= «(pey—pu)[pe—p(u+e)]. 
On en conclut 
oly a3 Cuc(u—-?) 
x—ty  S(u+v)c(u+ 29) 


(18 ) ei) — 


Les formules (g) donnent les suivantes : 


reh =a(pu—ppe 
(70) sar } Pp?) 
reh = a[p(u+v)—pe]. 


Pour lexpression du rayon de courbure, nous tirons des éga- 
lités (12, 11) 
dz 2 


Ar? => aaa 
ZAP? +2B=> 24 air aa 
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D’ou, suivant (3), 


' ' f 
ye ld Cian 
‘) ap’ ap'y pu—pe 


(20) 


Nature des arguments. 


Le discriminant A des fonctions elliptiques peut ici étre positif 
ou négatif. S’il est négatif, on sait que l’argument ¢ est réel (t. I, 
p- 122). Si le discriminant est positif, le polyndme du quatriéme 
degré (6) a ses racines ou toutes réelles, ou toutes imaginaires. 
Mais le dernier cas est impossible, car ce polynéme serait alors 
toujours négatif, tandis qu’au contraire 7? doit prendre seulement 
des valeurs qui rendent ce polynéme positif. Si donc le détermi- 
nant est positif, les quatre racines sont réelles, et est encore un’ 
argument réel (t. I, p. 123). Ainsi », dans tous les cas, est un ar- 
gument réel. 


< eas F : ° : A 
Si le discriminant est négatif, u +- doit étre purement ima- 
. . . . . . . A (¢ 
ginaire (t. I, p. 130). Si le discriminant est postti/, u + > ou 
. p . . . 5 . 
bien w+ — — wo est purement imaginaire (ébid.). Ces deux formes 
2. 


ne sont distinctes que si on limite ¢ dans l’étendue de la période 
réelle. On peut les réunir, en limitant ¢ dans l’étendue d’une 
double période, et poser, ¢ étant une variable réelle, 


v : 
(eu) tee at AL 


Les deux quantités wu et —(u-+ 9) sont conjuguées, en sorte 

? be Ag wa s ei 2 ‘s ~ i Ua , 
qu’on voit bien apparaitre la réalité de 7 (11). La quantité = est la 
valeur absolue (module) de py — pu. On voit aussi que la con- 


stante E (17) doit avoir la forme e%’t'?, » étant un angle réel, en 
orte que les formules (17) deviennent 


22) BAU =o 619 


200 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 
L’angle arbitraire 9 se rapporte au choix de la direction des axes. 
La liaison entre la variable ¢ et l’arc s est donnée par l’égalité 
(15), qui devient 


(23) <= 4p'e. 


Soit 2! la période purement imaginaire. En faisant varier ¢ de- 
/ 
a Wie AN Ra . 20 : 2 ; P 
puis zéro jusqu’a ae on obtient uné portion de courbe, qui se ré- 


péte ensuite pour les autres valeurs de ¢; car r? est une fonction 
périodique. 

On peut aussi, pour simplifier la discussion, restreindre le 
champ de l’argument ¢. Le changement de u, ¢, » en — u, —f, 
—y n’altére pas l’expression de 7?, il n’altére pas non plus les 
formules (21) et (23). Ainsi le champ de l’argument ¢, au leu 
d’une double période, peut étre pris égal a une période seulement, 
de zéro 4 2w. Au cas du discriminant négatif, on peut le res- 
treindre davantage. La demi-période réelle étant w, et Ja demi- 
période purement imaginaire w,, on sait(t. I, p. 74) que w, tw) 
est une période. Si l’on change donc u et » en — u et 202 —?, 


la formule (21) devient 
2) ; 7) : ¢ 
iy gua tat i(ex%); 
2 ee) l 


elle reste inaltérée si l’on change en méme temps la variable réelle 


~ 
a 
S 

wo 


wy, ; ; : ee 
ten — (« ae 2) qui est réelle aussi. Ainsi, pour le cas A< 0, on 


pourra restreindre le champ de ¢ entre zéro et wo. 


Rayons maxima et minima; axes de symétrie. 


: Ww! y 2 
Aux valeurs de t, multiples de 0 répondent les racines du po- 
lynoéme (6) (t. I, p. 121) et, par suite, les maxima et minima de 
€ 7) C ee . . 
r?, C’est ce qu’on voit en prenant la dérivée de r?. Pour distin- 
guer les maxima des minima, prenons aussi la dérivée seconde : 


are eee ee, 
Be wiped = ap ol plese) — pi), 
d2(r?) 


in a2p'e[p’(u+¢)— pu]. 
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A cause de légalité u = — Ane ié, il en résulte 


' a2 (r2) eae 
| aie: | eee — 292) Op <5 


(24) \ [d2(r?) NG ie 
eae Se INO 
| “eens 22 pie p ae) 


= , > , \ ze ‘ 
Les deux quantités p< et p! (; + wo) dont les arguments diffe- 


I 


rent d'une demi-période, sont toujours de signes opposés. En 
conséquence, les maxima et les minima du rayon vecteur sont al- 
ternés. P 

Soit w la demi-période réelle. La premiére quantité (24) est po- 
sitive ou négative, suivant que le nombre impair immédiatement 


5 pitts Ce ‘ 
inférieur a > est de la forme 4n +1 ou de la forme 4n —1. 


Quand le discriminant est négatif, nous avons restreint le 
champ de ¢ entre zéro et wy. D’aprés cette convention, pour 
A <o, le maximum correspond a ¢= 0. 

Pour les discriminants positifs, il nous faut étendre le champ 
de » entre zéro et '2w. Par cette convention, pour A> 0, il y a 
deux cas 4 distinguer : ¢ étant entre zéro et w, a = 0 correspond 
le maximum; c’est, au contraire, le minimum si ¢ est entre w el 20. 

Sil’on prend, pour ¢, deux yaleurs symétriquement placées par 


; : OH. R 
rapport a un multiple de se prend une seule et méme valeur. 


Chaque rayon vecteur maximum ou minimum est donc un axe de 
symétrie. 


Points d’inflexion. 


Dans l’expression (20) de la courbure, le dénominateur n’est 
jamais nul ni infini, sauf un cas particulier dont nous parlerons 
plus loin. C’est uniquement de Pévanouissement du numérateur 
(p’u — p'v) que dépend l’existence des points d’inflexion. 

L’étude des racines de l’équation p'u=p'y a été faite au 
tome I (p. 110-113); elle conduit 4 distinguer les cas suivants : 

1° DisckIMINANT NEGATIF. 


A 82 82 ey eS §2 §2 - 
- §2>>0, §3< 0, rors pees Pa 3 pees: 
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Il ny a pas @inflexion. En effet, ’équation p’u= p'y a ses 
‘racines réelles; elle n’a pas de racine de la forme (21). 

B. Dans tout autre cas, le discriminant étant négatif, dy a une 
inflexton entre deux rayons consécutifs, Vun maximum, 
Vautre minimum. L’équation admet, en effet, une racine réelle, 
qui est 9, et deux autres (a des périodes prés) de la forme 


v ‘. 
—e een Es 
sy 


De Discriminant POSITIF. 


CD Vie. 2 (/ 8 — — 83. ‘ 


Ilny a pas d’inflexion. Car l’équation, outre la racine ¢, en ad- 
met deux autres dont la partie imaginaire est une demi-période 


. A Vv 
et dont la partie réelle n’est pas — a 


0"; Or 
D. ip Vv = 62 2 — £3 
P 3 5 oe 


Il y a une inflexion entre deux rayons consécutifs, Vun ‘maxi- 
mum, Vautre minimum. Car l’équation admet, outre la racine ¢, 


. . . ° Vv . 
deux racines imaginaires ayant la forme — = Sale 


Nous allons encore trouver une confirmation de ces résultats 


Stn : ? 

en considérant les signes de la courbure pour w=—-= et 
— < an 

“= — > w’. Prenons, a cet effet, les deux quantités 


) \ 


-? ‘ 
Eo=p"-> =p (2 =o"). 


La premiére, &), est toujours positive. Effectivement, elle ne sau- 
rait étre négative que dans un cas, celui ot la fonction p” a deux 
racines réelles. Ces racines existent dans le seul cas A < 0, 82>>0, 
&3s>o (t. I, p. 107-109); on en trouve deux, 9, °,, dans l’inter- 
valle (42, W2), 

3 W2< Po <1 <'Wg. 


Les arguments réels pour lesquels la fonction p est égale a 


etl 
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Po Ou a py, se succédent ainsi par ordre de grandeur : 


eee 2 V9 00 ZO A 9 Ay Ey i 2 


m eee 
(25) 
2W2— 01, 2W2— 6, 2W2+ Pp, 2H2+ 0, 
= = —— 

Au-dessous de chaque intervyalle est figuré le signe de la fonc- 
tion p’. 

Nous avons restreint le champ de 9, pour le cas A <0, entre 

- Fy Vv . Rap , ‘ 
zéro et We. Celui de 5 est donc limité entre zéro et Sw, ot la 


fonction p’ est positive. Ainsi, comme on l’a annoncé, §) est tou- 
jours une quantité positive. 

Envisageons maintenant §,. Soit d’abord A <o. La demi-pé- 
riode purement imaginaire w\, ne différe de la demi-période réelle 
W2 que par une période. La quantité § peut donc, ainsi que ce 
étre considérée comme étant la valeur de p” pour un argument 


ea ee : ; ? 
réel 5 Oe. Donc, en premier lieu, si p’ n’a pas de racine réelle, 


c’est-a-dire si l’on n’a pas go> 0, 23 <0, §& est positive comme 


&)- Dans le cas opposé, & peut étre une quantité négative. Le 
v , R ; 5 
champ de 5 + Oe s’étend de wy a 2s. [1 comprend, parmi les in- 
tervalles (25), celui-ci, (2w:;—,, 2W.— 9), oti p” est négatif. 
On aura donc §, << 0 au cas 
v 
2W2— 01 < ze + We < 2W2— %, 


c’est-a-dire 
202 — 204 << 9 < Borg — 209, 


p22) < pe < p22. 


D’aprés les résultats établis au tome I (p. 107), cette double iné- 
galité est précisément celle que nous avons supposée pour distin- 
guer le cas A. Ainsi, dans les cas ci-dessus, on a 


ie Tee 
B. E,.>o. 
Soit maintenant A>o. La fonction p’ a une racine 9, de 


; S/p 88 ? _ 
la forme a+ w’, ot. a est réel, et § est négatif si p (: — w') est 
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supérieur a pv. D’aprés la formule d’addition de la demi-période, 
ona 


p (-- a) —p(a+w’) = (e;— €3)(€s— e3) 


P3 


(er ¢3)(e2—¢s)(pa— ps) 


Cima R 2. 
entrant (pa— és) 

Cy wy t [a ig C ® v = bs Y Aeatas = ae 
Wow résulte que ¢, est négatif si p; est inférieur a pa. L’argu- 
ment @ est compris entre zéro et $w (t. I, p. 108). Dans le champ 


\ : v pane N 
(0, ), ol. est restreint ~, ce sont les arguments supérieurs a @ 
2 


pour lesquels la fonction p est inférieure a pa. Ainsi, E. sera né- 
gatif si ¢ est supérieur a 2a, négatif dans le cas oppose. 

La supposition ¢ > 2a entraine celle-ci p'?» < p’?2a; elle coin- 
cide (t. I, p. 108) avec celle qui distingue le cas C. Nous avons 
donc, pour les cas ci-dessus, 


Ci 21 < Os 
D. EO. 


La distinction de ces quatre cas, au lieu d’étre faite comme plus 
haut, au moyen de p’?”, peut, nous venons de le voir, étre faite 
plus simplement au moyen de pe ou de ¢, comme il suit : 


| AGE ioe 10., &3<0, 2W9— 201 << 0 < 2W_— 2093 


§2 he 82 
-/F<may/B 
3 


B. Tous les autres cas. 


( 
| c Soa poy / 
Ae Vv sD) F a) —e 
‘ 2 


or 
2 

Dero: poo /B. 
Jd 


‘n un mot, dans tous les cas, la condition nécessaire et suffi- 
sante pour quil n’y ait pas d’inflexion, c’est 


fe 
§2 
82> 0, DAV 2 
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Nous venons de reconnaitre que la distinction des divers cas, 
relativement au signe de §,, est la méme que relativement a l’exis- 
tence des points d’inflexion. En voici la raison. On a (t. I, p. 107) 


) 


Des +p'e p 


[SEOs 


ae IY 
Prope Pp 


i) 


D’aprés expression (20) de la courbure, il en résulte 


? I I p \ 
PB OURat lel aro eifolel se) « — = — _)" - 3 
2 Po ? 2 


° ; I I ° 
ROU ye eee = - p'( ') : 
2 \ 


2 : I I : ; 
Les dénominateurs de — et = sont de signes opposés, comme 
Po 4 


on la déja observé a Voceasion des expressions (24). Il s’ensuit 
donc que les deux courbures sont de méme signe ou de signes 
opposés, suivant que &) et § sont de signes opposés ou de méme 
signe. C’est donc une confirmation des résultats déja obtenus. 

On doit noter que ¢y est positif dans tous les cas, sauf un seul, 
celui ot, A étant positif, » est compris entre w et 2w. Ce cas doil 
étre classé dans la catégorie C, car 2@ est moindre que w. Il y 
aura lieu de distinguer ce cas, et nous partagerons la catégorie C 
en deux autres, C,, C,; de sorte que nous distinguerons cing cas 
différents : 


j 
{ 

easN £20, £3<.0, 209—20;< 9< 2W2—29)5 Po >0, 0} > 0. 
@ 


ASS Ones ia - 
(B. Dans tous les autres cas; 09 0, 0] 0: 
Cis 2G SUL 0): 09 >> 0, Py >>. 
IN SOs 4 ng CO << IRIE Po<0, P1 <0. 
D (9) KO Oh® Po > 0, P1<o. 


Sens de la pression normale. 


Le signe plus de la courbure indique que la pression normale 
est du cété de la convexité. Donec, dans tous les cas, sauf le 
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cas Cy, la pression est du cété de la convextté aux sommels 
de rayons maxima. Dans le cas Cy (ot la convexité ne change 
jamais de sens), la pression est partout du cété de la conca- 
vité. Dans les cas B et D, ot il se trouve des inflexions, la pres- 
sion, aux sommets de rayons minima, est du cété de la concavilé. 


Sens de la convexité par rapport au centre des forces 
élastiques. 


Queue que soit la convention choisie pour fixer le signe de la 
courbure, pourvu, bien entendu, que ce signe change au passage 
par une inflexion, le sens de la convexité par rapport a l’origine 


; : : db 
dépend du signe affectant la quantité 9 —. 
NS Gk 
, : do 5 
Examinons le signe de — aux sommets. D’aprés (7) et (12), ce 
1 ds ? 
ig incid r w= —~; av lui de p= 
signe coincide, pour w= —-; avec celui de p> — pe; pour 
o) , 3 /o 1 
= — 5+ w’, avec celui de DE ae — poe: 


Vv . ; 
L’argument 5 est, en tous les cas, compris entre zéro et w ; l’ar- 


gument v est aussi dans cet intervalle, sauf le cas C,. Les grandeurs 
relatives des fonctions p sont donc, pour ces deux arguments, en 
ordre inverse de celui des arguments, sauf le cas Cy ot il faut 


© ' < 
comparer — 4 20 — 9, Par conséquent, dans tous les cas, sauf Cg, 
dd ong : dd 4 
ona (F),>e dans le cas Cy ona (3),> 0, Sle <za, eb 
10 \ é A \ 
(3) ZZ NTO CE 
0 


. . . ra Vv 
Au cas du discriminant positif, p € =f o!) est entre @3 el €2, 


tandis que pe est supérieur a e, ; di est négatif. 
que J p eres négatif. 


. ic . A . 9) , o 
Au cas du discriminant négatif, on a p (; <he 0) =p (; ste vs) : 
. o) 
et il faut comparer entre eux les arguments ?, 2W,. — (: + 2) 


: do as ; A A 
par consequent, (3), est positif ou négatif en meme temps 
2 
ORUKS) (ya 


cae 
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La concavité est toujours tournée vers l’origine en un point ot 
le rayon vecteur est maximum; la concavité, aux points ot le 
rayon est minimum, est tournée vers l’origine ou en sens opposé 


. AN) do d re : A do 
suivant que APY ‘ et iG pag e meme signe Ou de signes 


opposés. 
a 


ds 
temps, le rayon vecteur est maximum pour t= 0. Donec, en ces 


Dans tous les cas, sauf C,, py et ( ) sont positifs et, en méme 
0 


divers cas, la concavité est tournée vers l’origine ou en sens op- 


4 ie A d) 
pose, aux sommets de rayons minima suivant OWE |\ Se est 
’ / ds E 1 
positif ou négatif. 


° & wy’ 
Dans le cas C,, le rayon vecteur maximum correspond a ¢ = —; 
l 


i ana dd ee ee 
o, est négatif ainsi que (3), D’ailleurs, po est négatif. La con- 


cavité aux sommets de rayons minima est donc tournée vers l’ori- 
gine si l'on av > 40; elle est tournée dans le sens opposé si l’on 
av<iw. 

L’attention se trouve ici attirée sur les cas ot l’argument v 
atteint les valeurs particuliéres §w.,(A<o) ou }w(A> 0), Ce 
sont les cas ot la constante C est nulle, comme il résulte de |’ex- 
pression (14) 
ee lor (BO) 

2 precy 


C——_—— 


do 


En ce cas, r? peut atteindre Ja valeur zéro sans que oF devienne 
infini (7). Cette valeur, est atteinte en effet; car ona: 
2 v / F | 
Poure = 3 W2... Ua ate U— 9 = Wy— Wg =— 204; PU=]PPV; 
: 4 v 
Poury =30.... Wie uU— 9 = — 20; pu=pe. 


D’aprés Vexpression (11) de r?, on voit qu’effectivement le 
rayon vecteur minimum est zéro. La courbe passe 4 I’origine des 
coordonnées ou centre des forces élastiques. 

On s’explique bien alors le changement du sens de la concavité 
par rapport 4 lorigine quand ¢ s’altére un peu, de part et d’autre, 
de cette valeur particuliére 3 2 ou jw. La courbe se modifie fort 
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peu, mais l’origine se déplace, par rapport a cette courbe, en la 
traversant. 

Ces cas ot, comme on voil, pu — pe devient nul, mais en méme 
temps aussi p’u—p'g; sont les seuls ot le dénominateur de la 
courbure (20) puisse s’évanouir. Nous exceptons toutefois la sup- 
position ¢ = 0, qui ne peut d’ailleurs étre admise si ce n’est 
comme une limite, et que nous examinerons en étudiant plus at- 
tentivement la courbe. 


Variation de langle polaire. 


Il importe, pour le tracé de la courbe, de savoir si 4 varie tou- 
jours dans le méme sens ou présente des maxima et des minima. 
Nous venons de reconnaitre qu’aux deux extrémités d’un arc, cor- 
respondant a u= — ~ et u= — + wo’, & a, suivant les cas, un 
méme signe ou des signes opposés. 


La fonction (12) 


p(u+er)+pu—o2pe, 


4 : Ses é d) 
dont le signe, avons-nous dit, coincide avec celui de “Fe? ay AUX 
XLS 


périodes prés, deux infinis doubles w= 0, u= — ¢. La somme 
de ses quatre racines doit reproduire — 2, ce qui est compatible 


5 5 ; Fs ° ; 
avec l’existence de deux couples de racines conjuguées — - zt. 
aA 


C’est d’ailleurs aussi ce qu’on voit par Vexpression 
AGT tet yee 


de cette méme fonction (a un facteur constant prés). Il est clair 
que, suivant les valeurs des coefficients, ce trindme peut avoir 
deux, une ou n’avoir aucune racine positive comprise entre le 


maximum etle minimum de7?. Ainsi, sur l’arc considéré, _ peut 
Ss 

cf : : oe 

s’évanouir ou deux fois, ou une seule fois, ou ne pas s’éva- 

noulr. 


7 ; p : * 6 
Les cas ot! nous avons trouvé des signes Opposés pour (5) el 
S/o 
\ 


da) \ aM). days r : 
a) sont ceux ou ~~ s’éyanouit une seule fois. 
‘ | 
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e/a da) r : 2 : 
Dans les cas ot (—) et (—) ont un méme signe, il faut dis- 
ask ahs ‘s 


cerner s1 a s’évanouit deux fois ou ne s’évanouit pas. Dans ces 


Oh) bon : ek : 
cas, pour que = s’évanouisse deux fois, il faut et il suffit que la 


racine de la dérivée du indme (du second degré en r?) rende 
ce twindme négatif et soit comprise entre les limites de 7?. 
D’aprés (12), cette racine correspond 4 z= 0, ce qui caracté- 
rise les points d’inflexion ; elle est donc dans les limites de r? 
s'il y a inflexion ; en outre, elle rend le trinéme négatif si pv est 
posilif, 

Pour les discriminants positifs, le cas D est le seul ot il y ait 


10 ue , (a\ . 
inflexion. On a vu que ~~) est alors négauf; quant a eS) > il 
ds }4 ds } 


est négatif sous la condition ¢ >tw. Mais cette condition est 


incompatible avec la condition » < 2a, caractéristique du cas D, 


; erate 5 seers dd , ae 
a étant inférieur ajo. Ainsi, pour A>o, a ne s’évanouit ja- 


mais plus d’une fois entre deux rayons maxima et minima con- 
sécutifs. 

Si le discriminant est négatif et que gy soit positif, pe, supérieur 
A €, est toujours positif; car e, et g3 ont un méme signe (t. I, 
p- 70). Si gs est négatif, pe peut étre négatif. Ainsi le cas B peut 


: , ad ; 5 : . 
offrir des exemples ou = s’évanouisse deux fois et d’autres ot 


"7As) Ann . . ’ of . if aA) Sn pa 
oye ne s evanoulsse pas. Si 83 est posili 5 pour que Ae S e€vanoulsse 
as 


deux fois, il faut et il suffit que l’on ait » > Fw». 
Si gs est négatif, ainsi que g2, considérons la fonction ¥;(w) 


(t. I, p. 96) | 


12 2 ai 2 
2p? U— 383pu — 76 §3- 


nly 


3 (ww) = 3p. — 


Elle n’a gt racine réelle pw qui corresponde a un argument 
réel; c'est p2w..Elle est négative pour pw=0; donc pFwy. est 


la 


Ne oe ; 5 BR 56 
positif. La condition 9 >>, ne suffit done pas pour que 7 8 evar 


nouisse deux fois. Soit pb == 0, 0 élant un src réel qui est 


compris entre $02 ets, Silona Fox Ce <b, 7 s *évanouit deux 
II. 14 
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; ee do a : sh 5 
fois; si Vonav >), 7p ne s évanouit pas. Enfin, si’ona ¢ $2, 
; 


AB) 9.4 s : 
qs 8 évanouit une fois. 


Si, avec g3<C 0, on a en méme temps g», > 0, il faut d’abord 
distinguer ce qui est relatif au cas A. Observons, a cet effet, que 
3 Wo est compris entre 9 et», (t. 1, p. 109), par conséquent aussi 
enlre 20: — 29, el 2%, — 29. De plus, on a (cbid.) 


p(2W,— 2%) =p2n =\/8, P(2W2— 2%) = p2%= =4/. 


Par conséquent, au cas 93<(0, $2 >>0, on conclut que Ss 
s’évanouit une fois ou ne s’évanouit pas, suivant que v est inférieur 
ou supérieur a Fw» 

En effet, si 9, supérieur 4 32, est inférieur 4 2, — 26, il 
n’y a pas d’inflexion; si ¢ est supérieur a 202 — 2%, alors pv est 


inférieur a —(/@2, done négatif. 
0) 


Angle compris entre deux rayons consécutifs, ?un maximum, 
Yautre minimum. 


D’aprés la propriété que posséde la courbe d’étre symétrique 
par rapport a ses rayons maxima ou minima, soit 2 l’angle com- 
pris entre deux rayons correspondant a des arguments qui dif- 
ferent d'une période ; ¥ sera l’angle compris entre deux rayons 
consécutifs, Pun maximum, l'autre minimum. Nous prendrons oa 


et zéro pour les valeurs de ¢ qui correspondent aux deux rayons 
comprenant l’angle 2. 

Comme «+ ty n’est autre que re”, la formule (22) nous 
donne 

1 dr Al) : E 39 : Be AS \ 

26 Se at Ed a UE Wa (et Ne 
ie) r dt dt ‘ c/ 2 ) i (; ) 
Aux deux limites de l’intégration, 7 prend une seule et méme 
valeur. L’intégrale est donc purement imaginaire et a pour va- 
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leur 27. On a donc 


20)’ 2u)' 


hwy’ i é ‘ i 2, 
apa FP tos f c(f +i) ae— [ ¢(— SS 4 it) ae. 
U 2 - 2 


CAN) 


Nous avons ici deux intégrales complétes de la fonction €; ona 
appris a les calculer dans le tome I (p. 200—201). 
Soit d’abord A < 0, en sorte que w! doit étre remplacé par w’,. 


artes pete : i ? 
Pour la premiére intégrale, la partie réelle = de l’argument est 


comprise entre zéro et wy, et ’ona 


i 
[ (5+ ir) dt =—oin, (+04) +2. 
e/9 2; = D) z, 


: . 39 : . 
Pour la seconde, la partie réelle — — est comprise soit entre — ws 
) tap - 


et zéro, soit entre — 2w, et — w,, et ona 


; 3¢ : a: 30 : { tT, si e< wz, 
[ 6(—— + @ dt =— 219, | — — + mw, a } é 
2, 2 (3x, S1 ? > 3 We; 


par conséquent, 


Oh Gh ice & 


A, SHO Ss 


AO: 


7 


wis whe 
S 
ey 


2 t i} 
(27) yan — Floto oni) | 


Supposons maintenant un discriminant positif, Pour la pre- 


miére intégrale, on a | 


2W 
ER ° \ ° \ 
i, ¢(S + it) dt=—air! (S40!) +2. 
he 2, 
0 N 
: f 30 A : 
Pour la seconde, l’argument réel — =; peut élre compris entre 


, . 9 
— 2w et zéro ou bien entre — 4w et — 20), en sorte quona 


30 Pas : 30 ; T si vx tw, 
¢( —— + it) dt =— ata’ (| — —+ w') — 
2 2 2, 3 Sere ce 
be i SO Sao. 
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Il en résulte 


KOnmrSl: ice 


ce 


(28) 


ry 


I 


Dee 
mt =+(w'Cv — 99') + 
U 


Nn 


e DOr 


|x, sie> 


Dans les deux formules (27), (28), le changement brusque de 4, 
au moment ou ¢ traverse la valeur limite $w,. ou 40, s’accorde 
parfaitement avec le changement qu’on a déja, pour le méme 
cas, observé (p. 207) dans le sens de la concavité par rapport a 
Vorigine. Il est di, non a une déformation notable dé la courbe, 
mais 4.un déplacement de l’origine qui, trés voisine du sommet, 
traverse la courbe quand » passe par la valeur limite. Au moment 
précis du passage, le rayon vecteur extréme, au lieu d’étre nor- 
mal, devient tangent. L’angle 4 doit donc étre 


(29) 


Le calcul précédent ne donne point ces résultats ; il ne peut les 
donner, se trouvant en défaut pour ces cas : la seconde intégrale 
devient effectivement infinie, comme cela doit étre, puisque la 
derniére valeur de 7 est nulle. Pour trouver ¥ par un calcul di- 
rect, il faudra joindre a l’égalité (26) sa conjuguée. La seconde 
intégrale sera remplacée alors par celle-ci 


200! 


ih : 30 é 30 ; : 
ae [( rit) ¢/ = it) | ae}, 


dont la paruie réelle est bien effectivement 


EN eee) Ole fi 
DON SV aa De OUT OE Ys 2a 


quand on suppose un des deux cas limites. Par exemple, pour 
A <0 et y=} Wa, cette intégrale devient (t. J, p. 151) 


I [ 
2 


v0 


20)! 
i 


[E(t — 02) — S(t + @)] de | 
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La grandeur et surtout le signe de l’angle vy) constituent Vélé- 
ment le plus important pour fixer la forme de la courbe. Exami- 


nons donc comment ¥ varie avec », et prenons d’abord le cas le 
plus simple, A> o. 


fe IS, N 2 : 

La dérivée de 4 (28), par rapport a ¢, est = (wo! pe +7’). Si lon 
fait varier ¢ de zéro a w, cette dérivée, dont la premiére valeur 
est +00, est constamment décroissante comme py. Sa derniére 

2 
valeur est ; (e, 0! + 7). 


Prenons lune ou l’autre forme de développement en série 


(t. I, p. 404 et 446) 


n mg 2 
10 + €30? = — 272 : ea ene : Hees 
ae Rays aa 


(CON iy Soe inate 0 =D. Uy, Oa oo) 


Echangeons les périodes, et nous aurons 7/w' + e, w’? représenté 
par ces mémes séries, ol g aura changé d’acception, mais sera 
toujours réel et positif. Les séries ne contiennent que des termes 
négatifs; on en conclut donc 


Oy / AiG ~ Gh W os 
—+(—— ++) <0, 
l U l 


e,0 + 7/ o 
vane 


On voit donc que la dérivée de | est toujours positive quand ¢ 
varie de zéro 4 w. De w a 20, elle repasse, comme pv, par les 
mémes valeurs. La dérivée est donc constamment positive. | 

Langle ¢ est une fonction discontinue de ¢; sa partie continue 
est toujours croissanle avec », puisque la dérivée est positive; la 
partie discontinue est non décroissante. Donc ¥ est une foncuion 
toujours croissante. Ses valeurs extrémes, pour v =0 el 9 = 20, 


sont —oo et +o, Poury—vw, ¥ est nul a cause de la relation 
it ; . Wane 

jw’ — y/o = — (t. I, p. 150). On le voit donc, le discriminant 
2) 

étant positif, & est négatif quand y est moindre que w, c’est- 

a-dire dans les cas C, et D; il est positif, au contraire, dans le 


cas Ga. 
En ce cas Cy, p’y est positif; done (23) s croit ou décroit 
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Ul 


é | . . 2M, , 
comme ¢. Pour avoir 24, nous avons fait varier ¢ de —— a 2€r0; 


0 . Wry , . , 
pour avoir 4, nous ferons varier ¢ de = a zéro : Pare envisagé est 
, 


done décrit en faisant décroitre s. A son point de départ <9 puis- 

que (3) est négauif (p. 207), langle 9 est croissant. Il en ré- 
Ni 1 

sulte que la variation totale de § sur cet arc est de méme sens 

que sa variation initiale, détail important si l’on se souvient que 

langle 9 peut alternativement croitre et décroitre. Observons 


ye int de dé =° 
maintenant que, pour ce cas Ue, notre point de depart {t= = 


est un sommet a rayon maximum. Ainsi, quand on va d’un som- 
met a rayon maximum vers un sommet a rayon minimum contigu, 
la variation totale de langle polaire est du méme sens qu’au dé- 
but de l’are. Voila ce que nous trouvons pour le cas C,, celui ot 
y est supérieur a w. 

Pour les autres cas C, et D, ceux ot ¢ est inférieur a w, les faits 
sont différents. L’angle 4, qu’on peut supposer obtenu en faisant 


. 20)’ x aw! , ori x , A A 
varier ¢ de — a —> est négatif. D’aprés (23), s décroit ou croit 
en sens inverse de ¢; l’arc est donc décrit avec des valeurs de s 


é : ; da) 19 
Loujours croissantes ; d’autre part, au début, la valeur de —est a he 
ds ds 0 


quantité positive, et elle correspond 4 un rayon maximum. Par 
conséquent, dans les cas C, et D, quand on va d’un sommet a 
rayon maximum vers un sommet a rayon minimum contigu, la 
variation totale de langle polaire est de sens opposé a celui de la 
variation de l’angle au début de l’arc. 

Nous allons maintenant examiner les cas ot le discriminant est 
négatif, et nous pouvons observer, dés a présent, que, pour ces 


ds 
C, et D; de plus, le maximum du rayon vecteur correspond aussi 


: a) R 
cas, les signes de (3) et de p'y sont les mémes que dans les cas 
0 


a ¢== 0. Par conséquent, lorsque ¥ sera négatif, la conclusion sera 
la méme que pour les cas C, et D; lorsque ¥ sera positif, elle sera 
la méme que pour le cas Cy. 


La dérivée de | (27) est = (wpe + 7),). Quand ¢ croit de zéro 


a 2, cette dérivée est toujours croissante et sa derniére valeur est 
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= (wy €2-+7,). Prenons le développement (t. I, p. 446) 


mm 


§ (ey? +70) = 1+ 4 ¥(- 1)2 


7 


mq m 
[— Git 


7 


(GIS, FAG One) 


Dans cette formule, ona 


w et w! étant un couple de demi-périodes primitives, et e, dé- 
signe pw. Choisissons les demi-périodes primitives comme il 
suit (t. I, p. 269) : 


’ 
i= w! = ¥(W,— m2). 


Nous avons alors, au lieu de g, la quantité 


‘a 
im aS IT 5 
2 wo), - 20)! 
ne: 


2 2 
. 


é 


Pour ces cas du discriminant négatif, nous représenterons ici par 
q la quantité 


ITO) 3 


OG] thy 


pour laquelle a été employée la notation q” au Chapitre VIII du 
tome I (p. 269). 

Dans la série ci-dessus, g doit donc étre remplacé par i/q- 
D’autre part, pw n’est autre que ey, puisque w = w,. La formule 
s’écrit donc ainsi 


j 29? 393 | 
+ (e,0 2+ nw, )=1—8 he od ee ee 4 stelle 
72 aap bef AESOP eg 
Nous retrouvons ici une série envisagée déja au tome I (p. 427). 
Le premier membre est positif ou négatif, suivant que q est infé- 
rieur ou supérieur a 0,107653... (t. I, p. 287). Il en résulte 


(30) e022 <o, Sl g <0, 107653..., 


(31) 7 Osn Sli 10, 107603 4-0 
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Dans le second cas (31), la dérivée de 4 est toujours positive, 
comme pour les discriminants positifs. D’ailleurs la derniére va- 
leur de 4, pour >=, est encore zéro, a cause de la relation 
2M, — No W2 = In. Donc ¢ est négauf. 

Dans le premier cas (30), la dérivée de 4, d’abord positive, 
décroit toujours et devient négative. L’angle 4 croit d’abord de- 
puis — oo; il finit par atteindre la valeur zéro en décroissant. Il a 
done d’abord des valeurs négatives, suivies de valeurs positives. 

On ne peut conclure immédiatement que / passe par la valeur 
zéro autrement que pour ¢ = W»., puisque + est une fonction dis- 
continue. 

En premier lieu, 4 passe effectivement par zéro si la supposition 
9 =u, rend négative l’expression de cet angle 


Di 
y= an —2(w3bo—on)), 


propre aux cas ot ¢ surpasse $2. Nous allons examiner sous 
quelle condition il en est ainsi. 
Soit *» = Ww. —¢, ona 


One oT (We —— w) =O We To WEN 5 


d’ot Von conclut 


Cv =—-, -logcsw + a9 
ay a 
, (AS cae r dy) m5 eof: , 1 
W2C% — ON» as 0S IA a aa Oa Thy Os 


d 
=. ! oe atts a 
=— w) Iw 18 To + WH, +IT, 


2 
(32) i= 5 (04 gelogsae — wns) 


S ; ; : 
Passons maintenant aux fonctions S suivant les formules du 


tome I (p. 269) en désignant, comme tout a l'heure, par ¢Vgq la 
quantité qui remplace q. Il est A propos d’observer que ce choix, 
pour les fonctions 3, est ici naturellement indiqué, puisque cette 
quantité g est inférieure 40,1076... (30), et que ce choix s’im- 
pose, comme le plus avantageux, dés que qg est inférieur a 


Ee ear 


e * =0,2078...(t.I, p. 275). D’aprés les formules (59 D) du 
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tome I (p. 269), nous aurons, au lieu de l’égalité (32), celle-ci 


(33) 5 Taos (', iVq) : Ww Ws, — 
SSE hear rare 7 mercametnte sramca Bt} a = 
U Be cya) 205 a © 
\ 2W, Me 
ou nous devons supposer v = ->-> par consequent 
2 
(TO) 1 
ye esate eine! — e6e, —g 6, 
6 w5 


En substituant dans l’expression de la fonction 3, (t. [, p. 266), 
nous avons 
S 1 1 2 5° 
ae ae fe ee ea gen 
(34) 4 Vive 


n(n+l) ( n(3n+l) (2+-1)(37+-2) * 


(ate oe ° ang . peas 


quantité positive. En effet, la fonction s,s ne devient pas nulle 
dans le champ que parcourt «, sauf a l’extrémité de ce champ 
(= w2). Elle conserve donc, dans ce champ, un signe inya- 
riable, et ilen est de méme pour la fonction (34), qui en differe 
par un facteur positif. 

Nous avons de méme 


SP eV gue 
(35) 1°" = Viva 


TN) 


Ds 
Goi" ole 


n(n-+l) n(3n+1) ae) 


+(—1) ? Rents 6 +4 s 


La croissance rapide des exposants permet d’établir facilement 
que cette série est d’abord négative quand g est peu inférieur a la 
limite (30), 0,107653.... 

La fonction devient positive quand g devient inférieur a une 
limite qui, suivant un calcul fait avec les premiers termes, est en- 
viron 0,091.... En conclusion, si l’on a 


OOo oc<K Cf Op uOW no aine ox 


est nul pour une valeur de » comprise entre FW2 @b We. Si, au 
contraire, g est inférieur 4 0,og1..., 4 ne devient pas nul pour de 
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telles valeurs de ¢. S’il en est ainsi, il faut maintenant considérer, 
pour , l’expression précédente diminuée de a, c’est-a-dire 


Pour que ¥ passe par la valeur zéro, il faudrait alors que cette 
derniére quantité fit positive quand on y supposerait » = We, 
que, par conséquent, la série (35) eat une valeur supérieure a celle 
de la série (34), ce qui évidemment n’a pas lieu. Pour obtenir de 
ce faitune preuve rigoureuse, nous allons former un autre déve- 
loppement de langle 4, en nous servant de la série trigonomé- 


trique (t. I, p. 426) 


S 

J,U Ope dj ° : 

1-=ncotux +47 . —f _ sinmuz (GEE ZB 45D, oooh 
1 qi’? 


oT ef 
- I : ie % 
Changeant d’abord wu en ¢' + 57 on obtient Sor CELL p-204 is 


mettant ensuite i\/q au lieu de g, ona 


ou Det £e5, Pp s 
ene l =— tanger + ‘> ——— sina pen 
TJ2( 0", iVq) reo uate 


(CDSG Deca meno)s 


Comme ¢’ est purement imaginaire (33), nous lui substituons 
a 


la quantité réelle, positive et inférieure a l’unité, 


—iT(W)>—e) 


V=e-'t'’—e W, < 


el nous avons, conformément a la formule (33), 


Jat epee aw q? 1 P E 
(38) ee vr) (p =1, 2,3, ...). 


I— 


: Vv : oven . oo See 
Le premier terme 7 est toujours inférieur a Vunité, il est 


eat 
diminué d’une série dont tous les termes sont positifs. On voit 
done que 4 est toujours moindre que 7. Mais c’est la l’expression 
de quand on suppose ¢ > 25. Pour ¢ < We, v doit étre encore 
diminué de z, et c’est alors toujours une quantilé négative. 
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Diverses formes de la courbe, le discriminant étant négatif. 


Dans la discussion, nous considérerons comme donné le rapport 
tT 


des périodes ou la quantitég =e ©: , el nous examinerons les 
diverses formes de la courbe en faisant varier » depuis w, jusqu’a 
zero. Nous regarderons la longueur « comme une constante; de 
sa grandeur dépend seulement la grandeur absolue, non la forme 
de la courbe. 


Le cas que nous envisageons d’abord, et qui répond a » = ws, 


3 oA d. 
offre des particularités notables. Comme p’¢ est nul, i est nul 


aussi; la liaison entre s et ¢ se trouve dépourvue de sens. II faudra 
considérer ce cas comme une limite. On peut alors supposer « 
infiniment grand, p’/¢ infiniment petit, de telle sorte que Je pro- 
duit ape reste fini; mais alors l’expression (22) de #4iy 
devient infinie. Cette supposition sera examinée plus loin; elle con- 
duit a la courbe élastique sans pression, ot le centre des forces 
élastiques est rejeté a l’infini. Nous supposons actuellement, pour 
a, une longueur fixe. Alors p'¢ étant infiniment peut, s varie 
infiniment peu avec ¢, tandis que, d’aprés la formule (11), on voit 
que le carré r? du rayon vecteur reste aussi presque constant. La 
courbe est loin cependant de pouvoir étre envisagée comme une 
circonférence de cercle. Tandis, en effet, que l’are s,, compris 
entre deux sommets consécutifs, est infiniment petit, il présente 
une inflexion; car on est ici dans le cas B (p. 205). 

En outre, Ja courbure (20) est partout infinie, sauf au voisinage 
de V’inflexion; elle l’est notamment aux extrémités de l’arc s,, et 
il est a noter que l’on a 


On peut méme observer que, en deux points également distants 
et de part et d’autre d’un point d’inflexion, les courbures sont 


égales et de sens contraires. 
Prenons, en effet, deux points dont les arguments soient 


° Oy : : 
—-+— + it. Puisque » = we, ces deux arguments sont de la 
2 2, 


forme — w, + it (t. I, p. 74). Ils donnent lieu a une seule et 
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méme valeur de la fonction p, a deux valeurs égales et de signes 
contraires pour la fonction p’. Comme de plus p’v est nul, on 
obtient ainsi des valeurs de 9 dont le rapport est —1. 

L’arc s, est donc infiniment petit et infiniment courbé : sa 
forme ne saurait étre représentée par aucune figure. Mais on peut 
envisager cet arc comme la limite d’une figure obtenue en suppo- 
sant ¢ voisin de w5. Cette figure, suivant les valeurs de g, a deux 
formes trés différentes. 

En premier lieu, nous savons que le maximum du rayon vecleur 
correspond a ¢= 0, et que l’on a (p. 206) 


do dy _ s 
as me . eek ee 09 > 0, 0, <0. 


Soient ob, oa les rayons maximum et minimum contigus. En b 
la concavité est tournée vers Vorigine 0; en ac’est lopposé. 

1° Soit g>>0,107653.... Nous savons (p. 216) que est né- 
gatif, c’est-a-dire que la variation totale de l’angle polaire sur l’are 
s, est de sens opposé a celui de la variation de cet angle au début. 
La forme de Dare s, est done celle d’un S, et la courbe entiére 
offre un point double sur le rayon vecteur de chaque sommet. 
Cette forme est indiquée par la fig. 1. Dans cette figure, comme 
dans les autres de la Planche, on a marqué par une grande fléche 
le sens de la pression normale en un point de l’are. Cette pression | 
est ici du cété de la conyexité au sommet de rayon maximum 
(p- 206). On a figuré en plein l’arc ab limité aux points a et b 


; 
donnés par t= = et ¢= 0. En supposant une verge limitée a ces 
points et tenue en équilibre par des forces appliquées aux extré- 
mités, on a tracé ena et 6 des fléches, dont le sens indique la 
direction de la réaction exercée par la verge. Ce sens est opposé a 
celui de la force extérieure qu’il faudrait appliquer pour main- 
tenir l’équilibre. Cette force est perpendiculaire au rayon vec- 
leur; elle est donc, aux sommets, tangente a la courbe; elle a 
pour mesure pr (p. 194). 

2° Soit ¢ <0,107653.... Maintenant, uv est positif; Ja varia- 
lion totale de langle polaire est de méme sens qu’au début 6 de 
are. La courbe présente l’aspect d’une roue dentée (fig. 3). 


Dans ces deux figures (& et ay ont un méme signe, en 
© ? \ds /o ds}, y 
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sorte que langle 9 présente un maximum et un minimum ou ne 
présente ni l'un ni l’autre; en d’autres termes, il y a deux tan- 
gentes, issues de l’origine, ou bien il n’y en a aucune. 

La forme de la premiére figure indique deux tangentes; c’est 
ce que le calcul vérifie sans peine. Effectivement, sil’on se reporte 
au Tableau du tome I (p. 84) indiquant la maniére dont varie le 
rapport des périodes avec les inyariants, on y voit que 23 est po- 


oon LW» . pe ‘ 5) Oat , pe 
sitif quand —- est inférieur a l’unité, par consequent g superieur 


W> 
ae" = 0,04321.... C’est ce qui arrive pour la premiére figure 
ou g est supposé supérieur a 0,107653.... En ce cas, comme on 


k a ; aa ,, . 
la vu page 209, g3 étant positif, on est assuré que a s’évanouil 
deux fois. 

Dans la fig. 3, il y a deux tangentes issues de l’origine si g est 
entre les limites 0,107... et 0,043.... Il n’y ena plus, si g est 
inférieur 4 la limite e~* = 0,043...; car alors (t. 1, p. 84) g3 est 


, 


: dd + 4 
négatif et l’on a vu (p. 210) que, dans ce cas, 7, be s'évanouit pas 
quand ¢ est voisin de wp». 

Examinant maintenant la suite des valeurs de v, nous allons 
obtenir les diverses formes en suivant les modifications des fig. 1 
etre 

Soit, en premier lieu, g > 0,107653.... Ce sera toujours, quel 
que soit ¢, la catégorie des courbes désignée par la lettre B(p. 20). 
Il y a toujours une inflexion sur l’arc s,;. Tant que » reste supé- 
rieur 4 $2, aucune modification essentielle n’est apportée a la 
fig. 1. Les proportions seulement s’y altérent; langle boa grandit 
constamment et le rayon minimum oa@ diminue relauvement au 
rayon maximum ob. 

Quand ¢ atteint =, le sommet a coincide avec l’origine o. 

Quand » devient inférieur 4 3», la concavité au sommet a se 
tourne vers l’origine; en méme temps, l’angle boa, en valeur ab- 
solue, augmente de x. C’est ce qu’on voit dans la fig. 2. Il n’y a 
plus qu’une seule tangente issue de Vorigine. 

Quand ¢ continue a décroitre jusqu’a zéro, la forme 2 se conserve 
dés lors. Toutefois, la valeur absolue de ¥ croissant jusqu’a Vin- 
fini (p. 213), Vangle boa dépasse bientét 27, 47, ... et la boucle, 
dont a est le sommet, exécute une, deux, etc. circonvolutions 
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autour de l’origine. On suppléera facilement aux figures qui n’ont 
pas été tracées pour ces modifications. 

En second lieu, soit 0,og1...< g << 0,107653.... La courbe 
conserve d’abord la forme 3, avec deux tangentes issues de |’ori- 
eine; l’angle boa croit d’abord, puis décroit, puis devient nul 
(p. 217) avant que ¢ ait atteint la valeur $w».. La courbe présente 
alors la fig. 4. Pour les autres valeurs de v, on obtient ensuite les 
formes 1 et 2. 

En troisiéme lieu, soit 0,043...< g <0,091.... Ce cas présente, 
avec le précédent, cette différence que Pangle boa ne devient pas 
nul; le point a franchit l’origine sur le rayon oa quand l’angle 4 
est encore positif; de la vientla fig. 5. Cet angle boa est (p. 218) 
inférieur 4 7; sa valeur absolue croit ensuite, atteint x et la courbe 
se ferme en 8, comme précédemment, mais l’origine est inté- 
rieure (fig. 6). La suite des autres valeurs de » donne lieu a des 
courbes qui ont la forme représentée par la fig. 2. 

Soit, en quatriéme lieu, 0,00426...< g <0,04321..., c’est- 


bare - mee = URDS ‘ 
a-dire g compris entre e-7V3 et e-*, a compris entre 1 et \/3, par 
2 


conséquent (t. I, p. 84) 93 <0, g2 <0. Ce cas présente, avec le 
dernier, cette seule différence que la fig. 3 n’offre pas d’abord de 
tangentes issues de Vorigine ; mais ces deux tangentes apparaissent 
bient6t quand ¢ atteint l’argument b (p. 209), et les faits sont dé- 
sormais conformes a ceux qui concernent le cas précédent. 

Soit enfin g <0,00426..., c’est-a-dire — supérieur a V3, ou 

2 

(t. I, p. 84) gs<0, ge > 0. C’est alors que va se présenter le 
cas A (p. 205), ot disparaissent les inflexions. Nous avons d’abord 
la fig. 3 (sans tangente issue de lorigine), jusqu’a ce que ¢ at- 
teigne la valeur 2: — 29; le point d’inflexion se rapproche de 
plus en plus du sommet a. 

Quand ¢ atteint cette valeur 2w. — 2), la courbure est nulle 


en a. On a, en effet, 
Vv 


— — WW), = Wz — w — %) = 20, — 09; 
e 2 


done 
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5 . . T e 
puisque ¢, est une racine de la fonction p’. Donec aie (p. 205). 
1 


En ce point a, qui est un sommet, l’ordre du contact avec la tan- 
gente n’est plus égal a 2, comme en un point d’inflexion, mais égal 
a 3. La courbe est maintenant convexe. Quand ¢ devient moindre 
que 2W2— 2%, cette particularité disparait, mais la courbe reste 
conyexe (fig. 7). Le sommet a se rapproche de lorigine, l’atteint 
pour ¢=F., puis la dépasse (fig. 8). Au moment du passage, 


, Pach Gales eee , 
Pangle boa est supérieur a = il est d’autant plus grand que g est 


plus petit, et environ 0,727 pour g = 0,00426.... C’est ce qui 
résulte de la formule (36). L’inflexion reparait ensuite quand ¢ 
dépasse 22 — 29, (p. 205), et c’est vers le point a qu’elle repa- 
rait, comme on le voit par le méme raisonnement que précédem- 
ment. La courbe ne reprend pas cependant la fig. 3; car l’angle 4 
est devenu négatif, en sorte que l’on retrouve la fig. 5, puis, 
comme dans les cas précédents, les jig. 6 et 2. 

Voici un tableau qui résume cette discussion. Les numéros des 
figures y sont cités dans ordre ot les formes correspondantes se 
présentent quand ¢ décroit depuis w. jusqu’a zéro. 


Figures. 
{ = Op 1 
O] SOMO toy oqo sb oqecoeeooor Ces 
9 < 3 W2 2, 
2 , 
0 > FWe 3 ‘vay & 
OnFO7 O03 oh 29 oe O00 Ler ae aero - baa 
0 << ZWe 2 
ae 606 9 > zur > 
OnOOTerte SS OnOWMaoaocuader 
109 q : 9 < tu, Levee 
2 
9 > 3W2 3,7 f 
O2O0O4 DOs eNO er ee sees een 
aed q e <u, Sp ORONO. 


Diverses formes de la courbe, le discriminant étant positif. 
Examinons d’abord la catégorie désignée par Cy (p. 209), pour 
laquelle ¢ varie dew a 2w. L’arc s, est limité par Jes rayons vec- 
‘te . . . e 
teurs o@ minimum et ob maximum, qui correspondent Wl 


et u—=— ~ +’. L’indice zéro se rapporte au point a, l’indice 1 
2 
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se rapporte au point b. Ona (p. 209 ) 


dd AN) 203, Si O58, 
Porn al) My le nO eer . p 
ds / ds}, (<0, siv>to. 


La pression est du cété de la concavité (p. 206). I n’y a jamais 
plus dune tangente issue de lorigine (p. 209). Quand on va de b 
vers a, la variation totale de l’angle polaire est de méme sens 
qu’au début de l’are (p. 214). 

D’aprés ces résultats, on voit que, pour »< <u, la courbe a 
Vaspect défini par la fig. g. Au début, quand ¢ est infiniment 
voisin de w, are ba est infiniment petit, infiniment courbé et a 
distance presque constante de l’origine. Quand » = $w, le som- 
met @ vient a Vorigine; puis, ¢ dépassant 4, le sommet a fran- 
chit Porigine, la courbe présente l’aspect de la fig. 10. Dans la 
suite des valeurs croissantes de », langle 4, toujours négatif, 
devient infini en valeur absolue et la boucle dont a est le sommet 
exécute autour de l’origine des circonvolutions de plus en plus 
nombreuses. 

Passons maintenant aux cas C, et D, qu’on obtient successive- 
ment en faisant décroitre ¢ depuis w jusqu’a 2a d’abord, puis de- 
puis 2a@ jusqu’a zéro. L’arc s, est limité par les rayons vecteurs 


: uP is : . v 
oa maximum et ob minimum, qui correspondent au —=— = eb 
2 
(a 1 
LS 5 + W. 


Pour le cas C,, on a (p. 206) 


10) ‘dd 
20. O, P1> 0, ee €) > 0. 
0 


La pression est du cété de la convexité (p. 206). Il y a une tan- 
gente issue de l’origine. Quand on va de a vers 0, la variation to- 
tale de l’angle polaire est de sens opposé a celui de la variation de 
angle au début. La courbe affecte la forme donnée par la fig. 11. 
L’are ab, quand ¢ est infiniment voisin de , est infiniment petit, 
infiniment courbé, et les rayons vecteurs sont presque constants. 

Pour le cas D, le seul changement consiste en ce que o, est né- 
gatif. Au passage de » par la valeur 2a, nait une inflexion. Cette 


> 


. . a ¢ 
inflexion nait au sommet 0b; car on a alors ~ — w/=a—w’, 
2 


SS —-_- ~ 


y 
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2 \ ; ; 
p’ ( —o!)=p'(a+ o’), et a+ wo! est une racine de la fonction 
na i, 


p’(t. I, p. 108). La courbe présente l’aspect de la fig. 125 puis, 
y diminuant de plus en plus, l’arc ab exécute autour de l’origine 
des circonvolutions de plus en plus nombreuses. 

En résumé, les formes de la courbe, pour A >> 0, se présentent 
dans l’ordre suivant : 


- he am 
C DEA Glo eames a ere [Ss Ms 
2 
SOV Wee WOnes oan ae jig. 10 
Cy DRS OL oie ae Jt. VE 
D OSG OIRO Dine es YER ND 


Les formes C, et D se continuent, mais il n’y a aucune défor- 
mation continue qui fassé passer de Cy a C,; car les formes qui 
correspondent a ¢ = w sont des formes limites qu’on ne peut re- 
présenter par un tracé. 


Courbe élastique sans pression, déduite de la précédente. 


Supposons maintenant que, ¢ tendant vers w (ow w, si A< 0), 
% soit infini, de telle sorte que «p/v ait une limite finie a, et 
qu’ainsi Vore s ait un rapport fini a avec la variable ¢. La for- 
mule (22) donne pour z 4- ¢y une quantité infinie, mais nous al- 
lons la développer comme al suit. 

On a d’abord, en posant v = w + 207 (t. 1, p. 170), 


30 ae w : ms 
Bl Weer 2S Sp ae) = 2 — 30 — 210) 
2 2 


Ww ‘ A an (2 +3 w — it) 
SO (el OI NIC 2 4 
2 


et, par la formule de Taylor, 


f o) 
a) é ) j 
o| 1 Ut av) =o (= wv we EVACE2) voy ite) Jae) 
2 2 2 yf 


\ 


de telle sorte qu’il vient, si lon se borne aux termes du premier 
Il. 1) 
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ordre par rapport 4 Vinfiniment petit sy, 


3 F 
OM a SS Se é ; 2 
z = I— 4wl ? it)... | enw—2nit eon 
v ; 2 
Si (= = te ze 
2 
; w 5 Une 
= [: 6wy— Awe (3 oS it) ee | eno—2qre, 
mANGD, 
NS 


D’autre part, on a aussi 


Cv =C(w +2") =7n—20pw..., 
erithe — ernit e—'witpo — emit(y— 4wit pw...). 


S29 = 6-20 (1 — 4 7.. .). 


Prenant l’angle 9 égal 4 zéro, nous aurons donc, pour le dévelop- 


pement de la formule (22), 
: o AN 
—— [: +204 —4witpw—4wl G + zs) Ns | F 
2 


Il est manifeste que les termes purement imaginaires, au second 
membre, contiennent le facteur sy, dont le produit par « donne 
une quantité finie. Ainsi l’ordonnée y reste finie; quant a l’ab- 
scisse, c’est la partie indépendante de ¢ qui, dans son expression, 
devient seule infinie. Si donc 2, est l’abscisse d’un autre point ar- 
bitraire sur la courbe, 2 — 2p reste fini. La courbe a donc bien 
une limite finie; seul, le centre des forces élastiques s’est éloigné a 
Vinfini dans la direction de l’axe des x. 
Si, dans la formule 


I ppu—p'e ap’ e 
C(u+v)—Cu—Cv = - Estee a Re Sah ‘ 
Dy VOU —— jo 20 
= Ww . 
on suppose vy = W, on obtient, en remplacant UVOE Sai Se Hill 
2 
On Meee) 0 ae) uw 
¢(— +i) --C( = — wa) —q=sa——. 
16 1 ) c(- ) 4 Dp 
: P (w ‘ n+ 3 1 a ’ 
La partie réelle de S(5 + it) est done ou —> et l’on 
: 2 2, 4° 
en déduit 
enw / 41 t\ 
L— Ly =— avn amy (a ) 
o*W \P 20 


ey étant le rayon de courbure qui répond a l’abscisse xy. Puisque 


, 
; 
. 
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awa une limite finie, sé l’on suppose v infiniment voisin d’une 
demi-période et « infint, de telle sorte que ap'y ait une limite 


finite, la courbe limite a cette propriété que la courbure en 


chaque point est une fonction linéaire de Vabscisse. 

Cest la définition trouvée (p. 195) pour la courbe élastique 
sans pression. On devyait s’y attendre, puisque A, donné par la 
formule (13), est ici nul, comme, en effet, cela doit étre d’aprés 


la formule (2), quand la pression devient nulle. 
e2nw 


La quantité 


nest autre que 7p’ o (t. 1, p. 194); en “ex- 


tw 
trayant la racine carrée, nous pouvons prendre un signe arbi- 
traire, car il importe peu ici de changer le sens des axes, Mettons 


F CAO! ve ) 
(37) o2W op \ 2, 


Nous avons, d’autre part, 


a= lima p’(w +20) = 24 pw. 
}) 


D’aprés ces égalités, l’expression de x — x devient 


a? € i) 
L— hy = ——~ | - I 
aVop’w \? Pos 


C’est aussi ce que l’on peut trouver par le moyen de lexpres- 
sion (11) pour 7?. En effet, on voit que 7 a pour partie principale 

ES : : ae eal ORE 
DY erogs par suite, la partie principale de r+ ry est ay 2p". 


On en conclut (11, 20) 


= = 2 Sy) — 4) = = — ): 
PE) Yop" 2Vop"o \ P P0/ 


7r2— 73 LNOs n2 ( I I 


La différence r — ry a pour limite la différence des abscisses; on 
retrouye ainsi la formule précédente. 

La force élastique F, constante en tous points de la courbe, 
étant multipliée par 2 — po, doit reproduire le moment fléchis- 


sant EI ( — +). On a done 


T 
P Po 


2E 
(38) i oe apo. 
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comme on l’obtient aussi en prenant la limite de pr = 8EIA,r. 
Pour obtenir, en méme temps, l’abscisse sous une nouvelle 
forme et l’ordonnée, employons la formule d’addition des argu- 


: x : : Ww 3 - 
ments dans les fonctions ©, a l’égard des arguments — + if, — it 
>) 5 5 5 ) ? 


a9) 
Sees elle nous donne 


, 70 
JO) UE 0 
Ww : Ww 2 
C{(—+u Cit— C- = 
D eee i 
JOWAL > HO 
L’expression de 7 + Ly devient ainsi 
AO) 
a Ne 
ey 5 p’o So) tpi 0 J 2 eee 
rbtivs ha UEC 9p 4 vit pw 
y 2) ! iy PA - P (@) : Pp 
C—O 
} Re 
pit 
SO eory = (ACD a, —= Dire 
Hy OE : 
ee 
J Rs 


En supposant que x» réponde a ¢ = 0 et remplacant a par son 
expression, on obtient 


f W 
p= 
it DD 

LL > 


V2pro pi 
2 


ae pit Ade : \ 
eae ——— a += 26 tt — 2VE pw \. 
2p w pu—p2 
\ 2 


Les formes de la courbe élastique sans pression se déduisent, 
sans nouvelle discussion, de celles qu’on a trouvées pour la courbe 
avec pression : 


q >0,107653.... fig. 15, déduite de la fig. 1, 
A<o4 gq =0,107653.... fig. 14, déduite de la jee th 

g <0,107653.... jig. 13, déduite de la fig. 3. 
APS OS lianas nme ae are Jig. 16, déduite de la fig. 9 ou 11. 
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Courbe élastique sans pression, trouvée directement. 


C’était ici un exercice utile et naturellement indiqué, déduire 
des équations de la courbe générale celles de la courbe élastique 
sans pression. Le calcul direct n’offre aucune difficulté, mais 
donne lieu a une remarque importante. 

En écrivant que la courbure est proportionnelle a Vabscisse et 
prenant convenablement l’origine des coordonnées, on obtient 
Péquation 


(40) di dy —~dy diz, 
: Gls Gk ~ Gi GS 7 = 


mae) 


Lie 


oat lx 
Multiphant, aux deux membres, par “et tenant compte des 


ds 
identités 
dx @a dy dy CHEN dy \? 
Says Se as = A —_ a ——— =tT1, 
ds ds ds ds? ds ds 
on en conclut 
By yg ,dr 
ds? cates CLS: 
et, en intégrant, 
dy A idinet 
As 2 1 75 px. 
tiie : dy Bol Pe ee ee : 
L’éhmination de ae conduit ainsi a l’équation 
dx? A 
A NG ee es (Car Big 2 Ne 
(41) io = Cy ; Px), 


d’ot l’on voit que x est une fonction elliptique de s. En faisant 
Vinyersion suivant les procédés donnés au tome J, on rencontre 
cette circonstance particuliére que le polynéme du quatriéme de- 
gré est ici bicarré et qu’ainsi p/y, d’aprés la formule (54) de la 
page 120 (t. I), ‘est nul. L’argument ¢ est donc une demi-pé- 
riode. On voit ainsi que l’expression (39) de # coincide exacte- 
ment ayec celle que fournit le procédé général d’inversion, sous 
la seconde forme exposée au tome I (p. 132), si l’on en fait l’ap- 


plication a l’égalité (41). 
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La courbe actuelle peut aussi étre envisagée comme un cas par- 
ticulier de la courbe élastique gauche, qui a été considérée a la 
fin du Chapitre I. Effectivement, supposons, dans les équations 


différentielles de la page 142, 4 = 6 == 0 et y = 0, puis mettons-y 
la lettre y au lieu de z; ces équations se réduisent ainsi a la seule 
équation (40). Pour retrouver ici les formules elliptiques qui peu- 
vent se déduire des formules établies au Chapitre III pour l’élas- 
lique gauche, éliminons x entre les équations ci-dessus. Nous 


trouvons ainsi 
dy 2 a, ‘ (2 2 dy >> 
Tc ne ds Pi a Ae 


C’est bien ’équation obtenue au début du Chapitre HI (p. 83) ott 


S A d 
Yon suppose «= 6 =o et ot l’on remplace cosCZ par oe 
ds 


Le calcul direct peut donc conduire, pour la courbe élastique 
actuelle, a des formules ellipuiques qui rentrent dans celles du 
Chapitre HI, tout aussi bien qu’a des formules rentrant dans celles 
du présent Chapitre. Mais ces deux groupes de formules sont fort 
différents. On y remarquera en particulier que, dans les formules 
du Chapitre III, le discriminant des fonctions elliptiques est tou- 
jours positif; dans celles du Chapitre actuel, au contraire, il est 
positif ou négauf suivant les cas. Ces fonctions elliptiques, d’in- 
variants différents et dont les arguments varient proportionnelle- 
ment al’are de la courbe, c’est-a-dire proportionnellement entre 
eux, sont liées entre elles par des relations algébriques trés 
simples. Elles nous offrent un premier exemple de faits apparte- 
nant a la théorie générale de la transformation. 


Prisme droit chargé debout. 


Soit une verge, naturellement droite, encastrée verticalement 
en lune de ses extrémités a. L’autre extrémité a, supporte un 
poids P. Il n’y a pas en jeu d’autre force. On demande les formes 
déquilibre. 

Ces formes apparuiennent a la courbe sans pression. L’équilibre 
exige que la force élastique F* soit verticale et égale 4 P; de plus, 
a Vextrémité a,, ot n’agit aucun couple, la courbure naturelle 
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doit étre conservée; al’extrémité a, la tangente doit étre verticale. 
La courbure naturelle étant nulle, a, est un point d’inflexion. 
La tangente en @ devant étre paralléle a la force élastique, ce 
poimt @ est un sommet. 
Les formes d’équilibre appartiennent donc aux fig. 13, 14, 15, 
qui correspondent au discriminant négatif. Dans les fig. 14 ou 15, 
la différence des paramétres Z, pour les extrémités, est un quart de 


y, 
Ke Ww 4 : 5 2 
période mae car les inflexions sont également distantes de deux 


sommets consécutifs (p. 219). Dans la fig. 13, cette différence 


’ 


A Ww 5 5 
peut étre (2n +1), nm étant un entier quelconque. 
2U 


En écrivant que le poids P est égal a la force élastique (38), on 
a d’abord 


2 El aR 
= 2p Wy. 
a2 Pe 


La seconde équation s’obtient en exprimant que l’arc aa, a la 
longueur / de la verge; on a donc (15) 


1 


Ws 
l=(9n+1)a—-- 
21 


En éliminant a, on obtient une condition qui fixe les éléments 
invariables des fonctions elliptiques 4 employer 


PL wy 2 —— 
(n + 4)? El x? hts. 2V2P Wo. 
~ 3 


ane 


Le radical doit naturellement étre pris ici positif. 
En désignant par ¢ la méme quantité qu’a la page 215, 


iTWs 


que 


et observant qu’on a 


on a, d’aprés (37), 


I] vient ainsi 


Pi? Pee (2), TARY, (2: Te \2 
(n+ 4) EIn? UT eae ar u) 
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La demi-période w, joue ici le rdle de w, en sorte que le second 


. 20) 1 \? \ 
membre a pour expression celle de (= “) ot. ton remplace ¢ 
par 2\/g. Done (t. I, p. 451) 
PL sf @ 2g? 3qg3 Py” se 
42.) -- =1+8(—+—-+- st gee er as, 
(x + 4)? El x? Le Oe Clic eel, Veen 


Cette équation, otg est l’inconnue, a manifestement une racine, et 
une seule, comprise entre zéro et Vunité, sous la condition néces- 
saire et suffisante que l’on ait 


ke 
(need)? Bint 
: Lok ; tk 
Si done 2 est compris entre 2n —- 1 et 2n-+ 3, il existe, 


pour la verge dontil s’agit, n-+1 figures d’équilibre, outre la figure 
droite; elles correspondent aux fonctions elliptiques ot g est la 
racine d’une des équations (42), dont le nombre total est n +1. 
Si, au contraire, ona 


il n’existe plus aucune de ces figures d’équilibre; la forme droite 
est seule possible. On en conclut que, si cette derniére condition 
est remplie, la verge ou prisme droit chargé debout est en équi- 


libre stable. 
_ ims 


On aurait pu tout aussi bien employer, au lieu deg=e ®, 


, 
TT, 


la quantité e °? , ce qui n’edit amené aucun changement dans les 
calculs. Le second membre (42) reste inaltéré si l’on y met, au 
lieu de q, la quantité q, liée a q par la relation 

2 


I 
log— log— = r?. 


q 71 


Anneau comprimé normalement. 


Un anneau circulaire est soumis, sur tout son périmétre, a une 
pression normale uniforme. On demande ses figures d’équilibre. 
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Les conditions propres a déterminer les éléments des formules 
sont les suivantes : 1° Ja courbe doit étre fermée; 2° son péri- 
métre doit étre égal a celui de l’anneau. II suffit de regarder les 
figures pour s’assurer que les formes 3 et 7 sont seules possibles. 
On en conclut que, pour l’existence de figures d’équilibre autres 
que la forme circulaire, i] faut que la pression soit extérieure; en 
second lieu, ces formes appartiennent a des courbes ou le discri- 


minant est négatif et ot l’on a encore 
GiZF 8 TO] OSS ec PS2 oe 5 (p.293). 


La question, on le voit, ne concerne que les anneaux compri- 
més extérieurement. Quant au cas ow la pression est intérieure, 
la théorie actuelle indique la stabilité d’équilibre quelle que soit 
la pression. 

La condition que la courbe soit fermée exige que, partant d’un 
sommet @, on y revienne quand le paramétre ¢ croit constamment. 


, 
x , r r 5 

Ce paramétre ¢, étant zéro au début, est 27 — pour tout sommet 
2 L 


homologue a a. En méme temps, langle des rayons vecteurs cor- 
respondant aux deux sommets est 27; ce doit étre 2x. Ainsi, la 
to 
4 ree v 
premiere condition c’est que — 


Te 


soit inverse d’un nombre entier. 


Comme ona ¢ > Fs, Y est donné par la formule (36); ainsi la 
premiére équation du probléme est 


les inconnues sont g et V, 
Ol aa TE GN EU: 


n est un entier positif arbitraire, au moins égal a 2 nécessaire- 
ment, puisque le second membre est essentiellement inférieur a 
Punité. 

Soit ¢ le rayon de l’anneau; son périmétre 279, d’aprés (15), 
fournit Végalité 


! 5 
DTC Tia —— Oe Pella 
: u 
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On a, d’autre part (2), (13), 


ee ee 


On 
20° p29 


ae st 
8k 
En éliminant «, constante arbitraire dhomogénéité, on obtient 


pe en 
( 44) = = PY’, 
4 i is 


équation dont le second membre peut étre exprimé en fonction 
de V etg. Ona ainsi les deux équations (43), (44) pour déter- 
miner ces deux constantes. 
D’aprés (27), ona 
dav 205 


r 
— = — pe. 
dy? u J 


Mais, suivant l’expression de V en fonction de ¢ (. »:8), 


aN Taste Ie 
Vicon i 
par conséquent, 
dy it y Re ee ag f 1 vy) 
dv Oey 4 “eV Gee Taga 


Dy eile 2 NGS vos q | WS a2 ghar a 
ee DTG ca) esos (y-¥) == por ple ve) + Ba 


Dee (3) vos vee a —t A G v) Sao Pade ( vr) 


\ 


Soient a, b Jes sommes des deux séries (43), (45). Si Pon sup- 
pose g infiniment petit et V fini, on a 


We Be ee Ne) 


Tae Ve Use ve” 


| 
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Mot résulte 
6=1 a — 2a"), 


Cette valeur de b, en fonction de a, est une valeur limite; c’est 
aussi une limite inférieure, et nous allons montrer que, a étant 
positif, on a toujours 


(46) b> fa(i—a?). 

—vV Pe: re ; KY 

Posant, en effet, —_~ =a’, on déduit, des séries (ABN CAS), 
ee y \ 


celle-ci 


San = 0/3 g? (a ; 
1 = t 2 ) Hl ip 
b+ 5a= j . (p Wy ae ve J, 


dont tous les termes sont positifs. On peut done conclure 


« i, 13 
ee ee 3a—a ; 
ge a ; 


; 5 4 1a ae 
Mais la fonction 


croitavec a’, tant que a’ est inférieur a 


Ici a est inférieur a Vunité. L’inégalité a done lieu @ fortiori si 
l'on remplace a’ par a, qui lui est inférieur. Cette substitution 
fournit linégalité demandée (46). 

Le probleme est donc impossible si l’on n’a pas 


38 / 
Ace AT i” 


3 

Pe 2 S / 

(47) aie wk 10, De | 
KI 


Voici une condition nécessaire pour qu'il existe des figures 
@équilibre autres que la figure circulaire. Cette condition n’est 
pas satisfaite si l’on a 


eek 
(48) a 23, 


‘On en conclut que Ja condition (48) assure la stabilité de 1’é- 
quilibre. 
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Dans une étude plus approfondie, on doit se demander si l’iné- 
galité (47) assure |’existence de solutions pour les équations (43) 
et (44). On trouvera, sur ce sujet, des détails complémentaires 
dans Je Mémoire cité en téte de ce Chapitre. La condition (47) ne 
suffit pas et doit étre complétée ainsi 


Pe ie 
iT eae 


n2—t. 


(rm—1)(2n—1)(3n—1) > 


Mais nous passons ces détails, dont la reproduction nous entraine- 
rait hors des limites de cet Ouvrage. 


FF — 
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CHAPITRE VI. 


LIGNES GEODESIQUES DES SURFACES DE REVOLUTION 
DU SECOND DEGRE. 


Equations différentielles. — Surfaces du second degré; inversion. — Expressions 
elliptiques des constantes. — Discussion. — Lignes géodésiques singuliéres de 
la surface gauche de réyolution. — Lignes géodésiques conjuguées. — Liai- 
son entre les lignes géodésiques et lherpolhodie. — Points imaginaires. - 
Comparaison des arcs sur une méme ligne géodésique. — Propriétés d’une classe 
de surfaces développables. — Développable ayant pour aréte de rebroussement 
une ligne géodésique de surface du second degré, de révolution. — Surfaces 
confocales. — Cas ou la surface confocale rencontre la ligne géodésique. — 
Surface confocale inscrite dans les développables. — Points homologues. — 
Théorémes sur les arcs. — Méridiens. — Théoréme sur les arcs d’ellipse et 
WVhyperbole. — Propositions sur la fonction ¢. — Les lignes géodésiques des 
surfaces de révolution du second degré ne sont pas algébriques. — Exemple 
dune courbe analogue, mais algébrique. — Exemple d’herpolhodie algébrique. 


Equations différentielles. 
Soit Z une fonction de la coordonnée sz, et 
(1) Aaa V3 == /b 


’équation d’une surface de révolution. Les équations différentielles 
des lignes géodésiques sur cette surface sont 


2 


eo d2y d*z 


Ube ee NY ds? 


= == INYAL 
ds? 


L’arc de la courbe est s, et ces équations expriment que le plan 
osculateur est constamment normal a la surface. Si on regarde 
la courbe comme la trajectoire d’un point matériel astreint seule- 
ment a rester sur la surface, on peut envisager s comme désignant 
le temps; N est la moitié de la réaction exercée par la surface. 
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Des deux premiéres équations se déduit Vintégrale des aires 


(2) 


puis les relations 


[ Lake dy \? a (Ge CONT Pa a 
ica +() Coser) oaee ere eee uO 


Jointes aux relations (1,2), donnent celle-ci 


3 eae Dh (2 
ae a Te 


\ 


ot les variables sont séparées. En différentiant aux deux membres 
dz ae : , : Ate 

et remplacant qa NZ’, on obtient, pour la réaction N, Vex- 

pression toute connue 


ZL" — 72 — 2? (1+ 7") 


N 
(BS a Ae 


— 


Pour trouver ensuite w et y, on pose 
e+riy=X, x—iy =Y, 
puis, écrivant la relation (2) sous la forme 


re (@K l dy - ie 
2% Ge MG TF 


— 
On 
— 


on fait dépendre le rapport X ; Y d’une nouvelle quadrature, tan- 
dis que le produit XY = 2Z est déja connu. 


Surfaces du second degré ; inversion. 


Soit choisie, pour Z, la fonction 
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en sorte que 


(6) Be 
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représente une des quatre surfaces du second degré de révolution 


a centre, savoir : 


Untellipsoide aplati,isi.... 40.5. a > b> > 0 
Uinwellipsoidevalloniectisin cmt. b2>a?>0 
Un hyperboloide a une nappe, si... a> 0 >b 


x 


Un hyperboloide a deux nappes, si. 62 >> 0 >-a@?. 


En prenant 3? pour inconnue, au lieu de z, on écrira l’équa- 


tion (3) sous la forme 


La) (2 ; b* ) OPC b2 
a2 —- 53 [=] "= St abe ab? a 7 


OP ee as 


Soient posés maintenant : 


db 
(rg 
| (ex g) at — $2” 
(8) a) © 
2 USE NSE p85 
| ey ON = a b?, 
(9) Bee Pil), 
on en déduira 
/ b* 
ee ae 
(9 @) etc 
| aa BS a a icy) 


Tenant compte de la relation 
i = AG Eau), (pu — eg) (pu—ey), 


on conclut maintenant de Péquation (7) 


eg ee 08 du td [ . 
ae) (ep pay 


ou bien, en extrayant la racine carrée, 


(10) Ze ey pe 


du 
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Voici donc, par une intégration, l’expression finie de l’arc s : 


V a+ — b? ; Fake 
—— (é€,uW—- Cu) + const. 


b 


(Ga) ita tt 


Pour effectuer ensuite l’intégration dans l’équation (9 _, il faudra 
mettre Z, 4 un facteur constant prés, sous la forme pu — pv. Ceci 
conduit a introduire un argument constant 9, en remplacant les 
égalités (8) par celles-ci : 


2(€ ) ede 
< — pvr) =-—— 
\ came ae, a? — b? 
(12) OS ae a es ee 
wee O22 
| (ey — per) = SG 5 
Wot Pon conclut 
3 
1S) On) a ae > 
Va? b2 
ic (a> — b2 2 Tp’ 
b esc. — eg) 


par quoi l’on transforme Pégalité (10) en celle-ci 


nas <2 p'e 
3 = (eg — : 
(13) Knee, Blayney pu) 


On trouve, d’autre part, 


7 72 (CHT PY) (PU— PP) 2 a 


(14) a(ég— eg) «ar PPP), 


ic ds p'e(eg—pu) 
Ledu (4 = pe) (pu— pr) 


Voici done ce que devient l’équation (ue 


d xX p'e(eg — pu) 


o 


ec 
(15) | du °° ¥ (€x— pe) (pu—pe) 


=(C(u+)—C(u—v)—20(9+ wg) + any. 
L’expression (14) de 2Z == XY donne, d’autre part, 


d Rania pu ss 
a log XY = peeves C(u+e)+ C(u—v)—atu; 
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il en résulte 


d Z ; ; 
£ logX =L(w+ 0) — Cu —U(o + wx) +103 


du 


dou, par intégration, en dénotant d’une maniére appropriée la 
constante arbitraire, 


4 _ ac(uteo) Ma—Cle+wg)lu 
XG es ee é€ ? 
6 6b secu 
(J “ 
} tacs(u—v) lle+oa)—He]u 
LO mEGIOLO UL : 


La constante, mise devant l’expression de Y, est choisie d’ac- 
cord avec l’expression de 2Z, que doit reproduire XY. 


Expressions elliptiques des constantes. 


Les formules (12) fournissent les éléments elliptiques en fonc- 
tion des constantes primitives. Inversement on en tire les expres- 
sions de ces constantes par les éléments elliptiques : 


; (€g— pe) (eg == Pe) 


(a —— g 
(17) ( ORS Menke), 
sees: (€4— pe) (ey— pe) 
i ea — & 


En prenant de diverses maniéres les indices «, 6, y et argument 
y, on obtiendra les divers cas qui peuvent s’offrir, soit relativement 
a la nature de la surface, soit a la nature de la ligne géodésique. 
L’examen de ces divers cas va faire l'objet d’une discussion, que 
Von pourrait fonder sur l'étude de la formule (7), mais qui sera 
plus intéressante si l’on prend pour point de départ les formules 
elliptiques. 


Discussion. 


Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations 
(16) et (g) représentent une courbe réelle sont les suivantes , 
z étant supposé, comme il est loisible, étre une constante 


réelle. 
Il. 16 
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1° La quantité zp’e du doit étre réelle ; 

2° Les quantités c?, s?, Z doivent étre réelles et positives. 

Il est d’ailleurs sous-entendu que le discriminant est positif, 
puisque les racines é,, Cg) ey sont réelles. 

Ces conditions, évidemment nécessaires, sont suffisantes; on 
peut le voir ainsi. 

Comme pu et pe sont nécessairement réels, on voit que les 
conditions relatives 4 zp'ydu et ac? assurent la réalité de ds (13). 

Les expressions (16) de X et Y donnent lieu a léquation (19), 
dou l’on peut remonter a léquation (5), ot ds, c, Z sont réels. 
On est donc assuré de pouvoir déterminer la constante E, de ma- 
niére que le rapport X ; Y ait lunité pour valeur absolue (mo- 
dule). D’autre part, le produit XY == 2Z est réel et positif. On 
trouvera donc ainsi pour X et Y des imaginaires conjuguées. Si 3? 
est positif, on voit que x, y, sont réels. La courbe est donc 
effectivement réelle. 

La premiére condition, relative a 7¢p'edu, limite ceux des 
intervalles (-—00, €3), (€3, @2), (€2, €1), (€:1, +o) ot peuvent se 
trouver pu et pe. 

Les rangs des intervalles ot se trouvent ces deux quantités 
sont de parités opposées. 

La condition relative a c? se traduit par celle-ci (17) : 


(18) (éa— pe ley — pe) (€a— €g) > 0. 

Celle qui est relative 4 zs? donne (9) 
(19) eg — pu>o. 

Enfin la condition relative 4 Z s’exprime ainsi, d’aprés (12, 14), 
(20) (ey — pe)(pu—pe)>o. 


Rien n’est plus aisé maintenant que de trouver les divers cas 
possibles. Voici un spécimen de la discussion. 

Supposons a1, B= 2, y= 3. La condition (18) exige que 
pe soit supérieur a e, ou inférieur a e3. Soit pe <es;; alors, sui- 
vant la condition (19), pw doit étre moindre que ey et se trouve 
ainsi dans l’interyalle (es, e2). La condition (20) est alors rem- 
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plie. Soit, en second leu, pe > e,; alors pu, moindre que e,, est 
nécessairement au-dessous de e;, et la condition (20) est encore 
remplhe. 

Cet exemple doit suffire et nous n’avons qu’a noter ici le ré- 
sultat. Dans chaque cas, on trouve effectivement aussi, d’aprés les 
égalités (17), des valeurs de a? et b? réelles et qui ne sont pas 
toutes deux négatives. La courbe est donc, non seulement réelle, 
mais véritablement aussi une ligne géodésique d’une surface 
réelle. 

Nous figurons, pour chaque cas, les quantités dans l’ordre 
croissant. Les deux premiers cas sont ceux qu’on vient de discuter. 


Lr, PY, ey, Pu, 3, ea} a > b? > 0. 
II. Pu, Cy, 3, Ca, PY; 

If. pu, €g, Cy, Ca, Pe; a > 0 > G2. 
TIVES pu, €g, Ca, Cy, PP 

Wo Gy PV, Cya— PU, 8 ; 62 > a? >0 
Ville Pu, ey, PP, Ca; eg} GA>o0>e 


Il est a remarquer que, sur les six permutations des indices «, 
6, y, Pune se trouve répétée deux fois, dans les cas I et IH, et une 
autre manque complétement. Sil’on avait, en effet, e,< Cg Sey, 
pe devrait étre, d’aprés (18), entre é, et ey. D’aprés (19) et (20), 
pu devrait étre supérieur a pe et inférieur a Cg: Par conséquent, 
pe et pu devraient étre tous deux dans l’intervalle (ez, eg), ce qui 
ne se peut, d’aprés la condition imposée, en premier lieu, a ces 
deux quantités. 

On ne peut manquer d’observer ce fait singulier que chacuh 
des cas I, V, VI répond a une surface différente, ellipsoide 
aplati, ellipsoide allongé, hyperboloide a deux nappes ; sur cha- 
cune de ces surfaces, il n’y a qu'une espéce unique de lignes 
eéodésiques. Au contraire, les trois autres cas correspondent a la 
surface gauche de révolution, sur laquelle, on le voit, il se trouve 
trois espéces différentes de lignes géodésiyues. Crest la un fait sur 


lequel il convient de s’arréter. 
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tos 


Lignes géodésiques singuliéres de la surface gauche 
de révolution. 


Il est naturel d’examiner les particularités que la dégénérescence 
des fonctions elliptiques entraine pour les lignes géodésiques dans 
les six cas précédents. 

Tout dabord Vhypothése Ca = Cp, suivant légalité (8), est a 
écarter immédiatement comme dénuée de tout intérét. Elle cor- 
respond a une surface indéfiniment aplatie, sur laquelle les lignes 
géodésiques se réduisent a des droites quelconques. 

L’hypothése eg = ey, dans les cas Tet II, entraine aussi ey = ea; 
il ‘n’y a pas lieu d’y revenir. Pour les cas V et VI, elle entraine 
Cy = pe, c’est-a-dire a = 0, suivant (17). La surface de révolution 
disparait. Mais, pour les cas IIL et IV, entre lesquels cette hypo- 
thése sert de transition, elle donne lieu, sur la surface gauche, a 
des lignes géodésiques effectives : ce sont les génératrices recti- 
lignes. On voit, en effet, par léquation différentielle (7), que, 


dz ae ; 
qs est une constante. C’est ce qu’on peut vérifier aussi 


par le moyen de Vexpression de N. En utilisant l’égalité (4), on 


pour ce Cas, 


trouve effectivement 


wie b8(a2c? — b2c? — at) 
~ atl b* + (a — 62) 3? 2 


et le numérateur est nul, suivant (8), quand on SUPPOSE Cg = ey. 
Par cette méme expression de N, on observera que les lignes géo- 
désiques, sauf le cas ot elles sont droites, n’offrent jamais de 
point d’inflexion en projection sur le plan de l’équateur. 
Dhypothése ey =e,, pour les cas IV et VI, entraine aussi 
Cy = Gg, et ne doit plus étre envisagée. Pour les cas I et V, elle 
exige pu = Car ce qui donne z= 0; on obtient ainsi l’équateur 
de la surface. Mais, pour les cas H et Ill, on peut supposer 
= ey, en laissant varier pu. C’est, on le voit, Vhypothése qui 


Ce 
de transition entre ces deux cas If et II. Il y correspond, 
sur la surface gauche, des lignes géodésiques singuliéres dont 
les équations peuvent s’obtenir sans le secours des fonctions 
ellipuques, comme on voit par l’équation différentielle (go. eethe 
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équation, par l’hypothése c? = a?, devient intégrable, en effet, au 
moyen des fonctions logarithmiques. En chaque point de la sur- 
face passent deux de ces lignes singuliéres, symétriquement incli- 
nées sur la tangente au paralléle et faisant, avec cette tangente, 
un angle dont le cosinus est égal au rapport des rayons du cercle 
de gorge et du paralléle. On se rendra facilement compte de cette 
propriété par le moyen de ’équation (7), qui fournit la direction 
de ces lignes singuliéres. 

En un point arbitraire de la surface de réyolution, il y a lieu de 
considérer ainsi, dans le plan tangent, quatre droites, savoir les 
deux génératrices rectilignes G, G’ et les deux tangentes des géo- 
désiques singuliéres T, IT’. Ces quatre droites se coupent au point 
considéré ; elles partagent le plan en quatre régions dont chacune 
est composée de deux angles opposés par le sommet et qui n’em- 
piétent pas les unes sur les autres. Une de ces régions est limitée 
par T et T’, une autre par G et G’, une autre par Get T, une 
quatri¢me par G’ et T’. . 

Cela posé, pour toute ligne géodésique qui passe au point con- 
sidéré, la tangente en ce point est contenue dans une des quatre 
régions. Si elle est contenue dans la premiére région (T, 'T’), la 
ligne géodésique est de l’espéce II. Si elle appartient a la troisieme 
ou a la quatriéme région (G, T) ou (G’, T’), c’est alors lespéce III. 
Si elle appartient enfin 4 la seconde région (G, G’), la ligne géo- 
désique est de l’espéce IV. 

L’espece II présente, en outre, une distinction géométrique 
trés simple. La fonction pu y varie de —«ae;; 3° ne s’évanouit 
jamais et devient minimum pour pu =e; : la ligne géodésique 
ne traverse pas le cercle de gorge et touche un paralléle. Au 
contraire, dans les espéces HI et IV, pu varie bien de la méme 
maniére, mais z?, qui tout a l’heure était égal a 7? (e,— pu), 
est maintenant représenté par <?(e; — pu). Son minimum est 
one 


8 
uand uw franchit argument correspondant w,. La ligne géodé- 
gq 5 ro) ro) 


zéro; la fonction uniforme z s’éyanouit en changeant de si 


sique trayerse le cercle de gorge et tous les paralléles. 

Sous ce point de vue, les lignes géodésiques de l’hyperboloide 
4 deux nappes (cas VI) peuvent étre assimilées 4 l’espéce I; elles 
sont tangentes a un paralléle. 
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Sur les deux ellipsoides (I et V), pu varie de eg a ey; toutes les 
lignes géodésiques sont tangentes 4 deux paralléles, symétriques 
par rapport a l’équateur, et traversent léquateur. 


Lignes géodésiques conjuguées. 


Avec les mémes fonctions elliptiques et les mémes arguments, 
de part et d’autre, considérons deux lignes appartenant, lune a 
lespéce II, l'autre a l’espéce III. Les équations (16), sans aucune 
altération, sauf les facteurs constants, s’appliquent en méme temps 
aux deux courbes. 

Par conséquent, @ toute ligne géodésique, d’espéce Il ou M11, 
tracée sur une surface gauche de révolution, correspond une 
seconde ligne géodésique, tracée sur une autre surface de 
méme espéce et de méme axe, de telle sorte que, sur un plan 
perpendiculaire a cet axe, les deux courbes aient une seule et 
méme projection. De ces deux lignes, Vune est de lVespéce H, 
autre est de Vespéce IT; leurs arcs correspondants sont pro- 
portionnels. 

Ce mode simple de correspondance résulte d’un échange entre 
les indices ( et y. Il n’existe, dans le domaine réel, que pour les 
espéces II et III. Les formules (17) donnent immédiatement les re- 
lations entre les quantités a?, b?, c?, relatives 4 l’une des lignes, 
et les analogues a”, b’?, c!?, relatives a l’autre : 


b 
Le rapport des arcs correspondants est zi 
L’échange des indices « et y met en éyidence un lien fort remar- 
quable aussi, quoique moins simple, entre les lignes géodésiques 
de lellipsoide allongé et de Vhyperbolotde 4 deux nappes (V 
érV1). 
Les quantités e,, @2, €3 étant supposées les mémes pour les deux 
lignes, soient w, 9 les arguments relatifs 4 la ligne d’espéce V et 
w', e’ ceux qui sont relatifs a la ligne d’espéce VI. Prenons 


J=9—w, u=uU+ ow, 
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ce qui est conforme a la nature des quatre arguments uw, 9, w’, o'. 
Pour la premiére courbe, on a, suivant les égalités (16), 


>.< o’( 18} ; 
—=— E2- x ©) natn’ C(v-+w')ju 


iY o(u — 9) 


et, pour la seconde, 


t =) te 
a = 19 o(u 2) 2[q"-C(v'+w") Jw 
Y c(u'— 9’) 
"2, o(u oe) e2in"—Cle'+ wo") Jw—24(u—v +o), 
o(u—y) 


Comme ona w! = wo + ow! et 4’= 4 + 7/, on voit qu'il suffit de 
choisir les constantes E, EF’ pour conclure a l’égalité des rapports 
X: Yet X’; Y’. Quand il en est ainsi, les deux points qui se cor- 
respondent sur les deux lignes géodésiques sont dans un méme 
plan méridien. Pour achever de préciser la correspondance, il faut 
donner les relations entre les coordonnées ¢ et z’, ainsi qu’entre 
les quantités a?, b?, c?, a!2, b/?, c?. Crest ce qu’on fait aisément 
au moyen des formules d’addition de la demi-période. On a, en 
effet, suivant les égalités (g, 17) et les formules d’addition 


B2 B'% = 5262 = 7272 (e, — pu) (€y — Pu’) 


= 02%2(e;— pv)(e1— po’) = t?t'2( €, — €2) (1 — @3). 


D’aprés les égalités (8), on a aussi 


b* (a? — ¢?2) 6? 
é;— ¢3 = = = 
: 72( 62 — a?) c2qQ'2 
(a2— c?) 6? b'' 
é €2,= = —— — 
4 Z = a2 7/2( 62 — a’2) 


Par l’élimination de <?, <2, ces relations se réduisent aux sui- 


vantes 
i (62— a?)(b62— a?) = 626”, 
oe eo OOe 

(a?— c?)(a2—c?) = @ a”, 


dont ia derniére peut étre laissée de coté, comme on va le recon- 
naitre. Voici donc la conclusion : 
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Sotent un ellipsoide allongé 


+ 5- = 1 (b* > a"), 


et un hyperboloide a deux nappes 
Up) 12 lho) 


5 UO} ee 
a a) Waiee (GEA O)): 


xv 


fs 
\ 

Ss 
D 


dont les axes satisfassent a la premtére relation (21). On éta- 
blit une correspondance entre les points de ces deux surfaces, 
sttués dans un méme plan méridien et conformément a la se- 
conde relation (21). 


De cette maniére, les lignes géodésiques des deux surfaces 
se correspondent. On voit que la relation entre c? et c? est une 
conséquence de la seconde relation (21). Elle traduit, en effet, la 
correspondance entre les points ot les deux lhenes géodésiques 
sont tangentes a des paralléles. 

Par l’échange des indices « et 8, on trouve de méme un lien al- 
gébrique entre les espéces II et VI. Soient uw, » les arguments re- 
latifs 4 la courbe de l’espéce H, wu! et o’ ceux qui sont relatifs a la 
courbe de l’espéce VI. On prendra 


3) ii! ==. = we’. 


Des calculs tout semblables 4 ceux qui précédent conduisent 
ainsi 4 cette conclusion : 


SS 


Sur Vhyperboloide & une nappe 


a Gat (ato> bt), 
st Von envisage une géodésique tangente a un paralléle de 
rayon c, et sur Vhyperboloide a deux nappes 


alg fa 19 
Gitar. yi? ZB 


+ ey =I (b2 > 0 >a) 


une géodésique tangente a un parallele de rayon c', et que les 
deux relations 

(c?— a?)(c2— a?) = c2c"2, 
Cte che 08) 


- ab? ab? 


b=) 0) 
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atent lieu, les points de ces deux lignes géodésiques (convena- 
blement orientées), situés dans un méme plan méridien, se cor- 
respondent conformément a lVégalité 


Pies FP) VCO. \ 202 §'2 2 
is ces) 2) (¢ oi a a eee 
B sf - ee aie 


ae Ie XG i a*a'* 


Liaison entre les lignes géodésiques et Vherpolhodie. 


La forme extérieure des équations (16) est toute semblable a 
celle qu’affectent les équations de lherpolhodie (II, 14, p. 55). 
Mais, dans Vherpolhodie, pu est placé entre e3 et es, py entre ey 
et e€,, ce qui n’a lieu ici dans aucun des six cas. Dans un seul cas, 
celui de lellipsoide allongé (V), pu et py sont placés de la ma- 
niére inverse. Il est alors, pour ce cas, possible de changer les 
équations (16) en celles de lherpolhodie, au moyen du change- 
ment de uw, » en tu, Le. 

Supposons, a cet effet, que les fonctions elliptiques employées 
pour la ligne géodésique soient construites avec les racines ci- 
apres : 

Cy = — 1, C= 163, eg = 


635 


auquel cas on les distingue par un trait supérieur, comme on l’a 
fait dans le Tome I(p. 57, 140, 172). Employons aussi les carac- 
léres romains u, v, a, b, c, au lieu des italiques correspondants, 
pour les éléments de la ligne géodésique, qui se distingueront ains) 
des éléments de l’herpolhodie. 


Prenons 
R= Lp Vin 


D’aprés les conventions précédentes, nous avons 


Wy = TW, Yo=— tn. 
G(u+v)=is(u-¢), ol = ery. S Vie Ons 


E(v + wg) =— 1f (e+ w), 
et il en résulte cette nouvelle forme des équations (16) 


: ay ort, 

X —=—wEt a Oe 2) eln—Clorw)lu 
b cuoe 

2.2) { : 

( ] Y ita o(u—v) 


Eb cuce 


e—lg—Clo+w)le, 
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S’il s’agit, d’ailleurs, d’une ligne géodésique appartenant a l’es- 
pece V, on a, quant a l’ordre de grandeur, 


€Ca< pv ey eo yoy eg, 
c’est-a-dire 


Ey > pv Sez > pu> és, 


absolument comme dans le cas de l’herpolhodie. Les équations (22) 
sont done celles d’une herpolhodie, dont on achévera de détermi- 
ner les éléments en prenant, suivant l’expression de G (p. 47), 


teh 


— (i= C0 Ww) a (eeaceT), 
c’est-a-dire 


7 r 
tch ; me jays) 
— =C(e+w0)—Cve—7A= f 


2 pre, 


Dans les équations (7) de la page 47, prenons, comme il a 


été dit (p. 49) en discutant ces équations, a=1, 8 = 3, y =a. 
Nous avons alors 


Gh CS PAO 


ha pee 


La comparaison des deux derniéres égalités donne a?= o. Il s’agit 
donc ici de ce cas particuliérement simple, dont il a été parlé 
(p. 74), et dans lequel lherpolhodie est engendrée par le roule- 
ment d’une ellipse. 

Les formules de la page 47 et les formules (12) actuelles don- 
nent facilement la détermination des éléments de cette herpol- 
hodie : 


(23) 62— h? = ¢?, ck— h? = a2, = 


Kn conclusion, toute ligne géodésique tracée sur un ellip- 
soide de révolution allongé se projette sur le plan de Véqua- 
teur suivant une courbe qui peut étre engendrée par une ellipse 
dont le centre est fixe et qui roule sur ce plan. 

Soient a et b (a< b) les axes de Vellipsoide, c le rayon des pa- 
ralléles qui sont tangents a la ligne géodésique; soient b et c 
(b < ¢) les axes de l’ellipse roulante et A < 6 la distance de son 
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centre au plan. Ces diverses longueurs sont liées par les équa- 
tions (23). 


Points imaginaires. 


Faisons, pour quelques instants, abstraction des lignes géodé- 
siques et prenons simplement des équations de Ja forme (16) 


| ee C(W+ VY) <2 
DN, et Hy 
CVOU 
(24) ‘ k= 4g, —C(9 + og), 
= Ae e—ku | 
( Pou 


ou p et g seront des constantes. 

Il est manifeste qu’on pourra choisir ces constantes p, g de 
maniére que ces équations représentent une courbe réelle, pourvu 
que p’v et pu soient opposés d’espéce, l’un réel, l'autre purement 
imaginaire. Effectivement on déduit de la l’égalité (15) 


d xX p'e(ey, — pu) 
log = w= a : 
du YG (€g— pe) (pu— pe) 


Par hypothése, p'y.du est purement imaginaire. La partie va- 


= 


x fee 
riable de log = est done purement imaginaire et l’on peut prendre 
SY § ee 


fe 


P xX : a, : ie 
— de telle sorte que log — soit lui-méme purement imaginaire. En 
q 8 ¥ § 


second lieu, on a 
XY = pq (pe— pu) 


et l’on peut prendre pq de telle sorte que XY soit réel et positif. 
De cette maniére, X et Y seront imaginaires conjugués et la courhe 
sera réelle. 

Il faut avoir soin d’observer la supposition qui est faite ici : on 
admet que wu varie d’une maniére continue et que sa variation soit 
toujours ou réelle ou purement imaginaire. Mais w peut avoir une 
partie constante, période ou demi-période, de nature opposée. Si 
l'on modifiait cette partie constante par l’addition d’une période, 
il faudrait, pour rendre la courbe réelle, changer p et g. Si lon 
change cette partie constante sans altérer p et g, X et Y prennent 
des valeurs qui ne sont plus imaginaires conjuguées, mais qu’on 
rendrait telles, en les multipliant par des constantes. 
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Supposons donc p et qg choisis de mamiére a rendre X et Y 
imaginaires conjugués quand on considére une suite d’arguments 
que nous désignons généralement par w. Envisageons maintenant 
les arguments wu’ = 20’ + U, 2 w’ étant une période quelconque ; 
soient X/ et Y’ les valeurs que prennent X et Y, pet g n’étant pas 
changés. Les deux fonctions X et Y sont doublement périodiques 
de deuxiéme espéce et admettent, relativement a la période 2”, 


G 5 I 
les multiplicateurs p! et ee 
pee! = e2t/v+2kw! 


las I = 
En multipliant done X! par = et Y’ par uv’, on retrouvera deux 
t 
v. 


imaginaires conjuguées. 
. . [ . . 
Ces deux multiplicateurs — et »’ ne sont pas eux-mémes imagi- 
v. 


naires conjugués si 2w! n’est pasde méme espéce que du, tout réel 
ou tout imaginaire. Il est facile de s’en convaincre. Si, en effet, 
on remplacait 2w’ par la période 2, de méme espéce que du, 
X et Y resteraient imaginaires conjugués en se multiplant par 


“ re I - . anise ‘ 
les multiplicateurs correspondants v. et —, qui sont ainsi imagi- 
- 


naires conjugués, en sorte que pala forme e’?, 4 étant un angle 


réel , 
is et = e2nv+2ko, 


On peut écrire p! sous Ja forme suivante : 


20 
a 


a! , tay 
27 (ne +kw ) ‘ Ww Toy 


i ese 


va : : UT : UT 
La quantité jw’ —7/» est un multiple entier de —, soit n—; 
2 


en sorte qu’on a 
nite a! nite + idea’ 
DV ee e © pO =e aro) Dire 


Par hypothése, o! et » sont lun réel, l’autre purement imagi- 
naire; de plus, ¢ est, & une période ou demi-période pres, de 
nature opposée a du et, par conséquent, a. De Ja résulte que 
Pexposant de lexponentielle est ici tout réel, sauf un multiple de 
iz. Par suite, »/ est une quantté toute réelle. 
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En résumé, c’est par les multiplicateurs réciproques et réels 


I x Mons x a . é 
—etw quil faut multiplier X’ et Y’ pour les rendre imaginaires 
8a 


‘ 


conjugués dans le cas qui nous occupe. C’est ce qu’on traduirait 
en langage géométrique figuré si Pon disait : la portion de courbe 
pour les arguments wu! se compose de la portion de courbe relative 
aux arguments uw, que l’on fait tourner autour de l’origine d’un 


. . 5 I 
; 5 Les S ail 
angle purement imaginaire égal a = log pz’, absolument comme, 


pour la suite des valeurs de wu, la courbe se compose d’une por- 
tion, toujours la méme, que l’on fait tourner successivement des 
5 z | 
angles réels b, at, .... 
Il faut examiner maintenant ce que deviennent X et Y pour des 
arguments w', de la forme uw, = w! + u. 
Soient X(), Y(») ce que deviennent X et Y quand on y met, 
pour w, une demi-période »; nous avons 


qX(w) (w+ ¢) 
pry) cae) 


e2kw — e2qv+2hw — U5 


e’est le multiplicateur correspondant a la période 2 dans la fonc- 
tion X. Il en sera autant pour toute demi-période. Prenons deux 
demi-périodes, l’une w” comprise parmi les valeurs admises pour w, 


en sorte que 
XS (coin) ne 2 
SS 
Ca) Ga 


soit, par hypothése, de la forme e’?, 9 étant un angle réel; prenons 
ensuite /-+ 0", qui différe dela premiére par la demi-période 0’, 
la méme que ci-dessus. Nous avons, de méme, 


X(w'+ oo")  p 
Y¥(w' +0") g 


in ae 
ae eas 


car le multiplicateur est eal pour la période 20’ - 290", Ainsi 


USP aD wt) ae ye. See 
Y(w'+ 0") Y(w") 


Soit ¢ = + 1 choisi de facon a rendre positive la quantité réelle 
I 


su’. Si Von multiplie X (w!+ ©") par = et ¥(#!+o") par 


ti 
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+ y/eu’, le produit de ces deux quantités ainsi modifiées sera 
simplement multiplé par +1, il était égal a la quantité réelle 
pal pe— p(»’ + ")], qui est positive ou négative. En disposant 
du signe, on rendra le nouveau produit réel et positif. Le quotient 
des quantités ainsi modifiées est égal a e’?; done ces quantités 
sont imaginaires conjuguées. 

Prenons maintenant des arguments de la forme w’/ + uw; nous 
savons que X (w! + w) et Y(o! + uw) deviennent imaginaires con- 
jaguées si on les multiplie par des facteurs constants. Nous 
venons de trouver ces facteurs en supposant la valeur particuliére 
uw"; il n’y faut rien changer quand wu est variable. Ainsi, en 
résumé, si 20’ est une période d’espéce opposée a du, et p! le 
multiplicateur de la fonction X pour cette période: 1° y! est une 
quantité réelle ; 2° ea a X (ow! + uw) eb + V tee Y (w’ + w) sont 


.- 1 
aso 


imaginaires conjugués ; 3° z X (aw + wu) et p’ Y(20/+ w) sont 
imaginaires conjugués. 

Ces résultats s’appliquent, sans modification, aux cas ou les 
équations (24 ) représentent la projection d’une ligne géodésique de 
surface de révolution du second degré. Il faut joindre aux équa- 
tions (24) celle qui donne la coordonnée z, dont le carré reste 
toujours réel, mais peut étre négatif, quand w est remplacé par 
w’ + u. En ce cas, 3(' + w) devient réel si on le multiplie par 7. 

Dans le langage figuré de la Géométrie, on peut dire que les 
arguments dont il s’agit fournissent les courbes qu’on obtient 
en faisant tourner une courbe réelle, autour de l’axe, d’un angle 


imaginaire et en multiphiant les ordonnées s par Vey, : 

Les équations (24), considérées dans leur plus grande généra- 
lité, peuvent, avons-nous dit, représenter des courbes qui ne soient 
pas des projections de lignes géodésiques de surfaces de révolu- 
tion du second degré. On peut leur donner encore une acception 
plus large en admettant que le discriminant y soit négatif. La 
courbe est alors réelle, si pw et py sont séparés par ey et si Von 
prend €, = é,. 

Nous verrons plus loin que, parmi ces derniéres courbes, A 
discriminant négatif, il en est d’algébriques, tandis gu’il n’en 
existe aucune parmi les autres. 
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Comparaison des arcs sur une méme ligne géodésique. 


Sur une méme ligne géodésique, deux points variables, répon- 
dant a des arguments dont lasomme ou la différence est constante, 
sont lés l’un a l’autre par des relations purement algébriques, 
non seulement entre leurs coordonnées, mais aussi entre les arcs 
qui aboutissent a ces points. C’est ce qu’on va aisément recon- 
naitre. 

Soit wlVargument de lun de ces points, dont X, Y, s sont les 
coordonnées. Toute fonction rationnelle de pu et p’u est une 
fonction algébrique de 3, comme on le voit par l’égalité (9). 

Soit » =u Vargument du second point, dont X’, Y’, z’ sont les 
coordonnées. Désignons par s et s’les deux arcs aboutissant a ces 
points. D’aprés la formule (11), en laissant de cété la constante 
arbitraire, nous avons 

ees , - 
Se ae [eg + C(weuytCul. 
On a @ailleurs (t. I, p. 138) 


Ties pd (2 sus 90) (07 


OC COpSaT Ea Gu Gwe 
Cs ieee ¢ 2 pw—pu 
Ainsi la somme ou la différence des arcs est algébrique, en 
méme temps que la somme ou la différence des arguments est 
constante. 
Pour le premier cas, prenons le produit des coordonnées X, X’. 


D’aprés l’expression (16) de X, ona 


a\? o(u+0)c(w+o—u) 


VO a Be ely —Clv+-W,)]w : 
b : i op cuc(w—u) 


2 


ce qui est une fonction doublement périodique de w, rationnelle- 
ment exprimable au moyen de pu et de p/u (t. I, p. 213). Len 
est de méme a l’égard des produits YY’ et 2’, ot, sauf les fac- 
teurs constants, g est remplacé par — ¢ pour lun, par wg pour 
Vautre. 

Dans le cas ot la différence des arguments est constante, ce 
sont les quotients X’: X, Y': Y et s': s qui sont doublement pé- 
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riodiques, et algébriquement exprimables en fonction de s. On 
peut @ailleurs passer facilement de Vun a l’autre cas. En effet, 
sauf changement de la constante EK, X et Y s’échangent quand on 
change w en —u. Comme d’ailleurs XY est une fonction algé- 
brique de s, la liaison entre les deux propositions est mani- 
feste. 

Nous allons faire connaitre des propositions de Géométrie qui 
équivalent a cette proposition purement algébrique et qui servi- » 
ront a la préciser. 


Propriétés d’une classe de surfaces développables. 


Considérons la fonction doublement périodique de deuxiéme 
espéce 


~ 
Fy ee ae, 
CVOU 


dans laquelle y désigne un argument arbitraire. Cet argument est 
une racine de la dérivée f’(w). On a, en effet, 


f'(u) 
FH) 


= C(u--v)—Cu+0—C(v+ Pe), 
et on voit que /’(w) s’évanouit pour u=y. 
Soit pris maintenant un autre argument quelconque (5 Ce oil 


posons 


Cousc(uw—v)Owoyv 
O(U—v)o(U+Ww)o(w—y) 


—~ 
Ww 
Vt 

WH 
os 


Cette fonction p est eee porodique par rapport a u; 


BiG) 


de méme aussi son produit par ne + - Dans ce produit, il subsiste 


deux poles seulement (aux périodes prés); ils répondent a 
u—=—vetu——w. En effet, le péle uw =v du facteur o est une 
racine de lautre facteur, et le pole uw —o de ce dernier est une 


racine de p. De plus, la dérivée de 


e est, pour w==0, égale a 


Punité, tandis que le résidu de f ao a est Punité négative. En con- 


4 f'(u) S A A 
séquence, la somme 1-- ¢ Fay oe les mémes poles que le 
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produit précédent, a, en outre, la racine wo. Donec enfin le 
produit de cette somme par f(w) n’a plus le pdle w= 0; il n’a 
pas non plus le pdle w= —, qui est racine de f(w). Il lui reste 
le seul pole wu =—vw. C'est d’ailleurs le produit de f(w) par une 
fonction doublement périodique; c’est donc une fonction double- 
ment périodique de deuxiéme espéce, avec les mémes multiplica- 
teurs que f(w). Il ne différe de /(u+) que par un facteur 
constant : 


J(uy+of'(uy=Af(ut+ ww). 


Pour déterminer le facteur A, il suffit de donner a wu la valeur 
»— , qui fail évanouir 9; il s’ensuit 
7 Yi— PY, 
(06) f(a) +p f'(u)= 2 =*) fue). 
7.) 
Supposons maintenant une courbe gauche (x), lieu d’un point 
dont les trois coordonnées rectilignes x,, 22, 2; dépendent d’un 
8 7 25 P 
paramétre uw par trois équations de la forme commune 
o(U+ vz) 


A elQv—Clv-+o,)]u (k =I, 2,3 y 


(7) Lies Opi (UD) == Op 
Considérons le point dont les trois coordonnées 771, 72, 773 sont 
déterminées par les trois équations, telles que celle-ci 


Ve =X + PB. 


Ce point est situé sur la tangente de la courbe (2). En faisant 
varier l’argument arbitraire «y et laissant uw constant, on obtient 
ainsi les divers points de cette tangente. En faisant, au contraire, 
varier u et laissant ~ constant, on obtient une courbe (y). Consi- 
dérant wet comme variables, on voit que 7%, 72, 73 sont les 
coordonnées d’un point quelconque de la développable dont la 
courbe (x) est Paréte de rebroussement. 

D’aprés l’égalité (26), en mettant les arguments en évidence, on 
a pour*les coordonnées y, l’expression générale 


x.(¥ — w) 


ry, (U+ w). 
rK(Y) ( 


(28) Yr(u) = 

Ainsiles trois coordonnées y d’un point variable sur la courhe (y) 

sont respectivement dans des rapports constants avec les coor- 
Le 17 
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données x d’un autre point variable sur l’aréte de rebrousse- 
ment (a). En d’autres termes, ¢/ existe sur la développable une 
infinité de courbes homographiques a Varéte de rebrousse- 
ment; les diverses homographies ont toutes, pour plans princi- 
paux, les plans des coordonnées et celui de V’infini. 

Cette propriété appartient a la développable dont l’aréte de re- 
broussement est une ligne géodésique de surface de révolution du 
second degré. Effecuvement X et Y ont la forme supposée ici 
pour z,; les arguments tels que ¢; sont égaux a + 9. La coordon- 
née sa aussi cette forme, puisqu’on a, d’aprés (9g), 

.o(U+ weg) 


2 £6 == 8 WD Oe) = SS Baus 
(29) ypu—es eunee 


Pour z, largument 9; ala valeur particuliére wg. Quant a l’argu- 
ment y, il est égal a la demi-période wz. 

A cause de ces circonstances, les propriétés de la développable 
particulicre, dont il s’agit maintenant, se précisent davantage. 
C’est ce qu’on va examiner; mais il faut d’abord chercher les con- 
ditions pour que le point y soit réel en méme temps que le 
point x. 


Développable ayant pour aréte de rebroussement une ligne 
géodésique de surface du second degré de révolution. 


Reprenant les notations X, Y, s, au lieu de x,, 22, x3, nous 
emploierons aussi les lettres X,, Y,, z,, au lieu de 7, V2, 73. 
Nous mettrons encore les arguments en évidence. 

Voici, d’aprés la relation générale (28), les coordonnées du 
point y: 

X(wy,— w)X(u+ w) 


C= X (wa) , 
ps _ &(0,— Ww) s(u+ w) + 
: He &(Wy ) - 


On remarquera d’abord que wy n’est, pour aucune des six 
espéces de lignes géodésiques (p. 243), argument d’un point réel. 
Nous supposons wu Vargument d’un point réel. Si alors w+ 
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Vest aussi, est ou réel (espéce [) ou purement imaginaire, et 
az —  n’est pas l’argument d’un point réel. Effectivement, l’une 
des valeurs de « étant zéro, wy el waz — sont des arguments de 
X(Wa— #) | ' Y (og — w) 

X(W,) Y (oq) 
B( wy — #) 

2 (qa) 
et Y(w +) sont des imaginaires conjuguées et (w+) réel, 
on voit que le point y est réel. 


méme espéce. Mais alors 


sont des imagi- 


naires conjuguées et est réel. Comme aussi X(u-+ w) 


Si, au contraire, w, — sw est argument d’un point réel, soit w, 
cet argument; on a alors u+W=w,+u—wW. La dilférence 
wu — u, est ou réelle ou purement imaginaire, et uv +  n’est pas 
Pargument d’un point réel. Mais alors w+ et wy sont des argu- 
ments de méme espéce, et le point y est encore réel. 

Ainsi le point y peut étre réel, en méme temps que le point x, 
de deux maniéres différentes. Dans Pune, c’est u-+ s qui appar- 
tient aun point réel; dans l’autre, c’est w, — w. 

Nous examinerons d’abord le premier cas, celui ott w+ — est 
Vargument d’un point réel. 


Les équations (30) étant écrites abréviativement 
(31) Xi(u)=BX(u+), Yi(uJ=BoY(u+w), 2 (u)=—Cs(u+e), 


et B, By étant imaginaires coujugués, C réel, le point y se déduit 
dun point de la géodésique, celui d’argument w+ w, par une 
transformation homographique fort simple : elle consiste & mut- 


tiplier par des constantes (V BB, et C) les distances au plan de 
Véquateur et al’axe, et a faire tourner autour de Vaxe d'un 
angle constant © =arg. de B. 

Telles sont les transformations homographiques qui changent 
la géodésique en des courbes tracées sur la développable dont elle 
est l’aréte de rebroussement. 

Le cas ot uw et w,— © appartiennent a des points réels pré- 
sente les mémes propriétés, mais sous forme imaginaire, ce que 
nous voulons écarter ici de nos études. On peut cependant obser- 
ver que la partie imaginaire de ligne géodésique, lieu du point 
dont l’argument est w-+«, résulte d’une courbe réelle par une 
transformation homographique imaginaire. C’est par une transfor- 
mation homographique réelle, toute semblable a la précédente, 
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et appliquée a cette derniére courbe réelle, que ’on obuent main- 
tenant la courbe réelle, lieu du point y. 

Il est aisé d’obtenir l’expression des deux constantes / BB, et C, 
qui interviennent dans la transformation. L’équation de la surface 


XY = $= (b?—2?) 
donne 
52 — 2? (wa — ) 
BBoe— Bia Cug) . 


La premiére égalité (g@) nous fournit 
b* 
22 (wy) = — ——— * 
(wa) a2 — b 
Posant, pour abréger, 
52 (Wy—w)=— 62), 


nous en déduisons 
(a? — 6?)(1 +d) 
a : 


| BBo = 


( 
(a? — b2) 
] Ga. 


I] est visible que { ne change pas par le changement de ww en — wv; 
car on a, suivant (9), 
B2(Wy — w) = 7? [eg —p(mg—ww)|= 7 leg — p(m,+ w) |. 


Non seulement C?, mais C lui-méme reste invariable par ce 
changement. Ona effectivement, d’aprés (29), 


B(Wy— W) _ 


F (Wa + wg — W) TW Ngw yw 
é B = 3 
B(We) F (Hq + We) (wa — #) Ty 


Gis 


ce qui est une fonction paire de w. 
L’invariabilité de BBy peut encore étre mise en évidence autre- 
ment. Soit, pour abréger, 


Na — C(e+ wa) =k; 
on a, en prenant une période quelconque w, 


X(w— w) T(W— YP +P)TW _py 
= e 


He ~~ X(w) ~ o(w+e)o(w—w) ; 
(33) 

| -S=~ = o(M+M—P)oW _py 

Y(w) (Ww —P)o(w +m) . 
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Les seconds membres de ces deux égalités sont égaux entre 
eux, d’aprés la propriété générale (t. I, p. 188) 


o(mw+)e— = o(w—p)en 


On a donc 
Re X(Wy— # ) a Y(wg + w) 
(34) X( Wx) Y( wx) 
B= Ma 8) X( Oa) ; 
. Y(wxz) X (Mg) 


5i Bet B, désignent les quantités analogues 4 B et Bo, mais 
relatives a l’argument — «, nous avons ainsi 


(35) BE=sBee Baar 


BOOT eae avec l’angle 9, son analogue ¢’, nous concluons 
o=—~g', ces deux angles étant les arguments des imaginair es 
B et B’. Ainsi les deux transformations one a tnes rela- 
tives a deux arguments égaux et de signes contraires different 
seulement par le sens de la rotation autour de Vaxe. La gran- 
deur absolue de cette rotation est la méme dans les deux 
transformations. 

Soit y’ le point conjugué de y, déduit du. point x avec Vargu- 
ment —, comme l’est y avec largument w; on voit que les 
licux géométriques de deux points conjugués sont deux 
courbes égales, dont lune se déduit de l’autre par une rota- 
tion autour de l’axe. Ainsi la courbe (y) se déduit de (y’) 
par une rotation égale a 29. 


Surfaces confocales. 


Les deux transformations homographiques qui changent la 
courbe (x) en les deux courbes (y) et (y’) changent, toutes deux, 
la surface, sur laquelle la géodésique est tracée, en une seule et 
méme surface du second degré de réyolution. D’aprés l’équation 
de cette derniére et les relations (31), la surface transformée a 


pour équation 
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Les carrés de ses axes a@?BBy et b2C2, suivant (32), ont les 
valeurs suivantes : 


(36) SOT aes 


a? — be =a@—b?. 

Ainsi les deux transformations homographiques changent la 
surface sur laquelle est tracée la géodésique en une surface con- 
focale. En d’autres termes, les surfaces confocales coupent la 
développable dont la géodésique est Varéte, suivant deux 
courbes distinctes, égales entre elles, qui different de position 
par une simple rotation autour de l’axe, et qui sont homo- 
graphiques a la géodésique. 

Les théorémes précédents donnent des constructions géométri- 
ques pour trouver une suite indéfinie de points sur une ligne 
géodésique de surface de révolution du second degré, quand on 
donne deux points et la tangente en l’un d’eux. Ayant, en effet, 
les points d’arguments u— wet u et la tangente en ce dernier, 
on en déduira le point w+, et la tangente en ce point. On 
pourra ensuile trouver le point w+ 297, etc. C’est done une 
construction de l’addition des arguments. Mais on ne doit pas 
perdre de vue que deux points et la tangente en l'un d’eux con- 
stituent des données surabondantes. 

Considérons maintenant la longueur J de la tangente, comptée 
entre les points 2 el vy. Son expression est 


ds 
=o-—_. 
CLUE 


D’apres les égalités (10, 25), on a ici 


ase Va— Jar— B2 T(U— Wy) (UW + We) 
FF ee yee Case Na: 5 3 


S2U T2 Wy 


_ TUT(U+W — Wy) TH Sy 
oS C(U— Wg) O(U+ w)o(W— Wy)’ 


Va2— B2 o(u+wy)o(u+w — Wy) TW 


l=—7 2 
b TUS(U+ W) FW o( HW — We) 


Considérée comme fonction de w, / ne s’évanouit que pour les 
valeurs de wu égales A wy ou A wy— w (sauf des périodes). La pre- 
miére de ces racines ne correspond, on le sait, 4 aucun point réel. 
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Dans les cas que nous avons supposés jusqu’a présent, ot w + 
correspond a un point réel, nous savons aussi que ,— w n’y cor- 
respond point. En ces cas, / ne devient jamais nul. Ainsi, guand 
la courbe (y) se déduit de (x) par une transformation homo- 
graphique réelle, la surface confocale correspondante ne ren- 
contre pas la géodésique. Au contraire, c’est en prenant des 
surfaces confocales rencontrant la géodésique qu’on obtient 
les courbes réelles (y) résultant dela géodésique par une trans- 
formation homographique tmaginaire. 
Nous allons examiner spécialement ce second cas. 


Cas ot la surface confocale rencontre la ligne géodésique. 


Nous supposons maintenant que w,— w soit l’argument d’un 
point réel. 
Ainsi, par hypothése, on a 


Wy— WwW = 4, UW = Wyt uU— Y, 


el u— uy, est réel ou purement imaginaire. 

On a vu plus haut (p. 254) quen multipliant X (w+ w) par une 

Sie r Sig I ah 

quantité réelle et positive : (y = ep’), et Y(u + w) par Ey, on 
rend les produits conjugués. Il en est de méme a l’égard de 
X(wWe) et Y (we). 

Au lieu de + y, mettons (—1)”¥. Les quantités X (w,— ) et 

] Sac: A LENG RENT; 

Y(w,— ) sont conjuguées; de méme, 5 X (wx) et (—1)” VY (wy). 
Les quotients 


1 X(wy,— w) 1 Y(myg— #) 


— — 


Jo Ti iv vY(wW, 
5 Xa) a) 


sont donc conjugués, et l'on a 


(38) pee Ciao ee oe le Oa) ey. 
Ce Atiee ye VY (Gq) 
5 Xa) 


R étant réel et positif, 4 réel. Par conséquent, 


X,(u) = X(u+ w)iPR etl +itogy) , 
Y,(u) = Y(u + w)t?R ety +arogy), 
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Ainsi, la transformation qui fait passer du point imaginaire 2, 
d’argument w+, au point réel y, consiste a multiplier la dis- 
tance a l’axe par Ja quantité réelle ou purement imaginaire 7” R, et 
a faire tourner, autour de l’axe, d’un angle imaginaire 4 + zlogy. 
Quant a la transformation de Vordonnée z, on verra de méme 
quelle consiste en une multiplication par une quantité réelle ou 
purement imaginaire. 

Considérons maintenant, comme nous l’avons fait dans le cas 
précédent, le point conjugué y’, qui se déduit du méme point 2, 
mais au moyen de l’argument — ¢v. Les relations (35) sont gé- 
nérales, quel que soit~. La nouvelle transformation, toute sem- 
blable a la précédente, en differe done seulement par le change- 
ment du signe de la rotation imaginaire, qui est maintenant 
—(U + tlogy). 

Ici se présente une sorte de paradoxe : les deux courbes conju- 
guées (yv), (7) se déduisentl’une de lautre par une rotation 
imaginaire 2(4 + logy). Toutes deux pourtant sont réelles. 

L’explication de ce prétendu paradoxe est fort simple. On a vu 
(p. 253) que ces courbes possédent des parties imaginaires qui se 
déduisent des parties réelles au moyen de rotations imaginaires. 
L’angle de rotation est zlogy’, Mais, précisément, v est la racine 


carrée de == »/, en sorte que la rotation 2 (4 + zlogy) peut se dé- 


Bas ; base A 
composer en une rotation réelle 24 ou 2 + x (si yv=V— vp’) et 
la rotation ¢logy! qui change la courbe (y’) en elle-méme. Ainsi, 
dans ce cas, comme dans le précédent, les courbes ()’) et (y’) 
différent seulement par une rotation réelle autour de l’axe. 

Ces circonstances se comprendront encore mieux si l’on fait 
Yobservation suivante. L’argument w,-+  n’est pas, en méme 
temps que w,— ww, celui d’un point réel, mais en différe par une 
période. Soit, en effet, w” une demi-période, argument d’un point 
réel; ’argument uw, est de la forme générale w”+ ¢,, ob ¢, est réel 
ou bien purement imaginaire. Par conséquent, 


Wy WH = 2Wy— Wy = 2Wg— w’— ty = 2(Wg— w") + wo" — ty. 


L’argument w" — ¢, est celui d’un point réel et w,-+ ~, comme on 
voit, en différe d’une période. D’autre part, soit w= w"+ ¢; ona 
aussi 

Uu— W = 2(W_y— ww") + Weg+t— ky. 


— ee 
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L’argument w — , A son tour, n’appartient pas a la méme série 
que l’argument u + w; car w,-+ u — uw, et w+ ¢t — t, sont de la 
méme série. Si l’on change w en m — 2(wg— w"), on trouve le 
méme point y’; car la fonction p (37) est doublement périodique 
par rapport a «. De cette maniére, ce point 7’ se déduit du point 
dont argument est uw — mm — 2(w’— w,). Ce dernier appartient a 
la méme série que celui dont l’argument est uw + «, et ]’on trouve 
directement que les courbes (y) et (y') se déduisent lune de 
Pautre par une rotation réelle. 


Surface confocale inscrite dans la développable. 


La décomposition de la courbe suivant laquelle la développable 
coupe toute surface confocale a lieu aussi quand la surface du 
second degré, sur laquelle est tracée la ligne géodésique, n’est pas 
de réyolution. C’est une conséquence facile d’une propriété fort 
connue : les tangentes d’une ligne géodésique de surface du 
second degré sont tangentes a une seconde surface du second 
degré, confocale a la premiére. 

Pour le cas particulier ot la surface est de révolution, cette der- 
niére propriété se démontre facilement au moyen de l’analyse qui 
précéde. La tangente de la géodésique est, en effet, tangente a la 
surface confocale si la quanuté ¢ reste invariable par le change- 
ment de mw en —, c’est-a-dire si s est une demi-période ou 
zéro. Sur les quatre valeurs que l’on préyoit ainsi pour , il en 
est deux qui s’éliminent d’elles-mémes: ce sont les valeurs zéro et 
Wg, qui rendent / nul ou infini. La valeur w, doit aussi étre écar- 
tée; elle donne, en effet, w,-—- wv = g; donc }= 0, suivant les 


égalités 
SV = 22 (Wy— w), aos Eee wie u)s 


et la surface confocale, dont l’axe 0, est nul (36), se réduil au 
plan de l’équateur, compté double. Il reste donc la seule valeur 


‘wg, a laquelle correspond, en effet, une surface confocale, tan- 


gente a la développable. Cette surface ne rencontre pas la géodé- 
sique quand celle-ci n’appartient pas aux espéces III ou IV; elle 
larencontre, au contraire, si la ligne géodésique est l'une de ces 


deux espéces. 
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Points homologues. 


Les deux courbes (9) et (y’) se déduisant lune de l’autre par 
une rotation réelle, chaque point y de lune a son homologue y’ 
sur l'autre, de facon que Von passe de vy a y/ par une rotation 
indépendante de 7. Quand w+ est l’argument d’un point réel, 
on trouve immédiatement, comme il suit, les coordonnées du 
point 7’, homologue de y. 

En désignant par X/(w), Y(w), 2(w) les coordonnées du point 
déduit de x avec argument —v+, on aura, changeant uw en 


u+ 2w et d’aprés les égalités (34), 


Xi (u + 20) = By X(u+ ew), Y)(u+20)=BY(u+ wv), 


Ss (uU+o2v)=Cz(u+w), 
en méme temps que, pour le point y, on a, de méme, 


X,(u) = BX(u+), Y,(u) = By Y(u+ we), 
&(u)=C2z(u+ w),. 


La liaison entre ces deux points résulte de ce que l’on en déduit 


X'(u- ow B Yi, (u + 26 B ; 
(u ate 2 0 p29, ue 2) = ¢2i9, 

X4(uw) B WiCw) Bo 
S,(u +20) 


&,(u) 


I] est d’ailleurs manifeste que chaque point y a une infinité de 
points homologues réels, qu'on obtient en ajoutant a « des pé- 
riodes de méme espece que du. C’est un fait d’accord avec la pro- 
priété que posséde la courbe (y) de se composer d’une infinité 
de branches se déduisant les unes des autres par rotation autour 
de Vaxe. 


Prenons maintenant le cas ou c’est w,— sv qui est l’argument 
dun point réel. Avec les mémes notations qu’a l’avant-dernier . 
paragraphe, ona 


wp2y =w"+ t—2t) + 2(Wyg—w"). 


Ainsi wv +- 24y appartient, non pas a la méme série que uw, mais 


as 
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a une série qui différe par une période. Le multiplicateur relatif a 
i, 


cette période est vy’, et l’on a, en désignant cette période par 


20/ = 2(w"— wy), et prenant B et By dans les égalités (34, 38), 


‘a P rate > ’ 
Pe aCe). re ey E+ ety, 

QB ) X4(u) , 83 y2 

9 ! ' > 
——— a2 i )e = e185 eee eee ary 

Y,(w) uw Bo i 


On voit par la que le point y a, pour homologue réel y’, celui 
qui se déduit du point z, dont l'argument est w+ 20! + 2W, au 
moyen de l’argument — \. 


Theéorémes sur les arcs. 


Considérons, de nouveau, la longueur 7 portée sur la tangente 
de la géodésique au point x, pour obtenir le point y. Nous met- 
trons en évidence l’argument du point z, en écrivant /(w) au heu 
de /. Cette fonction /(w), doublement périodique, est exprimée 
en produit de facteurs dans la formule (37). Si nous la décompo- 
sons en éléments simples, nous obtenons 


(@—h 


“(u)=—7 ; 


[Cu—C(u+w)+ q+ C(w —w,)|. 


Rapprochons-la de l’expression de l’are (11) 


Va—b 


2 
SE) 1c z (€,u + Cu) + const. 


Soit (mw) la quantité suivante, indépendante de wu, 


a2 — b? 


Y(w)=— 2 [egw + a+ C(w — wa), 


pour laquelle on doit observer que c’est une fonction impaire, 
VCE) — Ye @). 
Prenons s(w) et s(w—+ ) et nous avons 


(40) l(u)=s(u+w)—s(u) +(e). 
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Cette égalité nous fournit une expression de la différence des 
arcs comptés dans un méme sens, a partir d’une méme origine, et 
aboutissant & deux points variables dont les arguments different 
par une constante. Elle est susceptible d'un énoncé géométrique 
intéressant, sur lequel nous ne nous arréterons pas cependant a 
cause des détails qu’exigerait ici la nécessité de préciser le sens 
dans lequel est comptée la longueur d(w) sur la tangente. Nous 
passerons aussi sur les propositions élégantes exprimées par les 
égalités 

liu) +U(u+w)=o, 
liu) +U(u)=s(u+w)—as(u)+s(u—w), 
l(u)—U(u)= s(u+w)—s(u—w)+ 2b(), 


ot. U(w) désigne la longueur zy’ portée du point x sur la tan- 
gente et obtenue par le changement de w en — w dans l’expres- 
sion de Z(w). Il faut seulement observer que les signes de /(uw) et 
l’(w) sont, suivant les cas, opposés ou concordants, en sorte que 
l(u) + U(u) peut étre la somme ou la différence des longueurs 
absolues. Quand w est suffisamment petit, /(w) + /(w) est une 
différence de longueurs; car la fonction /(w) passe par zéro, en 
changeant de signe, avec . 

Nous arrivons maintenant a la proposition la plus élégante, que 
nous obtiendrons en considérant les longueurs /(w) et Z/(u+- 29), 
comptées a partir de deux points homologues y et y” sur les tan- 
gentes de la ligne géodésique, qui aboutissent en ces deux points. 
Pour avoir ici un énoncé précis, examinons d’abord le signe du 
rapport de ces deux fonctions. D’aprés la formule (37), nous 
avons 


l(u) ie J(u —~Wy) c(uU+ 20) 
U(u+2~)  c(u+2¥ —wy,) ou 


(4x) e-2na, 

Que la surface confocale, correspondant a #, coupe ou ne coupe 
pas la géodésique, les deux arguments wu et u-+ 2 sont, dans les 
deux cas, des arguments de points réels, effectivement ou a une 
période prés. Que ce soit seulement a une période prés, cette cir- 
constance est sans influence sur le premier membre (41); en effet, 
(w) est une fonction doublement périodique de uw, et l’on peut, 
sans altérer ce premier membre, considérer les deux arguments 
comme étant ceux de deux points réels. 
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Dans le second membre, envisageons le premier facteur, dont 
les deux termes ¢(u—w,) et ¢(u+ 2 — w,) ne deviennent 
jamais nuls, puisque la demi-période w, n’est pas un argument de 
point réel, quelques périodes qu’on y ajoute. Ce premier facteur 
a donc un signe inaltérable. Pour reconnaitre ce signe, distin- 
guons deux cas: 1° Si uw et w+ 2 sont des arguments de points 
réels, sans addition de période, le signe est plus, comme on le 
voit en supposant la valeur particuliére w—= 0. 2° Siu et wy —w 
sont des arguments de points réels, le signe est moins; c’est ce 
qu’on voit en supposant u = w, — sv. Ces deux cas sont les seuls 
quwil y ait lieu de considérer, comme on |’a yu précédemment, et 
comme on le reconnait aussi par cette considération que le second 
membre (40) est doublement périodique par rapport a u. La dis- 
tinction de ces deux cas est précisément la méme que celle des cas 
ot la surface confocale ne coupe pas ou bien coupe la ligne géo- 
désique. 

Venons au second facteur du second membre (41). Dans le 
premier cas, en laissant wu constant, faisons varier ~ a partir de 
zéro. Il y a passage par zéro, avec changement de signe, chaque 
fois que w-+ 20 franchit une période. A ce moment, le point 
argument u-+ 2 s’éloigne a Vinfini. Donc le signe du facteur 
est plus ou moins, suivant que les deux points considérés sur la 
géodésique sont séparés par un nombre pair ou impair de points 
a lVinfini. Dans Je second cas, ot wy —w est argument d’un 
point réel, faisons varier wu a partir de w, — w. On a d’abord 


o(wy, + w) 


e—24aw =f 
c(Wg— W) 


en sorte que le signe est plus. Il y a ensuite changement de signe 
chaque fois que uw ou que w+ 2 franchit une période, et le ré- 
sultat est le méme que dans le cas précédent. 

En résumé, m étant le nombre des points a l’infini qui séparent 
les deux points considérés (w et w+ 2), le signe de la fonc- 
tion (41) est (—1)” si la géodésique rencontre la surface confo- 
cale, et (—1)”*! dans le cas opposé. 

Dans la formule (40), mettant uw + 20 et — w, au lieu de uw et 
w, nous avons 


U(u+2w)=s(u+w)—s(u+2w~)—Y(). 
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Nous concluons 
(42) l(u)—U(u+2w) = s(u+20)—s(u)+2b(). 


Pour énoncer ce résultat, nous devons observer que le premier 
membre est une différence de longueurs absolues ou une somme, 
suivant que /(w) et //(w-+ 2w) ont mémes signes ou des signes 
opposés, ce que nous venons d’apprendre a discerner. 

Voici done le théoréme (*) 

Sur les deux courbes d’intersection d’une surface confocale 
on prend deux points homologues y et y'. En chacun d’eux 
passe une tangente de la géodésique; sotent x et x' les points 
de contact. Soient s et s' les arcs de la géodésique aboutissant 
en x et xz' et comptés a partir de deux points fixes xo et x'y, 
positions particuliéres des points x et x'. Sout m le nombre des 
points a@ Vinfint quit séparent xet x'. La différence s' —s des 
deux arcs et lasomme xy = (—1)" x'y' ne different que par 
une quantilé constante. 

On doit prendre le signe plus quand la surface confocale 
ne rencontre pas la géodésique, le signe moins dans le cas 
oppose. 

Dans le cas ot il n’y a pas de branche infinie entre les points 
ax et x’, ce quia lieu notamment pour les lignes géodésiques des 
ellipsoides, on peut dire plus simplement que are xz! et la 
somme xy + 2'y' different par une quantilé constante, quand 
la surface confocale ne rencontre pas la géodésique. Si, au 
contraire, il y a rencontre, on doit observer que s(u + 2w) doit 
étre remplacé par s(u+ 2u'+ 2w), 20! étant la méme période 
que dans les égalités (39). Cette modification de l’argument 
change la constante 24(w) de la formule (42). Remarquons 


(*) Par une rotation constante autour de laxe, on peut amener y’ en coinci- 
dence avec y. Cette rotation, imprimée a la géodésique, donne une seconde 
géodésique, dangente au méme paralléle. De cette maniére, on a une proposi- 
tion concernant les arcs de deux géodésiques différentes et les tangentes qui leur 
sont menées par un point quelconque de Vintersection de leurs développables. 

Ayant eu Vidée de transformer ainsi le théoréme, M. Darboux a trouyé qu'il 
s'applique aux géodésiques tracées sur une surface du second degré quelconque, 
sans autre modification que celle-ci : au lieu de deux géodésiques tangentes a un 
méme paralléle, il faut envisager deux géodésiques tangentes a une méme ligne 
de courbure. 
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L 
maintenant que les deux points y et 7” viennent simultanément 
se placer sur la hgne géodésique elle-méme. Pour cette position 
particuliére, zy et zy’ sont nuls. Si ’on compte donc les arcs a 
parur de ces deux origines, on peut énoncer la proposition ainsi : 
La différence xy — x'y' est égale ala différence des arcs yx 
et y,x', comptés a partir des points homologues yo, Vy situés 
sur la géodésique. 


Méridiens. 


C’est en supposant c = o que lon fait dégénérer la géodésique 
en une courbe méridienne, comme le montre |’équation (2). Il y 
correspond Vhypothése pv = ey (17). Cette hypothése n’altére en 
rien les expressions de la coordonnée z (g) et de l’are s (11). 
De la résulte que les arcs géodésiques s’expriment fort simple- 
ment en arcs d’ellipse ou d’hyperbole, suivant la nature de la 
surface. Voici, a cet égard, les résultats que les égalités (8) don- 
nent immédiatement. 

Sur la surface 


on considére une géodésique caractérisée par la quantité c; on 
envisage, d’autre part, la conique 


a2 g'2 
FE Ae ae 
avec la condition 
4 
ee gt gh =) 
GL? SOs a ‘ 


et l’on fait correspondre entre eux les points de la géodésique et 
ceux de la conique suivant l’égalité 


Les arcs décrits, sur les deux courbes, par les points correspon- 
dants, sont égaux entre eux. 

On remarquera que, pour les deux espéces II et Ill de lignes 
eéodésiques, la proposition n’a point lieu réellement. 
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Théoréme sur les arcs d’ellipse et d’hyperbole. 


Quand la géodésique est un méridien, l’intersection de la déve- 
loppable avec une surface confocale se réduit a une conique de 
mémes foyers que ce méridien. Cette conique est alors la réunion 
des deux courbes d’intersection, distinctes dans les autres cas. 
Les points homologues se confondent entre eux. Le théoréme 
sur les arcs géodésiques se change ainsi dans le suivant: D'un 
point variable y, pris sur une conique, on méne les tangentes 
a une conique confocale ; soient x et x! les points de contact; 
soient s et s' les arcs aboutissant en x et x' et comptés a partir 
de deux points fixes x) et x, positions particuliéres des points 
xetx'. Ladifférence s' —s des deux arcs et lasomme xy = a'y 
ne different que par une longueur constante. On doit prendre 
le signe plus 1° quand les coniques sont toutes deux des ellipses ; 
<° quand ce sont deux hyperboles et que les points de contact 
sont sur une méme branche d’hyperbole ; 3° quand les coniques 
sont, la premiére une ellipse, la seconde une hyperbole, et que 
les points de contact sont sur deux branches distinctes. On doit 
prendre le signe moins dans les trois autres cas. 


Propositions sur la fonction ¢. 


Nous avons vu sommairement (p. 80) qu'il y a des herpolho- 
dies algébriques. La liaison qui existe entre les lignes géodésiques 
des surfaces de révolution du second degré et les herpolhodies 
(p- 249) donne naturellement lieu a cette question : outre l’équa- 
teur et le méridien, peut-il se trouver d’autres lignes géodésiques 
qui soient des courbes algébriques? 

C’est pour répondre a cette question que nous allons établir 
quelques propositions concernant la fonction ¢. Voicila premiére : 

Le discriminant étant positif, l’équation 

; nv 
(42) - €(9+0')—7'—+—=0 
WwW 
n'a pour racines réelles que les multiples entiers de w (w' dé- 
signe la demi-période purement imaginaire, et » la demi-période 
réelle). 
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Comme le premier membre a la période 2 et, de plus, est une 
fonction impaire de ¢, il suffit de prouver qu’il n’existe aucune 
racine entre zéro et o. 


Pecan ‘ 1 ; 
La dérivée du premier membre est — p(¢ + w') —~; elle dé- 
aD) 


croit constamment quand ¢ croit de zéro aw et, par consequent, 
s’évanouit une fois, au plus, dans l’intervalle. Mais la fonction (42) 
est nulle pour les deux valeurs extrémes, et reste finie dans |’in- 
tervalle. Elle a donc un maximum et un seul, partant n’a point 
de racine autre que les deux valeurs extrémes. 

Il faut avoir soin d’observer que l’hypothése sur le signe du 
discriminant est indispensable 4 la démonstration. Quand le dis- 
criminant est négatif, ¢(w2 +) est infini; car wm, + 0, est une 
période (t. I, p. 74). 


En corollaire, on voit que l’équation 
(43) CC ie eo 


na pour racines purement imaginaires que les multiples en- 
tiers de w. 

Une autre conséquence de la démonstration concerne les valeurs 
extrémes de la dérivée; la valeur initiale est positive, la valeur 
finale négative; ainsi l’on a 
E05 


G 
é3 +-— <0, €,-+ 
w 


comme nous l’ayons déja établi par le moyen des développements 
en séries(t. I, p. 404); @ fortiori, e, +: est aussi positif. 


Le discriminant étant positif, Véquation 


na pour racines réelles que les multiples impairs de w. 


, Garg n i . in 
En effet, Ja dérivée — pe — ~ croit constamment depuis — « 
jusqua la valeur négative — e, — 4, quand ¢ croit de zéro a w. 


: 5 Pur . 
Elle ne s’évanouit donc pas et reste Loujours négative dans Vin- 
Il. 18 
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tervalle. La fonction (44) est done décroissante, partant n’a pas 
de racine autre que la derniére valeur de ¢. 
De méme, l’équation 


n'a pour racines purement imaginaires que les multiples im- 
pairs dew. 
Si le discriminant est négatif, la méme preuve a leu pour 


té ~ . Ne 
Péquation (44), dans le cas ot la valeur finale — ae de la 
2 


dérivée est négative. Au contraire, si cette quantilé est positive, 
la fonction (44) a un minimum négatif et s’évanouit avant de par- 
venir 4 ce minimum. Si l’on pose, comme au tome L (p. 267 


et 268), 


que l’on remplace qg par t/q’ eL W, , €; Pal We, Ae, 2 dans le 
développement donné (t. I, p. 446), on obtient 


q' . oq”? | 3q" , \ 
i+g i—g? 1+¢3 as 


I ( fu 2) I 
a owO €2W*) = == 
2n2*' 8 


ae ie c . , ‘ 
Si Pon se reporte au tome I (p. 427 et 287), on reconnait que 
cetle dermiére quantité est positive quand gq’ est inférieur a 
0,107653..., négative dans le cas opposé. 

Ainsi, le discriminant étant négatif, U équation 


N20 
(46) wo — B= o 
Wg 
n'a pour racines réelles que les multiples impairs de o., si 
q' est inférieur a 0,107653...; elle a une autre racine dans 
chaque intervalle d'une demi-période, si q' est supérieur a 
0,107653.... 
= 3 > 5 . . rt Pees 
Ces résultats, qu’il était utile, pour la clarté, de mettre en éyi- 
dence ici, ne différent pas, au fond, de ceux qu’on a établis 
(t. I, p. 285) a Végard des fonctions S. 
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Les lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré 
ne sont pas algébriques. 


Pour que les équations (16) représentent une courbe algé- 
brique, il faut et il suffit que Pon ait (m étant entier) 
20 27 


= + ee ' 
=, ii AO-bay = = 
m : ae, m 


20 étant une période (t. I, p. 224). 
Pour lespéce I (p. 243), v étant purement imaginaire eLw,= 0 
on deyra avoir ainsi, 7 étant enter, 


? 


be ps 2 n'? 
Qi 1). SOU a ——- 
7 w 
t 
sks 
4 j 
C(e+w)=7+->- 
o) 


Crest Péquation (43), dont les seules racines répondent aux 
méridiens. 


Pour les espéces IL et HI, on devra avoir 
BD) =O). i = Me — = 
En posant » +o = 9’, il en résultera 


Oe 


c’est l’équation (44), dont les racines donnent pour ¢ une période. 
A une telle valeur de ¢ correspondent des valeurs infinies pour 
les axes (17). 

Pour lespéce IV, on trouvera de méme |’équation (42) et, pour 
les espéces V et VI, l’équation (44) dont les racines, en ces trois 
cas, fournissent les méridiens. 

Il est done établi que les lignes géodésiques, dont il s’agit ici, 
ne peuyent jamais étre algébriques. 


Exemple d’une courbe analogue, mais algébrique. 


Tout au contraire, on peut trouver des courbes algébriques 
parmi celles que représentent les équations (16), si, comme nous 
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2NN2 
2 

mM 


DEUXIEME PARTIE. 
Yavons dit plus haut, on y accepte un discriminant négatif. Sup- 


posons, en effet, wyg= W2 et ¥ + W2= o réel; la courbe sera algé- 


qoa—C (9 + 2) = — 


brique si Von a 
27 W9 
7) 


dot résulte 
Cette équation, on vient de le voir, peut posséder une racine non 
multiple de w., dans chaque intervalle d’une demi-période. On 


concoit donc qu’en choisissant linyariant absolu, on puisse faire 
que cette racine soit commensurable ayec w,. S’il en est ainsi, 
y aura la valeur exigée et la courbe sera algébrique. Voici un 


2=o0 et, pour simplifier l’écriture, prenons 


Supposons 
23 ==—1, ce qui n’apporte aucune restriction nouyelle. Pour 
par 3 dépend d’une équation trés simple. La fonction 3(w) se 
t 
20% 


exemple. 
oO 
5 
ces fonctions elliptiques particuliéres, la division des périodes 


vs3(u) = 3pu(p?u+ 1). 
2W: 
ee et 

€., la premiére 


c 


réduit, en effet (t. I, p. g6), ala forme 
a= La se- 


Elle a deux racines réelles pw; ce sont p 
racines doit étre inférieure 


conde de ces 
doit étre supérieure. Comme e, est ici négatif («: 


Nous avons, d’autre part (t. I, p. 198), 
o(3u) 
ODS Le ; 


9 Ys(u) 


47) 
Wow, par la dérivation logarithmique, on conclut 
tu=it(au)— 1B, 
. 
w', infiniment petit. Les deux termes 


2W9 


Supposons u— 
PI 3 
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du second membre sont infinis, et la partie principale de la diffé- 
rence fournit la relation 


De Vexpression de 43(w) résulte 


U7 (G) = (2p a3) p v= 3px, 


Y3(u) =gp?up"u = 54p?up?u. 


Par conséquent, 


Voici donc un cas ot l’équation (46) a une racine qui, sans étre 
une demi-période, est cependant commensurable avec cette demi- 
période. 

Si nous prenons ainsi 


2Wy Wy 2W, 


e+ Wo = 


dans ce cas ot l’ona gy = 0, la courbe représentée par les équa- 
tons (16) sera algébrique. I] ne reste plus qu’a former effective- 
ment l’expression des coordonnées en fonction de pwet p'u. 
J Pp 
Pour abréger un peu le calcul, nous calculerons le quotient 
X: Y, comme il suit. On a d’abord (en écrivant w et 7 au lieu 
’ 4 
de wy et H2) 


oy See i 


Effectivement le premier membre est une fonction entiére de 
puetp'u (t.I, p. 224), et cette fonction entiére est complétement 
caractérisée par sa partie principale pour w= 0, el par sa racine 


2Ws 


3 


F A e : T 
triple u = - La partie principale du second membre est — —> 
us 
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comme celle du premier membre. A l’égard de la racine, on a 


2W9 , 2W9 yn 22 m 29 
= 0, 12 : = —— Ts pe =a 0 Pp ———= © 


3 3 ‘ 3 ; 3) : 


en sorte que le second membre satisfait aux conditions requises. 
De Végalité (48), on conclut, par le changement de w en 


OF) 
Uh = SS y 
3 


y 2. PX ce 
=u —= HW 2W I (2) 
{ 4 ¢@§ © =e %° g —-4/-|p'(u+—)+1]. 
(49) 3) 4 3 \ AL 3} 
CMU < 
J 


L’égalité (47) donne, si l’on y ria tet qu’on 


suppose ensuite uw = 0, 


9 ‘ows eae 3 24W 
w ORs (2M + 3u) Ee esta o3u = 3 e290 f 
3 yf 2m \ 1, (2 el yr (2% 
u — + U 3(>- +u 3 (= 
Ae, AS es 
On a vu plus haut que ¥,;= 3p. Le dénominateur est donc 


égala —3,etVona 


9 
2W —-=nw 
o Co =o), 


9 


Ainsi l’égalité (49) se réduit a celle-ci : 


(50) te e(s-$) 2m ee amas 


ees 
ro) 


. , w ets 
ot ona posé =p (wu ain gy ar la formule d’addition, on a en- 
a 


suite 
2 


Pour obltenir PS °, ail faut prendre la formule d’addition des 


demi-périodes qui ene 
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= cere 2W T 2 r 
Comme ona ici p=- = 0, ¢:=— ;=> ilen résulte 


Vi 


puis 


En conséquence, 


a(u ) o(u =) 
San TIS Tx ANS 2 
3 . 8) Ls Be eer ok 


2 | h 2 


Nous avons ainsi le quotient et le produit de deux coordonnées. 
Le carré de la troisiéme coordonnée doit étre pris proportionnel 
a €,— pu. Remplacant i par V2, on peut énoncer le résultat 
comme il suit: } étant un paramétre variable, les équations 


(F) = 2 (1+ vem), 
I eeSS) 


2 pele 1 i 
Beye eee orth T i6 ear 


représentent une courbe ayantla propriété signalée précédem- 
ment (p. 258): tl existe une infinité de surfaces du second 
degré (formant un faisceau tangentiel), dont chacune coupe, 
suivant deux courbes distinctes et homographiques @ la courbe 
elle-méme, la développable dont celle-ci est Varéte de rebrous- 
sement. 


Exemple @herpolhodie algébrique. 


A ce sujet se rattache l’étude des herpolhodies algébriques, 
dont nous allons parler sommairement et donner un exemple. 
Les équations de lherpolhodie (p. 55) ont la forme ci-aprés, 


I =a or((ij een) Be Lenard 
(36) pA Vr (eget) s 
SUL Sav. 

Le discriminant est positif et l’argument constant ¢ est égal a 
» augmenté d’une quanuté purement imaginaire. Pour que la 
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courbe soit algébrique, la premiére condition c’est que ¢ soit une 
fraction de période : donc 


2nw' 


9 = WO + 
jit 


la seconde, c’est que le coefficient de wu dans l’exponentielle G 


. 217, . . 
SOS = TI) = Sa CHUNG 
WL 


teh ’ DUG 


mm 


Il y a done deux conditions, et leur traduction par les éléments 
eéométriques n’offre que des difficultés de calcul, sans aucun em- 
barras théorique. La premiére condition, en effet, se traduit par 
Pégalité tm(v) =o, ot lon devra remplacer pe et p’e par leurs 
expressions en fonction des éléments géométriques (p. 47). Quant 
a la seconde condition, le méme calcul qu’on a fait tout a Vheure 
avec Vhypothése m = 3 fournit, pour l’exprimer, |’égalité 


Lele 2 ie CH Ge) 


B 2m VA(e)’ 


ot l'on remplacera, de méme, pe et p'y. On aura donc ainsi deux 
équations algébriques pour exprimer toutes les conditions du 
probleme. 

La seconde équation peut étre simplifiée quand m est pair. Soit 
m = 2p; prenons l’égalité 


pour en tirer 


On ape = pw + no’, et il faut observer que n est un nombre im: 
: : . n ; ree ; ; 
pair, sans quoi la fraction ~, ne serait pas irréductible. I s’ensuit 


que tous les termes sont ici finis. D’autre part, ¢(pr) est égal a 
pn + nv/, en sorte que |’équation devient 
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C’est cette équation que nous allons appliquer en supposant m= 4. 
Hl faut alors employer la fonction 4:(¢)=—p’'e (t. I, p. 96). 
Mais, suivant une conséquence du théoréme d’addition (t. I, 
p- 107), ona 


pe  pe+p'2 
== ? 
pe py—p2e 
et, pulsque 2720+’, il en résulte p'ov—o0, p2v—es. 


Ainsi l’équation se réduit a 


Gn veh I poy 


U 4 pe—es 


Dans la théorie des mouvements a Ja Poinsot, nous avons, au 
Chapitre IT, employé en indices les lettres «, 8, y au lieu des chif- 
fres 1,3, 2. La correspondance des lettres et des chiffres peut 
étre quelconque; mais, en établissant la correspondance dans 
Yordre indiqué, on obtient un classement, toujours le méme, 
des carrés des axes et de h? par ordre de grandeur, ainsi qu'il a été 
expliqué page 50. Employons donc cette correspondance, en 
sorte que Vindice 3 équivaut ici a l’indice 6 des équations (7) de 
la page 47, d’apres lesquelles Pégalité (51) devient 


—— 9h? = 62 — fr ou (P= = (0. 


Voici donc déja un résultat trés simple, qui nous montre, en outre, 
d’aprés le classement des carrés des axes, la nature de la surface 
base : c’est un hyperboloide a deux nappes; b? et c® sont néga- 
tifs, a? positif. 

Au lieu d’employer Véquation U,(¢) == 0, nous pouvons ici 
abréger beaucoup; car nous connaissons les fonctions pe et p'¢ 
pour les quarts de période (t. I, p. 51). A propos de ces quarts 
de période, on a fait usage, a l’endroit cité, des notations sui- 
vantes, ot! nous employons des lettres majuscules pour éviter la 


confusion : 
eg ey= A’, €y— en 


Pour l’argument ¢, dont il s’agit ici, on a (en permutant les let- 


tres ala page 51 du tome I) 


pe—eg=iGA, py —e,=7A(C— 7A), pe — é€g=— G(G— vA). 
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De ces égalités, prenons la premiére, en remplacant py — eg 


par son expression en fonction des éléments géométriques (p. 48), 


(Oh )\(a i ae ee ae Oe) 


2 h2 u.2 52 


pe— eg = 


D’autre part, on a aussi (p. 48) 


(62— c?)(a2— h?) _ (b?— ¢?)(a?+ 0?) 


ess 2 h? 2 52 
C2 (OOF ee (Cn OC Oa), 
_ p2 h? a 2 b2 


7n substituant et éleyant au carré, on obtient 
(62+ c?)( 62+ a?)(a?+ c?) =0. 


Le dernier facteur peut seul étre nul. Le premier, en effet, est la 
somme de deux termes négatifs; et, si le second était nul, Vhy- 
perboloide se réduirait 4 un point, a cause de la condition 
he — 6. 

Nous mettrons maintenant — 62, au lieu de b?. Voici done le 
résultat : V’hyperboloide a deux nappes, dont une section prin- 
cipale est équilatére, 


== 1) (62a), 


roulant sur un plan dont la distance au centre est b, engendre 
une herpolhodie algébrique. 

Formons |’équation de cette herpolhodie. 

Il convient d’abord de préciser A et C, dont les carrés seuls 
sont définis, a savoir 


(Cos Cis, (tA = @y — €3. 


L’expression de p(o = *); donnée au tome I (p. 55), montre 
que C et cA doivent étre de méme signe, moyennant quoi ¢ est 
égal (sauf des périodes) a w = Quant aux signes mémes de 
ces deux quantités, il importe peu de les fixer ici; car, en les 


t ' 


(Oy Ww 
changeant, on passe de l’argument w + — a l’argument o — —, 
> D3 
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ce qui ne constitue, en fait, quune seule et méme solution. Ce 
changement a pour effet de changer seulement le signe de py, de 
changer, par conséquent, ¢ en —¢é, ou, en d’autres termes, le sens 
d’un axe. A cause de la valeur actuelle de c? =—a?, si l’on met, 
en outre, — 7 au lieu de 6?, on obtient, d’aprés les expressions 
précédentes de A? et C2, celles-ci : 


(52) (itp I Pe eee te Se ae 


ub 


en conformité avec la condition supposée 6? < a?. 
Le point de départ pour le calcul sera pris dans la relation 


o(uU+ wo’) 


— ent — /nu — €3. 
Fuse v3 : 


4 
163) i) . 
Changeons uw en uv + w — Bet remplacons, au dénominateur, 


wy! Akg es 
a(u == -) par la quantité égale 


D) 
' ' w’ 
(a>) w 5 eal 
¢(uto—S)=—¢(u—w— 2) em 2 


nous aurons ainsi (en mettant Vindice § a la place de indice 3) 


Ae TX 
2 : —50'o w’ \ 
7 e-nnY = 1 ew'e 2 10 (| ae) — a er 
o( asi 2 6 


Mais on a, d’autre part (t. 1, p. 194), 


' Poe ib pat re ; 
EMG Hara) ViAG” (pest 
{l vient donc 
fs (w c =) e 
J + w — — | — 3 
(53) he) e-eneq)u — \ 2 6 
o(u 9) Vpe—e, 


Soit 4 l’angle polaire; on a 


i= Hd eka 1 Tl U+9) 


TLS fs eq q!a, 
a — Ly o(u—P) o(u—-¢) 
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Il faut d’abord examiner la nature de la constante arbitraire k. 
A cet effet, on peut prendre une valeur particuliére de l’argument w, 
par exemple w’; car, on se le rappelle, w— w! est réel. Ona 


7 (w'+ ¢) 


2n'(w+S)—2(n +7)’ 
= e \ 2 == 
o(w' — v) 


e—(2n+n')w! — e2n'e—(24+7')0' — —I. 


On voit donc qu’en prenant lorigine de l’angle § a cette valeur de 
argument, on aura k= 1. Posant, en outre, 


t 


7) 
uU+- w) — — = wy, 
2 


nous avons de la sorte, suivant (53), 


Dien 
y B — e%id — 72, 


py — 
De la nous tirons, en mettant B au lieu de A (52), 
Pe = 2B, 


pw—e,=—tB (c —B;); 


pw —eq=—t0(64—Be), 


p?w = — 4 B2C2¢*(B2-+ C2— 2BC cos46), 
Di pie BC(¢2 — I) = 21BCtsin2é6. 


Nous ayons maintenant a exprimer pu en fonction de ¢ au 
moyen du théoréme d’addition; car ona 


Prenons la formule d’addition sous la forme qui est indiquée a 
la page 29 du tome I (deuxiéme ligne) et qu’on peut écrire ainsi 


(pw — pe) (pu— es) = (pw — es)(pe —e1)(pe — ez) 
+ (pe —es)(pw — e1)(pw — es) — gp'w pre. 
Elle donne, aprés suppression du facteur commun B? C222, 
4 sin?20(pu —e;) = (G— BY? 


a (G:—B5) (c5—Be) 
i i 


— 2(C —B) //B?+ C?— oBC cos46 
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ou bien 


B? 2 C - 
sesh — BC cos?20 VB2-+ C2— 2BC cos 40. 


2, 2 


sin?90(pu— e3) = 


Retranchons maintenant sin? 24(pe — e;) et nous aurons 


(CB 


2. 


sin?20(pu— pe) = 


G B — 5 
4 = /B2-+- C2— 2BCcos40. 


Le signe devant le radical est ici précisé par cette considération 
que le second membre doit s’évanouir pour §= 0, qui donne, 
nous l’avons vu plus haut, ww’, et laisse, par conséquent, 


pu— pe fim. En mettant, a la place de B et C, leurs expres- 
sions (52), nous obtenons ainsi 


p2sin?20(pu— pe) = 2b2— 2 //d*cos?220 + at sin? 20. 


D’aprés l’expression de x + cy, on a 


=— 2(pu— pe); 


voici donc équation de la courbe en coordonnées polaires 7, 4 : 


72 sin220 + 2b62= 2 Vb*cos?20 + atsin220. 


On y retrouvera, sans difficulté, les carrés des rayons vecteurs 


x . 


maxima et minima, conformes ace qui a été trouvé, en général 


a Ge ae ‘ : : 
(p. 61), savoir cies et 2(a?— b?), répondant 4 §==0 et 9= a 


La courbe affecte l'une des formes données par les fig. 3 et 4 
(p. 63); Vangle compris entre les deux rayons est de 45° et la 
courbe entiére se compose de huit ares égaux. La fig. 3 a lieu si 
b? est inférieur a 4a?; c’est la fig. 4, au coutraire, dans le cas op- 
posé. Ce résullat se reconnait par la condition établie pour les 


points d’inflexion (p. 64). 


DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


IS) 
Cc 
(op) 


CHAPITRE VIL. 


PROBLEMES DE GEODESIE (*). 


Préambule. — Latitude réduite. — Calcul de g et des arguments. — Azimut. 
— Longitude. — Distance géodésique. — Cercles auxiliaires. — Développe- 
ments suivant les puissances de l’excentricité. — Formules d’approximation, — 
Degré d’approximation. — Solution des problémes de Géodésie. 


Préambule. 


Le but de ce Chapitre est d’apphquer aux lignes géodésiques 
tracées sur un ellipsoide de révolution aplati, mais d’un faible 
aplatissement, comme est la Terre, la théorie exposée dans le Cha- 
pitre précédent. 

Soit a le rayon de l’équateur, soit b la distance du centre au 
a—b 


pole. L’aplatissement est - Pour la Terre, on admet actuel- 


ba: a—b I 
lement la valeur numérique ass 
a 293 


Dans les formules, ce n’est pas Vaplatissement qui intervient 
naturellement, mais lexcentricité, dont nous désignerons le 
carré par la lettre x. Nous prendrons le rayon a de Véquateur 
pour unilé; en sorte que b? sera égal a (1 —x). 

Le facteur Vhomogénéité 7, qui figure dans les formules du Cha- 


a 


: Ae Aca 
pitre VI, sera pris égal 4 — 


Latitude réduite. 


Le rayon d’un paralléle quelconque se représente par le cosinus 
; pe : 
dun angle , qui s’appelle la latitude réduite. Cette dénomina- 


(*) A consulter : Jacost, Solution nouvelle d’un probleme fondamental de 
Geodesie (Gesammelte Werke, t. Il, p. 419). 
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lion provient de ce que cet angle est un peu inférieur a la latitude, 
angle de la normale a l’ellipsoide avec léquateur. 

Le maximum de i, sur une ligne géodésique, correspond au mi- 
nimum du rayon du paralléle ; nous le dénoterons par h. C’est le 
cosinus de cet angle qui, au Chapitre VI, est désigné par c, rayon 
du parallele auquel la ligne géodésique est tangente. 

En fonction des latitudes réduites h, ) et du carré de excentri- 
cité x, On exprime immédiatement les éléments elliptiques con- 
formément aux formules (9g, 12) du Chapitre VI. Il faut se sou- 
venir qu’on a supposé 


Gi (2 = = 3. c2= cosh, ce 


t que les indices «, 6, y sont, dans cet ordre, respectivement 
gaux a1, 2,3. Il en résulte 


éy— pe =t, éy— pu =1— x c0s?A, 
(1) < €g3—pv=%, €2—pu=xsin2), 
€3— pe =xcosth; €3;— pu = x«(cos?h —cos?h). 


La quantité pw est entre ¢; et é,; on supposera done u — w’ réel. 
La quantité pe est inférieure a @3; on supposera ¢ purement ima- 
ginaire. 


Calcul de g et des arguments. 


Les différences des racines e,, suivant les égalités (1), ont les 
expressions suivantes : 


(QD) Qa Si cs €2— €3 = xsinzh, €;—e€3 =1— xcos2h. 


On calculera, par leur moyen, la quantité g, comme il a été ex- 


pliqué (t. I, p. 270), 


/ i/{— x costh — /1— x 
= ? 
V/1— xcosth + V1— x 


l 1\5 ~ HUNG 
g=5+2(5) Ss t5) Eee 
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Comme x est un nombre fort petit, ona déja / avec une faible 


erreur relative, en prenant 


(3a) Y=4xsin?h, 


ce qui donnerait, pour q, une valeur inférieure 4 0,0005 sin*h. 


Dans Ja plupart des calculs, Vapproximation exigée permet de né- 
ptuy gt aN 8 


gliger souvent le carré de qg, et toujours son cube. Par le moyen 


de g, on a immédiatement les quantités ci-aprés (t. 1, p. 271, 404 


et 446), peu différentes de Punité, 


20) t+t2g"+og'%+... 
(4) \/ = 2 q - ] T eae 8. 
feet Vie aay 


1— z~cos?h 


4(mo + €,?) TOG 209° ele 
ace ~ T+ g2?+qe+... 


—|+Yv 


Pour calculer argument w, on posera 


(6) “= wi 


et Von emploiera le second procédé donné au tome I (p. 


dott la formule 


(Ge) 


272); 


4 
RV = 260s") = 4/ (Teen) (he & COSt) _ gceosu+ gq? cos3u+... 


2/1 —xcos?d + V4 — x)(1— x cos? h) I+ 2g*cus2u+... 


? ; 5 w! \ 
Largument 7? compté dans Vintervalle (0, 7) est dans la se- 


conde moitié de cet intervalle. On a, en effet, suivant (1, 2), 


1 (€;— €3)(€2— e3) 
é:— DP (0 — 9) = ————_—* — _* = (1 — x) tane2h. 
s— pC ) é3— pe ( ) oh, 


et cetle quanuté est supérieure a e; — pe = xcos*h, sauf pour les 


lignes géodésiques ot les latitudes sont trés petites. En posant 


done 
1T(w'—v) 


(8) e @ == \Y, 


on a, comme il a élé expliqué (t. I, p. 253 
) P q »?P i ) 


(9) 


1—VU—x)(i—xcost*h)  g(V-A+V)+99(V-3+V8)>... 


1 + V(1—x)(1— x cos2h) beg! Vesa Veta: 
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Par les formules (7) et (g) on pourrait développer, terme par 
terme, cost, et V~'+ V, suivant les puissances ascendantes de x. 
On aura seulement besoin du premier terme : 

2, sin? A f 


10 COST = SSS SS 5 Veer —2+... 
SE sin2h : sinzh 


dot: Von déduit 


wt sind 4 cosh ii == \V 
Il) cos—- = ——-+..., V-! : —— = cosh-t.... 
oy) 2 sinh 4 sin2h eV 
Azimut. 


La direction de la tangente, en chaque point de la ligne géodé- 
sique, se détermine par son azimut x, compté dans le plan tan- 
gent, apartuir du méridien. Cet azimut est le complément de l’angle 
que font entre elles les tangentes a la ligne géodésique et au méri- 
dien. Les cosinus des angles que ces deux droites font avec les 


A dz dy dz 
axes sont, pour la premicre, —-» —- 


Soy 5 Gi, jouer dk Geoondle 
Us ds dso? i ; 


y L 
> 50. On adone 
cosA cosa 


I _dy de 
ads. ads ) 4 


La quantité entre parenthéses est égale a c (VI, 2) ou cosh. 
Ainsi 


(12) SNCs 
Au moyen de cet angle z, on peut écrire l’expression (1) de 
é€3— pu sous la forme 
(13) €3 — pu = — xcos2h cot2z, 
et déduire de la, par les égalités (1), 
; PWR SA aco FLORETS 
(iy) sp u=xcosh sini cota y1—xcos?A. 


On a de méme, pour l’argument ¢, en tenant compte du signe 
Gk, p. A2) 


(15) tp'9 =— izxcosh. 


ie 19 


290 DEUXIEME PARTIE, — APPLICATIONS. 

Au moyen de l’azimut, on conclut aussi, pour le premier terme 
du développement suivant les puissances ascendantes de x, d’aprés 
(LO.et 11). 


. wu cosdcosa u 
(16) sin- = fetgen tang— =cotAcosa-+.... 
2 


sinh 2 


Longitude. 


La longitude est l’angle d’un méridien quelconque avec un mé- 
ridien fixe. Nous prendrons, pour ce dernier, celui qui passe par 
un point ot la géodésique touche le paralléle; ainsi la longitude 
est nulle pour } = h. Nous la représenterons par la lettre v. 

Les formules du Chapitre VI donnent aisément l’expression de 
la longitude. Le quotient X:Y sera égal a e?4” quand on aura 
choisi convenablement la constante E. 

Nous allons d’abord calculer la quantité suivante : 


4 


ay 
(17) i= = [sv + w) (e+ w waa. 


163) 
Silon écrit, pour un instant, w! — ¢’ ala place de ¢, on obtient 


izm : 


= C(w’+ wo — 9 w—')—7 
@ Sy ) a : i) 


et le second membre coincide avec celui de la premiére fonction 
numérotée (34) au tome I, p. 426; la lettre w est remplacée par 
w — 9’. Le terme général du développement est 


Tt P : oe 27 (1 Pg Pe pte o. 
ES ATS ; sin px (1 ) ee ) 7 sin P 
OS GF \ Ww Ww = G2 Ww 
“LT (a9 p+1 P| 
ee) (V-P— Ve). 
w I Gaz 
Ona donc 
: (—1)P+lqP : . 
(18) i= . ary: (VoRP= Ver); aa on ees 


On peut encore représenter m par la dérivée logarithmique de 
a fonction S, (t. I, p. 266), et écrire alors 
g(V-!— V)+ 2g*(V2— V2)4... 


8 = ; 
(18 a) Me 1+ q(V-!+ V) + g*(V-2+ V2) 4+.. 
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D’aprés les formules approchées (3 a) et (11), on voit que le 
premier terme du développement suivant les pulssances ascen- 
dantes de x serait 


(18 b) We = UCOST) seca « 
L’expression (VI, 16) de X donne 


Ee o(u+?) 


Cty peo 
5(u—yv) 


e2ln—Slvo+w)lu, 


La constante E se détermine par la condition que | s’évanouisse 
[Bex 
pour uw =w!. Ona d’ailleurs 
o if Law iia 
SAD! ex Fie. 
o(w’— Pe) 
par conséquent 
a 
oy = o(u+ e) e—20/9+2In—C(o+-w)I (w—w!) , 
o(u— vy) 
Si lon pose, comme précédemment, » = w/— 9’ et, en outre, 
p ? | ) ’ 
u=w'+ wu’, cetle formule devient, eu égard a Pégalité (17), 


CCC ») ale 
eee WEE EL FG 
o(v' + u’) 


r(l ch 
e2(u+mu) —. . 


7 


it R 
v-+- mu = ee [rose(e u') 


Le développement (36) de la page 428 (t. I), appliqué ici, 
donne pour résultat 
q2P Vee VP 


| TeeeNe u \ sin pu 
— . oO —— — (oe a 5 
(ig) V+ mu= arctang ; yi ane os be] te P é 


La premiére approximation, conformément aux égalités (11, 16), 
’ ae 
donne, d’aprés (12), 
-V u cola cosa cota 


By eee tang — + = = = 
(19 @) CO eae Coe cia tone a ister re tee 


Nous allons envisager encore un autre développement relatif a 
la longitude, bien que le précédent soit trés propre a l’application. 
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Mais le nouveau développement a Pavantage de fournir Vexpres- 


sion exacte de l’angle, peu différent de 4, dont la tangente est 


: A 3 OOIEe 
ustement égale a ——-- 
J co) “ sin A 


Supposons deux points différents, pris sur la ligne géodésique, 
et répondant aux deux arguments wu et uw, == u—da. En considé- 
rant les quantités X et X,, relatives a ces deux points, nous avons 


MX S(U+ vO) ou, 
XX o(W+e)cu 


“ 


Par la décomposition en éléments simples, ona d’ailleurs 


eln—S(v +) a, 


o(U+v)TUy G(u+e)c(u—a) seca 
o(Wj+9)cUu CUO =a) ou ~ s(v— a) 


[C(u, +°)— Cu—Cvo+C(u—um)]. 


On peut poser 


o(v—a 
( De 


CVoad 


(20) [e+ or—ale — /na— peed, 

et 9 est un angle réel. En effet, C(¢ + w) —7 est purement imagi- 
naire (17), ainsi que ¢, tandis que @ est réel. La quantité (20) a 
donc pour conjuguée 


TH) ty 


z — C(v+w)las- 
ovoa 


le produit de ces deux conjuguées est pa — pp. 
Remplacant maintenant X par cos \e’¥ et X, par cosA, e’¥, nous 
_obtenons 
d 


——— cos F 4 
(21) V PEEP 0 og th - 0) Cu te C(u Uh. 


Ajoutons et retranchons (u,, et employons la formule d’addi- 
tion de argument dans les fonctions €, comme il suit : 


Iput+p'uy 
Se ee ey 
2pu—pwy 


| Cu, — Cust Ciu— um) = 
(99) ‘ 


' 1 
UR CUELE es) Uae 
2 puy—pe 


| C(u + ¢)—Cu,—Cvo = 


Dans les seconds membres, toutes les quantités sont réelles, 


sauf p!y qui est purement imaginaire, en sorte que la formule (f2.1;) 
fournit aisément tang(¥ — , + 9). 
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Nous nous bornerons a considérer le résultat dans le cas parti- 


culier uw; = w'; 4, et p’u, sont alors nuls. La premiére des quan- 
tités (22) se réduit (13, 14) a 


io sin h/t — x cos? A 
2 pu— e3 cosh cota 


et la seconde (1, 15) a 


ih IOP v 
2é€3—pe cosh 


On a done 


cota 


sin Ay/1— % cos?) 


tange(v¥—0)= 
Si l'on pose 
(23) tangy’ = 1— x cos?A tang(Y + 0), 
on a la définition d’un angle W, lié a « et 2 par l’égalité 


cota 


(24) tang U' = 


sin A 


Il reste maintenant a donner le développement de Vangle 4. Le 
calcul est analogue a celui qu’on a fait précédemment pour vy) : 


2N av’ ima 
o3(a+o! oe MES Fe esa 
Bela Olea aves =e) i) w 


o(vy+a) ~ o3(a—¢') 


Ici argument a =u — u, se réduit a2 u — w’; c’est celui que 
nous avons tout a l’heure désigné par wu’. Le développement (38) 
de la page 428 (t. 1) donne immédiatement 


=P = Vin. 
(39) ) — mu > - = , sin pu. 


Distance géodésique. 


La distance de deux points est la longueur de la ligne géodé- 
sique qui passe par ces deux points. 
Pour origine des arcs géodésiques, nous prendrons, comme 


\ 
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pour les longitudes, le point ott la géodésique touche le paralleéle. 


L'are géodésique a donc pour longueur (VI, 10) 


ny ee 


: b 


[e;(u—w') + Cu—7'] 


ou, avec les notations actuelles, 
s=eqju'+C(wi+ u') —7/. 


L’arc est ainsi exprimé en parties du rayon de l’équateur. Cette 
formule doit étre écrite sous la forme suivante : 


T 
™ ™ 20) T 


20  4(qo-+ e107) tu 20 p : ju’ ; 
s E(w a sli 


En employant les notations (4, 5) et, pour la derniére partie, soit 
la fonction Sp, soit le développement (34) du tome I, p. 426, on 
obtient 


g sint—2qg*sinou+... 
P2219) COs = 29 COsott ar 


| orp os ntas 
(26 ) 


4 : Gia 
| ey — SIN + 4g ~ SIN 2. 
N= Ge LO 


- . . . . ye . 
La partie principale de s est, comme on voit, 54 dont le cosi- 
nus a lui-méme, d’aprés (11), pour partie principale Ss Pour 
d B me 2 li P sinh 
comparer entre eux l’are s et celui dont le cosinus a cette derniére 
valeur, cherchons le développement de s’, défini par l’égalité 
sin ). 
27 cos: S = * 
(27) sinh 
Suivant les égalités (1, 2), nous avons 


@&—pu pu—e 


cos? s' = = (u' =u— ow’), 
(27 a) €or es Pits es 
sin?s” eee 
pu —es 
; Rey ne : 
On a vu (t. I, p. 432) le développement de arc sin UG. il 


Vp (LP 
suffit de l’'appliquer ici pour obtenir 


qe sinpu 
hae Ge? fe 


I 
(28) sot 
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Au heu dintroduire les latitudes réduites i, 2, on peut aussi 
considérer les latitudes elles-mémes, que nous désignerons par u 
et k. On vérifie aisément, d’aprés les propriétés élémentaires de 
Pellipse, la relation 


tang?) = (1— x) tang? y, 


qui relie p et A. La méme relation a lieu aussi entre & et h, qui 
sont la latitude et la latitude réduite du sommet de la géodésique. 
Cette relation peut revétir diverses formes, par exemple 


(1 — xsin?.) (1— xcos?A) =1—x, 
(1 —xcos?)) sin?u = sin?A, 

(29) (1— xc0s?)) cos? = (1 — x) cos?A, 
(I1— xsin?p)cos2\ = cos2y, 


(1 


% sin?) sin?A = (1 — x) sin? pu. 


A ce point de vue, au lieu de prendre s’ pour terme de compa- 
raison avec s, on devra prendre s", en posant 


sin 
(30) COs tee 
; sink 
On a, suivant (29), 
“i 5 1 COs? h €; —€3 €2 —pu pu —e, 
COS2S" = COS3S) === — === = = = ; > 
1 — xcos?A €y— pu €:—€3 pul — ez 
6 €4 — €2 
" 4 
SWS" — 
pu'— ey 


En comparant ces derniéres formules a celles qui sont relatives 
as’, on voit qu’elles en différent seulement par l’échange de e, 
et e3. Cet échange équivaut au changement de »! en » + 0, c’est- 
a-dire au changement du signe de g. On a donc, par analogie 


avec (28), 


Lt eee I ' 9 )e sin pu 
(31) S ate 2 os : 


Cercles auxiliaires. 


Une ligne géodésique, sur le sphéroide, est déterminée par 
une seule constante, la latitude de son sommet, point ot la géodé- 
sique touche un paralléle. C’est cette latitude que nous venons de 
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désigner par k. Pour donnée équivalente, on peut prendre la lati- 
tude réduite h de ce méme sommet My. Un point quelconque et 
variable M, sur la géodésique, est ensuite déterminé par sa lati- 
tude » ou sa latitude réduite 4. Soit P un pdle du sphéroide. Les 
trois points P, My, M sont les sommets d’un triangle rectangle 
en Mo, dont les deux cétés PM et PM, sont des arcs de méridien 
et le troisiéme cdté MyM est un are géodésique. La longueur de 
ce troisiéme cété est s, langle en’ M est l’azimut 2, l’angle en P 
est la longitude ¥. 

Sur une sphére, considérons, de méme, un pole P’, et appelons 
paralléle tout petit cercle ayant ce péle. Un grand cercle quel- 
conque est défini par la latitude de son sommet M),, point ot il 
touche un paralléle. Prenons h pour cette latitude. Nous obtenons 
ainsi un grand cercle correspondant a la précédente ligne géodé- 
sique. Sur ce cercle, faisons correspondre le point variable M’ au 
point M de la géodésique, en attribuant 4 M’ la latitude i. Les 
trois points P’, M,, M’ sont les trois sommets d’un triangle sphé- 


rique rectangle en M,. Les cétés P’M’ et P’M, sont ue Net ee 
2 2 


le troisiéme cété M’M, est égal a s’; Vangle en M’ est égal a a, 
angle en P’ est égal a J’. Effectivement, les trois relations (12, 
24,27) sont bien celles que la Trigonométrie fournit entre les 
cing éléments. On ne manquera pas de remarquer que, dans ce 
mode de correspondance, imaginé par Jacobi, les azimuts sont 
conservés, comme on vient de le dire, puisque la formule (12) est 
indépendante de l’excentricité. 

On peut aussi définir un second cercle auxiliaire, en attribuant 
a son sommet M/ la latitude &. On fera correspondre alors, au 
point M, le point M" qui, sur le cercle, a pour latitude u. Dans le 
triangle sphérique rectangle P/M), M", les cotés P/M” et P/M’ sont 


Tw TT oi ts) IRE ’ \ 
5 bet; — 4; le troisiéme cdté est égal as". L’angle en M"” est 


différent de a; soit x” cet angle, il est donné par la formule, ana- 
logue a (12), 


ee LCOsik 
sing” = — 
COs u 
fe tl Mies 
en sorte qu’on a, suivant (30) 
sin?” I—xsin2k 1—% cos? 


( 3p) 


sina 1—xzsin?x  1—xcos?h 
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Quant a langle au pdle, ou la longitude, il est le méme que sur 
le premier cercle, c’est-d-dire égal a U/. On déduit, en effet, des 
égalités (24) et (29), celle-ci : 


tangA tangy 


r 
cosy’ = — = ; 
tangh  tangk 


Développements suivant les puissances de Il’excentricité. 


On admet généralement comme utile pour les calculs de consi- 
dérer les développements des divers éléments suivant les puis- 
sances ascendantes de l’excentricité. Ces développements ne se 
forment point sans difficulté, mais il suffit toujours de se borner 
a deux ou trois termes. 

Supposons qu’on veuille, en premier lieu, au moyen de l’éga- 
lité (23), trouver la parte principale de J/— 4, c’est-a-dire le 


premier terme du développement de cette quantilé suivant les 
puissances ascendantes de x. On a immédiatement 


v’— 4 —0 =— $x cos?) cos’ sind’+.. 
Les égalités (12, 24) donnent lieu aux suivantes 


cots COsS4 
wu == sin’ = ———, cosv’= taned coth 
oT ? r 5D ’ 
sink sink 


par le moyen desquelles nous trouvons 


, I 
v'— vU—0 =—4xcosd sink cosa cosh —— +.... 
\ ; ‘ sin2 h 


D’autre part, ayant (11, 16) 


4cosh 


‘ x ad T. by 
— sn eee VS 
Z 1 { sin2h 


. asin cosh coss 
sin tt = : See 
sin2h ? 


nous lrouvons, d’aprés (253); 


; I 
§— mu = Fx cosh sind cosa cosh +.-.., 
a sin2h 


en sorte que le développement de (1’ —4 — mw) commence par 
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un terme en x2. La partie principale de m (18) est g(V-!— V); 


par conséquent, 
m=txcosh+...; 


la partie principale de m est 2s'(28). Ainsi, en négligeant les 
termes du second ordre, on a 


(33) Y= Y— 2 %8' cosh. 


Mais, par le moyen de la formule (19), nous pourrons plus facile- 
ment former les termes du second ordre et surtout apprécier leur 
grandeur. Soient 


(34) Noss i) 9%, Bk =1—xcos?h, C2 cose 


En négligeant seulement les quantités du quatriéme ordre par 
Sits q sf P 
rapport ag, nous prendrons, d’aprés les égalités (3, 7, 9), 
B—A C2— AB 1— AB 


es = ea —— . 
Bema ee Oo ee eee ere 


(35) 2¢g= 


Considérons l’are qui figure au second membre de la formule 
(19) et posons 


LV i 
tang 9 = = tang > u. 


1—V 
En admettant les égalités (35), on trouve, par un calcul facile, 


ee Bek) 
~ (= hae ce)? 
(1 — A?)(B2— CG?) 


HNO Hrisy pen ee eee ANG Sees ly er 
sin ?= (BI A2)G— C2) 


cos? 


Chaque différence de carrés (1 — B?), (C2? — A?), ... peut se 
remplacer par le quotient dune différence de puissances qua- 
triémes et d’une somme de carrés. Par les égalités (34), les puis- 
sances quatriémes s’expriment explicitement, et l’on obtient 


(B2-+ A?)(1-+ C2) 
(1 B)(C+ AB) 
(B?+ A2)(1+ C2) . ., 
(G+ A®)( BP Gay ny 


7A — 
COs oO 


cos? Uv’, 


sin? 
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De 1a se conclut ensuite, en prenant, par exemple, la seconde 


équation, 


Bap ee (Ce A) ; x2 cos?h sin?) 
sin?’ (1-+ A?)(B2+ C2) (1+ A2)(1 + B?)(A2+ C?)(B2+ C2) 


ou bien 


ETS Re x2 cos? A sin?h cos? V' sin? y’ 
—. eS ae (1+ A®)(1 + B?)(A2-+ C?)(B2+ C?) 


Au point de vue du développement suivant les puissances as- 
cendantes de x, on tire’de la immédiatement les termes en x? et 
x3, sous la forme suivante : 


G 


Bye ; ‘ % 
(36a) o—b =~ sh? cos*h sin?h cost’ sing’ [1 (te e0s7 cos?) | tee 
2 


Par le méme procédé, on peut trouver aussi les deux premiers 
termes du développement de la somme qui figure au second 
membre (19). Déja, par les égalités (11, 16), on a le premier 
terme ainsi 


q2(V-1— V) sinu = 3/5 x2 cosh sind cosd cosa+...; 
ce qui peut aussi s’écrire, en vertu de (32), sous la forme 
q2(V-1— V) sinu = 3/5 x2 cos?A sin?h cos’ sin’. 
Par les égalités (35), on obtient 


q?(V-!—V) sinu 


2 AB / 2 2)\/ 02 2 22 2 
> LECT TU [== Was ame omer ie ume wea 
Ce. eS 2AB (1 — A*) (4 — B*)(C#— A*)(Bi— CF) 


© @=- AB)(C24- AB)(B +A )24Ai = A®) (a = B?)(C? +2 A?)( B2oe C2) 


4 ; % 
== zy x2 cos?) sin?h cos’ sin! E ++ =(1+ cos?h + costa) |. ae 
2 


D’aprés Végalité (19), les deux résultats (36a) et (37) donnent 
celui-ci : 


+ . % 
(38) b+mu=v'— 3 x2 cos?) sin2?h sino [ 1 mae + cos?h + cust) | +o... 
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Si lon préfére introduire les latitudes p, &, au lieu des latitudes 
réduites \, h, il est aisé de modifier, en conséquence, cette for- 
mule, d’aprés les égalités (29), et l’on trouve 

(38a) ¥+_mu=tV— x2 costp sink sinad’ [1+ 4x(1+ sin?k + sin?p) | +.... 

Des procédés analogues sont applicables pour former les déve- 
loppements de m, i, s; mais nous ne croyons pas utile de nous y 
arréter. 


Formules d’approximation. 


De préférence aux développements suivant les puissances de 
Pexcentricité, on peut prendre pour formules d’approximation 
celles qui se sont introduites ici dés Pabord. Si l’on veut y faire 
disparaitre la quantilé auxiliaire g, on y introduira, comme tout a 
’ Reale : aes 
Vheure, en négligeant les puissances quatriémes de q, les quan- 


tités A, B,C (34), ou encore B’, C’, au lieu de B et C, en posant 


= 


Q \ 1 . a A‘ 1 $ A A 
(99) BY=1—xsintk = 5» Cha1—xsinty= a: 


On a ainsi, suivant (18@), 


| m= +xcosh 4 /AB 
4 


=txcosk 


(1+ B’) (BG A?)(A?+ B2) 


On trouve de méme, par les égalités (3) et (7), 


00S? Fi == pe BERR, he 
Pe 24 = Oe AB(B A). (Bao? se BR) 
= boshe’ Biba Be 025” Bi(i + B’)(1 + B?) 
(C?+ AB)(C?+ A®) (B's 02)(1-4- C2)’ 
Ay: .. ,A(B-+A)(B2+A2) 2.) (1+ B')(1+ B2 
(41a) | sinkg Trin rave AR Cte Bs Te any’ 
tang?4u = tang? s’ UL) taupe ee eek 5 
2 8°* B(C2— B) 5° BBS G2) 
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Enfin, pour le calcul de la formule (26), ona (4, 5) 


eens D = 2B! 
Pee bh, AeA BO” 
Bae i BASF 8 
f yy cee 1 2= 2 ( = Oy) | rey 
Cy) Gare r) ‘ee pat alo A)?(B Ul 
oa! x2sin2k 
3a. , joa 
4qsinu ee } =i Deg ie ; 2) (C2—B? 
I—2qgcosu ma AB CUB} pita pati: 
1 rE ~ ! 4 
3 = 7xsin2hsinas 
ao) ; (B+ A) /AB(G2+- A®)(B2 + C2) 
4B 


=; x sin2k sin2s” 


C2(1+ B') VF 0%)(C2+ Ba) 


Degré d’approximation. 


Dans les formules qui viennent d’étre développées, on a négligé 
la puissance quatriéme de qg: il est évident que, en aucun cas, des 
applications pratiques ne sauraient, a beaucoup prés, comporter 
dans les calculs un degré d’approximation supérieur. 

Si lon s’en tient a létat actuel de la Géodésie, le degré d’ap- 
proximation qu’on doit chercher est beaucoup moindre. Avec 
quelle approximation la Terre est-elle un ellipsoide de révolution? 
C’est ce qu’on ne sait pas encore. Mais, en la supposant telle, 
avec quelle précision connait-on son aplatissement ? [ci la réponse 
est certaine. L’erreur relative 4 craindre sur l’aplatissement est, 
au moins, 5+,, ce qui est, a peu prés, la valeur numérique de $x. 
On ne connait pas, d’ailleurs, le sens de cette erreur. 

Examinons l’expression (40) du coefficient m. Nous avons 


m § VAB 
Tycosh (A-+B)V(1+A®)(-+ B?) 


=1+4x(1-+cos?h)+.... 


En prenant Vunité pour valeur approchée du second membre, 
on commet une erreur relative comparable a celle qui, dans un 
sens inconnu, altére déja la partie principale de m. C’en est assez 
pour rendre a peu prés illusoire, quanta présent, toute tentative de 
substituer 4 +x cosh une autre expression de m, plus approchée. 
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En méme temps, tous les termes du second ordre, dans la formule 
(38 a), apparaissent comme dénués d’utilité. Cette formule serait 
alors réduite a 


(44) Y= b'—txs' cosh. 


Pour Vexpression de l’are géodésique, on obtient une formule 
assez élégante comme il suit. Les égalités (28) et (31) donnent 


2p sinapt 
Sap S ==, Z iE ) 
I+q*P p 


Roldees yy q?P-! — sin(op—1)u 
a2 GS = e 
isis Go 2D Ii 


On a ainsi les expressions approchées 


t= 5's", 


4gsinu = s’— s’, 


et la formule (26) donne celle-ci : 


, W 
ty 


(45) s=fli— tx(1-+ costhy] =—.. 


Malgré ces considérations, il y a encore grand intérét, méme 
pour la pratique, 4 employer des formules plus approchées, no- 
tamment pour des calculs qui se rapportent a une portion limitée 
de la Terre. Dans la solution des problémes, telle que nous allons 
maintenant lindiquer, on trouverait facilementle moyen d’obtenir 
une approximation aussi grande qu’on voudrait, sous réserve de la 
connaissance plus exacte de l’aplatissement. 


Solution des problémes de Géodésie. 


Dans les divers problémes qui intéressent la Géodésie, il s’agit 
toujours d’un are géodésique limité a deux points. Les éléments a 
considérer sont alors les latitudes et la différence de longitude de 
ces deux points, la longueur de l’arc et les azimuts, aux extré- 
mités. Parmi ces six éléments, on peut en donner trois et chercher 
les trois autres. En tenant compte de quatre cas ot les données 
sont symétriques par rapport aux deux extrémités, on voit qu’il y 
a douze problemes différents, dont on peut désirer la solution. 
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Suivant les notations déja employées, soient, pour l’une des ex- 
trémités, p. la latitude, « l’azimut, s arc géodésique et ¢ la longi- 
tude, ces deux derniers étant comptés a partir d’un sommet; 
soient, pour l’autre extrémité, 24, a1, s;, 4, les éléments analo- 
gues. Les données sont trois des six éléments p, a, v4, %1, § — Sy, 
Ve be 

On doit distinguer d’abord les problémes ot, parmi les don- 
nées, se trouvent p et «. Effectivement, dela longitude pon déduit 
immédiatement la longitude réduite i, puis h par Pégalité (12). On 
peut donc calculer g et V par les formules (3) et (g), ainsi que u 
par la formule (7). Sila troisieme donnée est p, oua,, on obtient 
d, soit au moyen de py, soit au moyen de a, par l’égalité (12). On 
peut calculer 1,. Avec g, V, U, 1,, on calculera s, s,, U et dy. 

Si la troisiéme donnée est s — s, ou 4 — Uy, le mode de solution 
est différent. Supposons que la donnée soit s— s,=S. On peut 
tirer uN, de Pégalité (26), qui donne 


1 (Lees)? 


ie Ca oat fs) 


[ptr af 


sin ty — 2g3 sina... 
i= DOPCOSIN, 06k 


J(u) = 


Nous avons ici une équation analogue a celle qui, dans l'étude 
du mouvement des planétes, se rencontre pour le calcul de l’ano- 
malie excentrique. Ce serait Ja méme équation, si Pon bornait 
/(,) au seul terme sin N,, quien est trés voisin. On la résout, soit 
par approximations successives, soit par la série de Lagrange, ce 
qui n’offre aucune difficulté, vu la petitesse de g. Connaissant ti, 
on peut calculer 4, comme dans le cas précédent. On pourra aussi 
calculer la latitude réduite i, ou la latitude », parla formule (7). 
Mais, pour la pratique, ce calcul serait désavantageux. I fourni- 
rait, en effet, A, par Pintermédiaire de 1 — x cos?),; et l’on serait 
obligé de calculer cette derniére quantité avec une approximation 
supérieure a celle que l’on veut obtenir pour cos?),. Pour éviter 
cet inconvénient, au Jieu d’employer la formule (7) qui détermine 
€,-—— ply, on prendra une formule propre a déterminer, soit 
Cy— Ply, soit €;—— py, celle-ci, par exemple, 


€2— pu, _ sin), 


Feu ) 
€2— @3 sin2h 


/ 
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qui donne aisément , en fonction de u,. Ce mode de solution 
s’interpréte d’une maniére intéressante. D’aprés la formule (27 @), 
on voit qu’on introduit icil’are de cercle auxiliaire s,. Cet arc peut 
aussi se trouver au moyen de la série (28), et u, doit alors étre 
considéré comme permettant le calcul d’une correction par laquelle 
on passe des, =s —S as’. Sil’on envisage u de la méme ma- 
niére, on peut considérer S/= s’—- s comme déduit de la donnée 
S au moyen d'une correction aisée a calculer. Ayant S’, il est na- 
turel d’achever le calcul au moyen du premier cercle auxiliaire, 
c’est-a-dire résoudre le triangle sphérique P/M’M), ot l’on con- 


TT 


naitra deux cétés, P’M’= a et M’M’ =S’, avec langle com- 


. : F : ay; T 
pris, qui esta. On en déduit le cété P’M’, = — — iy, langle en 
2 O 


Mj, quiest #,, puis langle en P’, qui est 4, — U. De ce dernier, 
] 


on conclura 4 —%, au moyen d’une correction, fournie par la 
formule (38 a). 

On peut tout aussi bien employer, pour cette solution, le second 
cercle auxiliaire. C’est alors la formule (31) qui fournira la cor- 
rection au moyen de laquelle on passera de Vare S A lare 


S’ = s’— s". On aura a résoudre un triangle sphérique dont les 


cotés sont- — yp, 5” et langle compris «’, déduit de « par l’éga- 


vila 


lité (32). La résolution de ce triangle fournit encore //— Vv‘, 


comme tout a l'heure, ainsi que wy, et 2’. 

Pour application, ces deux procédés paraissent équivalents. 
Dans le premier, on trouve directement l’azimut «,, mais il faut 
remonter de la latitude réduite A, a la latitude v4; dans le second, 
il faut remonter de a, &,, mais ona directement la latitude yy. 
Le premier de ces deux procédés est celui qui a été développé par 
Jacobi. 

Les deux premiéres données étant encore 4% el %, supposons que 
la troisieme donnée soit § — 4, = W. Aprés avoir calceulé uv comme 
tout a heure, ona, par l’égalité (19), 


F 1—V 
tangy == 7 tang[Y— W +e (1); 
a Fe 


G2 I Sad 
(iy) = mey + ae (5 =¥) SIntty +.... 


a q* 
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Comme m (18a) est du méme ordre que g, c’est encore la une 
équation d’ot l’on tire aisément M, par approximations succes- 
sives ou bien encore par la série de Lagrange. La solution s’a- 
chéve comme dans le probléme précédent et peut s’interpréter en- 
core par le calcul d’une correction, faisant passer de W a W”, et par 
la résolution d’un triangle sphérique auxiliaire, dont on donne un 
cdté et les deux angles adjacents. 

Les autres problémes présentent plus de complication dans les 
calculs et se résolvent par approximations successives. Pour donner 
une idée de leur solution, nous allons envisager l’un d’eux seule- 
ment, celui ot les données sont p, 24, Y—%,= W. Les deux ex- 
trémités de larc géodésique sont, comme on voit, des points 
définis par leurs coordonnées géographiques. 

Admettons d’abord qu'on veuille négliger le carré de l’excen- 
tricité. La formule (44) nous donne 


W=—'—Y, = +41x(s'— s,) cosh. 


On ne connait ni /, ni s'— s,; mais on peut les évaluer a des 
quantités prés, du méme ordre que x. Il suffit, a cet effet, de cal_ 
culer les analogues sur la sphére avec les données mémes du pro- 
bléme. Pour ce but, il est indifférent d’employer l'un ou autre 
des cercles auxiliaires, la différence des résultats étant ici négligée. 


En conséquence, comme premiére opération, on considére le 
. rie > A op IG TT 

triangle sphérique T) dont on donne deux cétés Be a 

eae < leulenlesinoiste Ai& S I. 

avec l’angle compris W’. On y calcule le troisiéme cété So et la 


hauteur — — hy. Ces éléments servent a calculer la correction qui 


wl 


fait passer de W a W’, et l’on a (en écrivant W'| pour cette expres- 
sion approchée de W”) 


WwW), = FP + txSo coshy. 


La suite du calcul se compose maintenant de la résolution d’un 


+ 7 4 
— A, ea hy 


triangle sphérique T, dont on connait deux cotés : 


2 
avec l’angle compris W,. On y calcule le troisiéme coté S;, et les 
deux angles «!') et a). Ces deux derniers sont les azimuts extrémes 
de la géodésique, calculés avec approximation dérivée. 
Pour avoir S, on peut calculer la correction de S{,, mais il sera 
I. 20 


306 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


mieux d’employer la formule (45). A cet effet, dans un nouveau 


TT TT 


ee 
2, 


triangle sphérique T’,, dont on donne deux cétés Ue, 


wl 


avec l’angle compris W,, on calcule le troisiéme cété S/, et lon a 


enfin 
: 30/ ES! 
Si [jx ++ cost hy) | or 


Examinons maintenant comment on peut opérer si l’on désire 
obtenir une approximation plus grande, tenir compte, par exemple, 
du carré et du cube del excentricité. 


Soit -— h, la hauteur du triangle T, ; il est clair que hy ap- 


proche de h, plus que hy. De méme, S/, est une expression de S’, 
plus approchée que So. Sil’on emploie donc hy et 5), au lieu de 
hy et So, on peut trouver une expression de W’, plus approchée 
que WW". Mais alors il faut faire entrer en compte les termes du 
second ordre. 

Prenons, a cet effet, la formule (38), que nous mettons, au 


préalable, sous la forme 


b+ mu = y'— 1 x? sina) cosh cosa. 


2 


On pourra calculer expression approchée de m par la formule 
(40), qui donne 


I 4VAB 
NS tk cosh, NOs Be ? 
4 (A+ B,) VG A2)(1+ B?) 
A=V1—-%, B, = V1-— x cos2hy, 
ou bien encore par les deux premiers termes du développement 
suivant les puissances de x, 
m, = 4% coshi[1+ £x(1 + cosh, )]. 

Aux termes du second ordre prés, W coincide avec s/+-s", en 
sorte que la nouvelle expression W",, prise pour W’, est donnée 
par Pégalité 
wy = V+ 4m, (S) + 8) +p 2? cosh (sina) cosa!) — sina), cos x!) ). 


Dans le nouveau triangle sphérique T,, dont les cétés sont 


T Tv . A 
me det — —, avec langle compris W,, on calculera, pour les 
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azimuts extrémes, des valeurs plus approchées «!?), &). Si lon 
veut poursuivre l’opération en utilisant les termes du troisiéme 


ordre, on calculera aussi la hauteur aoe hy, qui servira ensuite a 


trouver un nouvel angle W,, approchant de W” plus que W". 

Si cependant on voulait effectivement pousser, dans ce pro- 
bléme, la solution jusqu’a y faire intervenir les termes du troi- 
sicme ordre, il serait, sans doute, préférable de présenter cette 
solution sous une autre forme que nous allons développer. 

Posons 

2 A 2 Bap jee ey), We 
tang2A = —- ) tang te sees 

Pour langle 9, déja employé dans les formules (36) et (36a), 
il en résulte 

tangA cotH = cosg. 


On voit ainsi que les angles A, H, 9 jouent, par sage ad un 
nouveau cercle auxiliaire, le méme rdle que 4, h, Y ou que yp, 
k, U' par rapport aux sea es auxiliaires déja considérés. Les an- 
eles A et H différent de A et h ou de p et & par des quantités du 
premier ordre; mais ¢ différe de 4’ par une quantité du second 
ordre Penent (36a). Ces détails ne sont donnés ici que pour 
faire mieux comprendre l’origine de la solution actuelle, ot: l'on 
n’aura d’ailleurs 4 mentionner aucun cercle auxiliaire. 

Pour parvenir aux formules que nous allons donner, il n’y a 
qu’a transcrire celles qui ont été développées plus haut. On y re- 
marquera seulement que l’aplatissement ¢ intervient ici plus natu- 
rellement que l’excentricité; aussi le mettrons-nous en évidence. 

Les données du probléme sont les latitudes » et p, de deux 
points et la différence W de leurs longitudes. On désigne par ¢ 


) . a) eee Pees Es 
Vaplatissement de la Terre, ¢ = ae 
1° En fonction des données on détermine deux angles A et A,, 


peu différents de p et yy, : 


tang?A e+ V1—e(2 —=) sin? ie 
tang? p. Pay t= e(o = ey sin? p 
tang? Ay p—e+ V1— e(2—e) sin?p, 


tang? 1 Pee t= 2(2 —¢) sin? py 
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2° On prend pour inconnue principale un angle H, et pour 
inconnues auxiliaires trois autres angles u, u,, ®. 
3° En posant, pour abréger l’écriture, 


IND ss Fae 

B2 =1—ecos?H, 
2==y—ecos?A, 

Cee COS eA 


ona les équations suivantes : 


tang2A + tang2A, —2 tang A tang A; cos® 
: z sae : = 
sin? > 


tang? H = 


AB 
~—W + ue (at — 1, ) cosH + R, 


A+B 
na 28 AB cosll _ (sina YoosrA — cost _ sina ea 
(1-+ AB)(A = B)? \ C2 + AB Ci + AB 
Patt eS a 
2 5) B sin2 A 
canes : . A cos2A, — cos?H ; 


iB sin? Ay 

4° Pour trouver H, on procédera par approximations succes- 
sives en prenant d’abord W pour premiére approximation de ® ; 
la valeur trouvée ainsi pour H par la premiére équation servira a 
approcher davantage de ®. La nouvelle valeur de ® donnera 
ensuite une valeur de H, plus approchée, et ainsi de suite. La 
quatriéme valeur trouvée ainsi pour H sera définitive, les formules 
données ici ne permetlant pas une approximation supérieure. 

Avec cette derniére valeur de H, on calculera la derniére valeur 
de B et den — 0. 

5° Les azimuts extrémes «, %, sont donnés par les formules 


cos?A 1+ (2 cos? A; 1+ C? 


sin?¢ = ——— ——_,, 2 er 
cos?H 1+ B2 ‘~~ ‘cos?H 1-+ B2 


6° La distance géodésique S des deux points est déterminée 
a7 O , 
par l’égalité 


P= Rae nnat (sin A Voos2A — cos?H — sin A, V cos? A= cos?H). 
Ve NG 
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7° On observe que la derniére valeur de B est seulement né- 


c : IAN SBE 
cessaire pour le calcul de u — uy, et du coefficient (==) dans 


expression de S. Pour le calcul de y, la seconde valeur de H et 
de B est seulement nécessaire. Le degré d’approximation que 
Von peut demander a ces formules ne doit amener aucune diffé- 
rence entre les valeurs de y que l’on obtiendrait avec les valeurs 
suivantes de H et de B. La méme observation s’applique au calcul 
de R. Pour P, la troisiéme valeur de H et B suffira. 

Les autres problémes peuvent étre résolus d’une maniére ana- 
logue. Il suffira. d’ayoir ici développé la solution du probléme le 
plus important : trouver la distance géodésique de deux points 
dont on donne les coordonnées géographiques. 
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CHAPITRE VILL. 


ATTRACTION D’UN ANNEAU ELLIPTIQUE ('). 


Préambule. — Attraction d’un anneau de forme quelconque. — Anneau ellip- 
tique; solution de Gauss. — Nouvelle solution. — Solution modifiée par l’em- 
ploi des covariants. — Discussion. — Sur l’usage de la fonction &. — Résumé 
de la solution. — Remarques sur les covariants. 

Préambule. 


Le probléme que nous allons traiter a été posé par Gauss dans 
ces termes : 

« Les variations séculaires qui, pour les éléments d’une orbite 
planétaire, résultent de la perturbation causée par une autre pla- 
néte, sont indépendantes de la position qu’occupe cette derniére 
dans son orbite. Au lieu de considérer cette planéte comme dé- 
crivant son orbite elliptuuque suivant les lois de Kepler, si l’on 
imaginait sa masse répartie sur cette orbite proportionnellement 
au temps que la planéte emploie a parcourir chaque élément, 
on trouverait, par cette hypothése, les mémes perturbations. Il 
en est ainsi, du moins, quand les durées de révolution sont in- 
commensurables entre elles pour la planéte troublante et la pla- 
néte troublée. 

» Cet élégant théoréme, s’il n’a pas été encore explicitement 
énoncé, se démontre aisément par les éléments de l’Astronomie. 


(*) A consulter : 1° Determinatio attractionis quam in punctum quodvis, 
positionis datce, exerceret planeta, si ejus massa per totam orbitam ratione 
temporis quo singule partes describuntur, uniformiter esset dispertita (Gauss 
Werke, t. Ill, p. 333). C’est a la fin de ce Mémoire que Gauss a parlé, pour la 
premiére fois, de la moyenne arithmetico-géometrique, dont il sera question au 
t. IIT du présent Ouvrage. — 2° Théses présentées a la Faculté des Sciences de 
Paris par M. Edmond Bour. Mallet-Bachelier; 1855. 
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» Voici done un probleme trés digne d’attention, tant par lui- 
méme que par divers artifices nécessaires a sa solution : détermi- 
ner Vattraction qwexerce sur un point quelconque une orbite 
planétaire ou, en d’autres termes, un anneau elliptique dont 
UVépaisseur varie, en chaque point, suivant la loi ci-dessus ex- 
pliquée. » 

Le théoreme que Gauss a qualifié d’élégant se trouve démontré 
dans un Mémoire trés récent de M. George-W. Hill ('). On y 
voit clairement que l’attraction, conclue de ce théoréme, conduit, 
en effet, 4 la détermination des variations séculaires, aux termes 
prés du second ordre par rapport aux forces troublantes. M. Hill 
a d’ailleurs complété la solution du probléme en continuant les 
calculs de Gauss jusqu’au point ot peut se faire application nu- 
mérique. 

Nous donnerons ici, par une analyse nouvelle et simple, la so- 
lution du probléme sous deux formes différentes, dont l’une est 
celle de Gauss. 


Attraction d’un anneau de forme quelconque. 


Soit une aire plane, limitée par une courbe M; soit, en outre, 
dans le méme plan, un point mp, que l’on prend pour le sommet 
commun de secteurs mm,m’', ayant pour bases des arcs mm’ de la 
courbe M. On suppose que cette courbe M est la figure d’un an- 
neau matériel, dont la densité, au point m, est proportionnelle a 
Vaire du secteur mmym’, le point m! étant infiniment voisin du 
point m. 

Il s’agit d’évaluer l’attraction qu’exerce are mm! sur un point S 
quelconque, puis celle qu’exerce ]’anneau entier. 

Employons des coordonnées rectangulaires ayant leur origine 
au point attiré S. Soient 2, 7, Zo les coordonnées du point mo; 
x,y, celles du point m; x4 dz, ... celles du point m’. 


(*) On Gauss’s method of computing secular perturbations, with an appli- 
cation to the action of Venus on Mercury ; by George-W. Hill, assistant Ameri- 
can Ephemeris (Astronomical papers prepared for the use of the American 
Ephemeris and Nautical Almanac under the direction of Simon Newcomb, 


vol. I; 1882). 
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Le tétraédre Smmym' a pour volume le sixiéme de la quanuté 
suivante : 


6V= 2(y ds—ady)+yo(sdx—ardz) + 4)(xdy —y dz). 


Soit f la distance du point S au plan de la courbe M et dési- 
gnons par ds laire du secteur mmm’; on a aussi3 V=hds. De 
la on conclut une expression de ds. Cet élément aréolaire étant, 
par hypothése, proportionnel a la densité de l’are mm’, Vat- 
traction a pour mesure le quotient de cette aire par le carré 
(2?-+ y?+ 2°) de la distance Sm et s’exprime ainsi : 


x(ydz—z dy) + ¥)(3 dx — a dz) = Bo (@ dy —y dx) 


oh( “2+ y2-- 32) 


Pour obtenir les composantes de cette attracuion suivant les 
trois axes, on doit multiplier l’attraction elle-méme par les trois 
quantilés 


Que l'on pose donc, pour abréger, 


— Vx ae ae 


ape ee, ae ee 
2 p’ 2 es 2 e? 

__ 1 2(2dz—-ardz) 1 y(sdx—adz) 1 2(zdx—-2rdz) 
AQz = a 33 » aQy= 5 e3 » dQ,= * 28 ’ 
ihe hehe ae, Bie I yledy—yde) ee 2 (a@dy—yda) : 

2 O° 2) o8 ire ar e3 


i i 


que l’on désigne par Pz, ...,Rz ces différentielles intégrées tout 
le long de la ligne M, on aura, pour les composantes de I’attrac- 
tion totale, les expressions suivantes : 


I 
Py = h (2oPx+ YoQxr+ So Rx), 
r 
(2) or h (toPy-- Yo Qy-+ Zo Ry), 


I 
P; = 5 (xoPz-- YoQs + ZoRz). 
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Il y a place ici pour plusieurs remarques. Tout d’abord, les 
neuf différentielles (1) sont homogénes et du degré zéro par rap- 
port aux coordonnées x, v, z. Les quantités Py, ..., R; sont 
donc purement numériques et ne dépendent absolument que de la 
forme du céne ayant S pour sommet et M pour base. Que |’on 
prenne pour figure de l’anneau une section quelconque de ce 
méme cone et, pour point fixe mo, un point arbitraire dans le 
plan de cette section, les composantes de la force attractive seront 
modifiées seulement par les quantités h, 2, 79, So, tandis que les 
neuf quanutés Pz, ..., R, ne seront pas altérées. 

En second lieu, ces derniéres quantités, dont le calcul exige 
des quadratures, peuvent étre réduites 4 cing seulement. On a, 
en effet, la premiére relation évidente 


(3) Pye Oy Rp2s0. 


Un calcul direct donne aussi 


(4) d( = | = 4(Q.— Ry), 


avec deux relations analogues, d’ot résulte une réduction dans le 
nombre des quantités considérées. Si l’anneau est fermé, |’inté- 
grale du premier membre (4), prise tout le long de cet anneau, 
est nulle. Ainsi, pour un anneau fermé, on a les relations 


(5) Q.= Ry, Ry= lara. i Qx. 


Quand il en est ainsi, on peut considérer ®,, B,, ®,, données 
par les égalités (2), comme les demi-dérivées paruelles, prises par 
rapport a, Yo, Zo, dans une forme quadratique 


(peo — = (wi Pat 73 Qy+ 23 Rz+ 2Q2 20% + ARy 05+ 2Pz 20%). 

Voici enfin une derniére remarque générale, relative au cas ou 
le cOne, toujours quelconque, présente quelque symétrie. 

Si le céne est symétrique par rapport au plan «=o, il est 
manifeste que les intégrales Qz et Ry se composent d’éléments 
qui sont, deux a deux, égaux et de signes opposés, en sorle que 
Q, et Ry sont nulles. 
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La symétrie par rapport 4 un axe entraine aussi |’évanouisse- 
ment de deux intégrales; ainsi, la symétrie par rapport a laxe 
des x fait évanouir les deux intégrales P,. et Pz. 

En particulier, si le céne est symétrique par rapport aux trois 
axes, les six quantités (5) sont nulles, et Ja forme quadratique ® 
est réduite a trois carrés. Les coefficients de ces carrés ont d’ail- 
leurs, d’aprés (3), zéro pour somme, et il n’y a que deux inté- 
tégrales a calculer pour ce cas. Nous avons alors, d’aprés (2), 


La force attractive est done située dans un plan dont la posi- 
lion, indépendante de la forme du céne, est entiérement déter- 
minée par les deux points S et 77. Si l’on envisage un parallélé- 
pipéde rectangle ayant son centre au point S, ses cétés paralléles 
aux axes et un sommet au point mo, et, sur ce parallélépipéde, les 
trois faces passant par 7; les trois sommets, opposés a mo sur 
chacune de ces trois faces, déterminent le plan dont il s’agit. 


Anneau elliptique. — Solution de Gauss. 


Supposons que la courbe M soit une ellipse; le céne est du se- 
cond degré. Rapporté a ses axes de figure, il a pour équation 


oa oe? 


et deux des quantilés p, g, 7 ont un méme signe, la troisiéme a le 
signe opposé. On peut supposer les deux premiéres p, g négatives, 
la troisiéme 7 positive, et mettre ces signes en évidence par les 
notations 


ta 
loo) 
ee 


p=—G, q=— GO’, (pie 
L’équation (7) est satisfaite si Von pose 
(9) 2: /G'cosT :: 7: /G'sinT :: z: fG, 


et I est une variable auxiliaire qui servira pour lintégration. 
On a déja observé que les différentielles (1) sont homogénes et 
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du degré zéro; elles ne dépendent qué des rapports mutuels des 
coordonnées. On y remplacera donc les coordonnées par les quan- 
lités (g) qui leur sont proportionnelles, et l’on aura ainsi 


Lo COLe an fi cos? T dT 
os y; ape 
; 9 (G+ G'cos?T+ G"sin?T )? 
Ve S2 Hes Za 
F yvov GGG" i sin? T dT 
Py = ] 3 > 
f 9 (G+ G'cos?T + G'sin?T)? 
a Aa so V GG'G" ie dT 
sis ena ji z ae 
“ (G-=- G'cos?T + G"sin?T)? 


0 


Telles sont les composantes de I’attraction, sous la forme méme 
considérée par Gauss. On obtient ces trois intégrales en dérivant, 
par rapport a G, G’ ou G’, l’intégrale unique 


U ce cA 
J, VG+G' co# T+ G' sin? T’ 


a) 
qui se raméne immédiatement a une période elliptuque. Suivant le 
signe de (G’— G"), on peut l’écrire, en effet, sous l’une ou l'autre 


des formes suivantes : 


TT a os a Tee eae 
vo G (fi GaesnD 


Ve 2. 2 aT 
/ GeeG kG eC 
a eS GG cos “ap 


On peut indifféremment remplacer, dans ces intégrales, cos? T 
et sin?T lun par lautre; on voit donc que les deux intégrales 
sont ici la demi-période K pour les fonctions elliptiques dont 


r Nn” 


SP iG 
le carré du module k2 est l’une des deux quantités G—@? 


C20 .", a i Bie 
are ce L’une de ces deux quantités est positive, moindre que 
Punité. 


Par le moyen des formules (36) et (37) du Chapitre X (t. J, 
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p. 293), on exprime aisément les dérivées de U en fonction de K 
et de lintégrale compléte E. Le calcul de l’attraction est ainsi 
achevé. 

Cette attraction est bien celle quise rapporte au probléme posé 
par Gauss, pourvu qu’on suppose le point m, au foyer de lel- 
lipse M. En effet, d’aprés une des lois de Kepler, la vitesse aréo- 
laire d’une planéte sur son orbite est constante quand le sommet 
des secteurs est le Soleil, c’est-a-dire le foyer de l’orbite. 

Pour appliquer cette solution, il faut calculer la position et la 
grandeur des axes du cOne ayant son sommel au point attiré S, et 
dont la base est l’orbite troublante. Ce probleme de pure Géomé- 
trie se résout facilement, comme on sait; mais il exige la réso- 
lution d’une équation du troisiéme degré, dont G’, G” et —G 
sont les racines (‘). Sinous n’insistons pas davantage, c’est que la 
résolution de cette équation du troisiéme degré est superflue. 
Nous allons ‘l’éviter en introduisant les fonctions elliptiques sous 
la forme moderne. 


Nouvelle solution. 


Keprenons |’équation du céne sous la forme (7). On peut ex- 
primer 22, y?, 2? par deux variables auxiliaires s et 6, comme il 
suit : 


| ee Vee) 2) zs 
(Pap —r)*” 
2 q(s—q) 2 
10) UAV Ae —— ot eee Oar 
( i? (F = piig—= rr). 
yee = eel Seal eas 
Bap esage)s 


Ces égalités donnent lieu effectivement a la relation (7) par éli- 
mination de set p. De plus, on en déduit aussi 


LGR RS Mie Oe 


en sorte que p ala méme signification que précédemment. 


(*) Cest Bour qui, dans sa Thése citée précédemment, a donné cette interpré- 
tation géométrique des formules abstraites développées par Gauss. 
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Des deux derniéres égalités (10), on conclut 


ae ay \ 1 ees (r= q) ds 
Sf S ots = Gan erm 


par conséquent, d’aprés (1), 


I LY (r—q)ds 


4 p§ (s—r)(s—q) 


P= 


Mais les égalités (10) donnent 


Uys _ Vpgr oi 
p* PEG OG eal 2p ) 


p(s — q)(s— Pr). 


Posons, pour abréger, 


(11) ED ‘ 


ae a ee >. 


Nous aurons alors, pour dP,, et, par permutation des lettres, 
pour dQ, et dRz, les expressions suivantes : 


S dP,=46(7 — q)(s —p) ds, 


S dQy= 5C(p—r)(s—q)ds, 
S dR, =$C(q—p)(s—7r) ds. 


Pour exprimer ces différentielles par des fonctions elliptiques, 
on posera 


Sie Sa Se 
pu— ey PU cg Per 


(12) 
dott résulte 
Sy pu, SCAT ——= ak 
el, par conséquent, 
| dP,=4C(r—q)(pu— eg)du, 
(13) / AQy = 2 C(p — r)(pu—eg)du, 
dR; = 3 C(q — p)(pu— ey) du. 


Les fonctions elliptiques sont ici a discriminant positif et les ra- 


cines e, sont déterminées par les égalités 


(14) €g— Pp =&g— J = ey =— 3(P+g+r). 
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Supposons encore, comme plus haut, que deux des quantités 
Ps qr soient négatives, la troisiéme positive. D’apres les éga- 
lités (10), la réalité de x, y, s exige que s soit entre les deux plus 
petites des trois quantités p, g, r. Si, au. contraire, on supposait 
deux quantités positives et une négative, s devrait ¢tre entre les 
deux plus grandes. 

Dans Vhypothése adoptée, pu reste compris entre les deux plus 
petites racines ey, c’est-a-dire entre e; et é,, en sorte que u — o 
est réel. On fera le tour complet du cone en faisant varier uw — 0’ 
dans l’étendue d’une période 20. L’intégrale indéfinie de pu — ey 
est — (Gu + we,); Vintégrale définie est donc — 2(7 + we,). Re- 
mettant pour e, son expression (14), on obtient 


Les autres composantes Q,., R, se déduisent de la par la permuta- 
tion circulaire des lettres p, g, r. En multipliant P,, Q,, R, res- 
: Z Yo Fo oe , : 
peclivement par —, +, —, on a les composantes de l’attraction. 

lo” le” We 

Jusqu’a présent, cette solution différe seulement par la forme 
de celle quia été exposée d’abord. Les axes de coordonnées 
sont les mémes et la connaissance de p, g, r parait nécessaire. 
Mais on sait (t. I, ch. X) que 4 et w peuvent étre calculés par le 
moyen des invariants seulement, sans qu il soit nécessaire de 
trouver les racines e,. On pourra donc ici trouver 7 et w par les 
coefficients du polynédme (s —p)(s —q)(s—~r), sans calculer 
les racines p, g, 7. Pour s’allranchir entiérement du calcul de ces 
racines, il faut, en outre, trouver les composantes de l’attraction 
suivant des axes quelconques; c'est ce que nous allons faire au 
moyen de la forme quadratique ®. 

Si nous posons (en supprimant l’indice o de x, y, =) 


M =C[(q—r)a?+(r—p)y?+(p—q)s?], 


N =C[p(q —r)2#?*+ q(r—p)y?+r(p—q)a?], 


“— 
Or 
— 


nous avons maintenant, pour la forme ®, l’expression suivante : 


1PM ee 


(16) Av= (« mies: ») M-+oN. 


Il s’agit de calculer les deux formes quadratiques Met N. 
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Les trois formes quadratiques, propres au calcul, sont les sui- 


vantes : 
| v = a ge a ES 
a v2 Bx 
(17) f= ?P ay q a a 


| (oye = 
i 


Il faut y joindre les fonctions symétriques de p, g, 7, savoir 


[OE SGP ae IPS 


Aj=p +q +r, 
(18) ko= pq +qr + rp, 
| ks = pqr, 
et exprimer les formes M, N par ces quantités. 
Par la multiplication de deux déterminants, on obtient 
comme il suit 


ae Ge | Pa U hy 3 

| 

| 1 I [ ok 7 a ky 

| ef Pp q [Aer uf ©) Reale 
Tek aed iD Gi 9 ki—ak, hk 


ce qui donne, en développant, 


M 
i IK at NTP) 
= (3hkyk3 + 2k? — kh? kg) + 2kg( hk} —3k2) f+ (At hke— 9h3) 9. 


M 


En remplacant C par son expression (11), on voit s’introduire 


ici le produit des carrés des différences (p — q)?(¢ — r)? (7 — p)*, 


dont on connait l’expression par les fonctions symétriques. On 


retrouve d’ailleurs ce résultat en remplacant dans la derniére 


équation x?, y?, 3? par qr, rp, pg, hypothése qui change M 


en 


—C(p—q)(q—r)(r—p), ¥en ke, fen hk, et 9 en 3h3. On 


a, de cette maniére, 


C= Ig— rr =p) 


ee = 18hy haha —GhY -b AERE — (hs — 273 = eA, 
if A 
i — —- — iM Ck ky — 2k} — 3kyk3) 
(20) OW, 


4. 2hy (3 he 


Kf (oka — ki he). 
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Un calcul analogue donnerait N exprimé par ¥, /, 9. Mais, pour 
la suite, il vaut mieux exprimer N par 4, 9, p. On y parvient en- 
core par la multiplication de deux déterminants : 


(DEE? GE PEs I I I o hy 3 
roe de ee ee rs 
P 7 / P qd ie = af ks 
Dei MA el Dee FG M oes th, 
: ; ; P qd Sp | G S > DP 
Mae = EP G\(Gi— Trp). 
M ie 


C 42D G= T= py. 


Le dernier déterminant peut done s’écrire ainsi : 


aye vb 3 ke 
k3(P=@)(g —r)(r7=sp) | - 
en tcA 
Quant au second déterminant, on a 
| J I I 
ue Rs = 2(k? — 3kz) 
P qd it — aa S77 
COT pe ig : 
P G/ r 


en sorte qu’on trouve finalement 


J 
9 


1 A a 
‘ Se Se SS = ae aS 4 hg — i i Pare t it Ue D 
(21) G a a(R 3h) Li hake gks)u+ ie A(Aiy 3%)]. 


Les invariants des fonctions elliptiques s’obtiennent par la dis- 
parition du second terme dans le polynéme 


(22) (s—p)(s—q)(s—r)=8—hs?+ ks —k, 
On a, de la sorte, 
(23) 


ILen résulte 
2hyS2—983= 4(Aik— 9h), 
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ce qui est le coefficient de u dans le second membre (21). De la 
celle conséquence 


nee 5 Vig 
N— Ge : Ma] ve (ky — 39), 
3 2 82 


oO 
82 


ve 


qui permet de transformer Pexpression (16) de ® en celle-ci: 


2 
o 
2 


Sheu 
(24) hoe — Co =) Mae = (kr) = 39). 


g 
S2 3 82 

Suivant le résultat obtenu au tome | (p. 343), la demi-période 
va étre exprimée en fonction de l’invariant absolu J, par Vinter- 
médiaire de la quantité suivante : 


(25) P= = 


(26) whe = V(E). 


En employant, comme au Chapitre IX du tome I, Popération D, 


D 0 Diy 
= 128 Te SoS So 
°° Of. areas 
ona (t, 1, p. 307) 
1 2 1 ‘ 
<a Pe Lime 36 o3A 
7 =—+tDo, Dg,’ =— —— 2, ', 1D) 3 2 ? 
F ‘ &' . 53 


et l'on doit observer que le discriminant A des fonctions ellipti- 
ques est ici le méme que la quantité désignée déja par cette lettre; 
c’est ce qui résulte de la définition (19), comparée a celle du dis- 
criminant des fonctions elliptiques (t. I, p. 25), 


(€;— €2)? (€2 — €3)?(e3— 1)? = 7A, 


les différences des racines €, et celles des racines p, g, 1 se con- 
fondant les unes avec les autres (14). 
Des équations précédentes, il résulte 


3 18 o3A 


4 


Ww (é). 


aN 
Gy 
w 


4 
2 


& 


Il. 21 
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En mettant cette expression de 9 dans légalité (24), rempla- 
cant aussi M par son expression (20) en p, © par l’expres- 
sion (26), on obtient 


4/4 ke 
(27) hb=ty/*3 


§2 82 


I : 144 3 1 
[$y — sey) — EA awe]. 


I] ne reste plus qu’a exprimer Ven série hypergéométrique pour 
avoir la formule définitive. 


Discussion. 


La fonction W s’exprime par la somme de deux séries hyper- 
géométriques, comme il suit (t. I, p. 343) : soient P et P, les 
deux séries hypergéométriques contenant seulement les puissances 
4 exposants entiers et positifs de §, A et B deux transcendantes 
numériques, ona 


(28) Ww = 2AP— BP, Vib. 


La formule, empruntée au tome I (loco citato), content une 
ambiguité de signe, que nous reportons ici sur la racine carrée. 
Ona vu que le signe du second terme doit étre contraire a celui 
de g3, pour que l’on obtienne effectivement, comme il le faut ici, 


i 
Y A ; a fs A : 
@ et non —.- Il faudra donc prendre \/5¢ du méme signe que gy. 


Dans notre analyse, nous avons supposé ky positif, ce qui était 


permis. La supposition inverse, également permise, aurait con- 
duit a une analyse a peine dillérente. I] convient, dans le résultat, 
de faire disparaitre cette supposition. 

Le second membre de la formule (27) présente, comme il le 
faut, une homogénéité par rapport aux quantités p, gq, r('). La 
quantité entre crochets est homogéne et du degré 1; elle se re- 
produit, changée seulement de signe, quand on change les signes 
de p, g, ren conservant les valeurs absolues. Ceci a lieu, bien 


(*) En communiquant les résultats de ces recherches a l’Académie des Sciences 
(Comptes rendus, t. CIII, p. 366), auteur avait, par inadvertance, omis un dé- 
nominateur g, au premier terme du crochet (27), ce qui troublait, a tort, l’ho- 
mogeénéité et conduisait a une ambiguité de signe entiérement erronée. 
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entendu, 4 condition que W () ne soit pas altéré, comme effecti- 
vement cela se produit pour &. Il faudra donc, en méme temps, 
changer le signe de Vié, puisque P, ne subit aucune altération. 
Ainsi, levant toute restriction sur les signes de p, qg, 7, on doit 
prendre vee du méme signe que k3 23. 

En mettant, au dehors du crochet dans la formule (27), Vee 
au lieu de ks, on a disposé cette formule pour permettre d’y 


supposer ky négatif. Elle est donc affranchie maintenant de toute 
restriction sur les signes de p, q, r. 


Nous avons encore a examiner la formule qui doit remplacer la 
précédente (28), quand on veut développer W suivant les puis- 


—* 


I Py 
sances ascendantes de &, =j7 au lieu de § — 


cessaire quand € est voisin de Vunité. 

Deux développements trés différents représentent les deux 
demi-périodes quand on emploie €&, au lieu de € (t. I, Dooa4): 
L’un deux, composé d'une seule série hypergéométrique, con- 
serve une valeur finie et se réduit 4 son premier terme, quand &, 


- Ceci est né- 


devient nul. L’autre, au contraire, ot la série hypergéométrique 
est multipliée par le logarithme de E,, devient alors infini. Le pre- 
mier de ces développements correspond au cas oti les deux termes 
du second membre (28) sont de signes opposés ; le second corres- 
pond a l’autre cas. Ce sera donc le premier ou le second dévelop- 
pement qui conviendra suivant que ‘393 sera posiuf ou négatif. 

Le second développement, on vient de le rappeler, donne lieu, 
pour §, = 0, a des valeurs infiniment grandes pour les coefficients 
de la forme ®. La force attractive est infiniment grande; Vhypo- 
thése correspondante se rapporte donc au cas ot le point attiré 
est situé sur l’orbite attirante. Quant au premier développement, 
si l’on y suppose §,;—= 0, on obtient le résultat qui correspond au 
cas ot deux des quantités p, g, 7 sont égales entre elles: le cone 
est de révolution. 


Sur Vusage de la fonction ®. 


Mise sous la forme (27), la fonction ® a une expression que 
Pon peut regarder comme indépendante des axes de coordonnées. 
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Effectivement, pour les polyndmes 4, /, 9 et les coefficients £4, on 
connait des expressions indépendantes des axes; ce sont des co- 
variants et des invariants, dont nous allons d’ailleurs parler dans 
un instant. Supposons donc ® ainsi exprimé au moyen de coor- 
données quelconques X, Y, Z. Soient 


xa=aX3-aYa'Z, 
y =bX+UY+0'Z, 
BOK S560 22 C7 


les formules du changement de coordonnées. Elles donnent 


if: ees Ob 0 
pXe Ors b ldy aden 


Om IOP IP 


Puisque »—- sont les projections rectangulaires de lat- 


Ox” Oy 0% 
traction sur les axes des x, y, z, et que ces derniers sont rectan- 
; : OP : ; : : 
gulaires, on voit que = est aussi la projection rectangulaire de 


attraction sur l’axe des coordonnées X. Ainsi, avec des coor- 
données rectilignes quelconques, les trois dérivées partielles 
de ® parrapporta ces coordonnées représentent les projections 
rectangulaires de l’attraction sur les trois axes de coordon- 
nées. Ce sont les composantes, si les axes sont rectangulaires, 


Résumé de la solution. 


La maniére dont se composent les polynémes 4, f, 9 et les 
coefficients & va se trouver mise en évidence dans le résumé sui- 
vant, ol, bien entendu, les coordonnées sont supposées quel- 
conques : 

1° La forme quadratique 4 représente le carré de Ja distance 
d’un point a Porigine des coordonnées. 

2° La forme /, égalée a zéro, représente un céne égal et homo- 
thétique a celui qui a pour base Vorbite et pour sommet le 
point aturé. Elle n’est déterminée qu’a un facteur constant prés; 
cette indétermination disparait dans la formule finale, qui est ho- 
mogéne et du degré zéro par rapport aux coefficients de /. 
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3° La forme 9, égalée a zéro, représente le cdne supplémen- 
taire ou réciproque du précédent (polaire réciproque par rapport 
a une sphére concentrique). Elle doit étre composée avec les 
coefficients de f, de telle sorte que les discriminants des deux 
formes f et 9 soient réciproques. C’est effectivement ainsi qu’on 


. A , . . 3 I 
a pris précédemment f et ¢; leurs discriminants sont — et pqr. 
: IEEE 


4° Soit 6f le discriminant de f; soit aussi df, le discriminant de 
la forme 


f= sf—y. 


Les coefficients h,, hy, ky sont ceux du quotient des deux discri- 
minants : 
fi 
of 


= 8— ky s?-+ kgs — kg. 


C’est, en effet, ce qui a lieu pour les formes fet 4, telles qu'on les 
a envisagées. 

5° Avec ces formes et ces coefficients 4, on compose la forme 
auxiliaire wu, 


we = (42 ky — 2k} — 3 ky hy )Y + aks (3hg— k2)f + (ghs— ki ke)o, 
et les quantités suivantes 


4 9 “ 
§2=3 ae = ee) 


NY 
| 
. 


6° Dénotant par W(§) une transcendante, qui va étre déter- 
minée plus loin, et par / la distance du point attiré au plan de 
Vorbite, on considére la forme quadratique ® 


k 
= / 483 3 Tat o) Vv 48s uw W’ |. 
= ay Slay ave) — SP ave 
Si l’on prend la dérivée partielle de ® par rapport a une quel- 
conque des trois coordonnées, x par exemple, et qu’on mette, au 
lieu de x, y, 2, les différences xyp— x, ¥o —¥; 20—% des coor- 
données du foyer de l’orbite (le Soleil) et du point altiré, cette 
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dérivée partielle représente la projection rectangulaire de l’attrac- 
tion sur l’axe des x. 


7° La transcendante (€) s’exprime par des séries hypergéo- 
métriques, comme il suit 


B = 0,599070117367. .., 


et \/4& doit étre pris avec le méme signe que ky gy. 


Quand fs g3 est positif, on a aussi 
7 
2S) 773 PG ee eet 


quand k; 9 est négatif, la seconde expression de w() est la sui- 
vante 


= —— 1s 2§ V3 
Ores J+ Fas ? E) lo sae |, 


ot Q figure la série (t. I, p. 344) 


Q See (j5+ (2s + n—1)T,(1—€)” 
= > 
w=9 
t 
r+¢+4$4+...4 
? n 
I 
Le 6 (1 a5 
a alle Gaia a T= tt 


j T 
—6($+q7+...4 . 
I2n—7 


Tel est le résumé complet de la solution, mise sous la forme 
désirable : les résultats sont explicites et les fonctions elliptiques, 
qui ont servi de moyen, ont entiérement disparu. 

Pour mieux faire comprendre ‘cette solution, voici les expres- 
sions des diverses quantités avec des axes rectangulaires particu- 
liers, les axes de symétrie de Vorbite et la perpendiculaire a son 
plan. Nous les donnons sans démonstration, comme des consé- 
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quences des éléments de la Géométrie analytique ; as Rs Y dési- 
enent les coordonnées du point attiré : 


b= 2+ y2+- 22, 

pa eo ee 
a i i 

9 =argo bry? (a2 + By + y2)?, 

ky = @? + 6?— a2 — 8? 

ky = a2 b?— b? 42— a? 2 (a? + b2)%?, 

ks = a? b2y2, avis 


ap 


On voit que, dans le coefficient qui affecte l’expression de ®, la 
quantité - Vike se réduit a ab, en sorte que la formule s’applique 
aussi, comme il convient, au cas ott le point attiré est dans le 
plan de lorbite. 

Pour avoir les composantes de l’attraction, il faudra, dans les 
dérivées partielles de ®, remplacer x, y, z par les projections de 
la distance du foyer au point attiré, prises sur les trois axes. 

Le cas ot g3 est nul répond a la formule trés simple 


2A 4/4 k3 
Ss ——— k — 2 


Le lieu du sommet du céne, pour ce cas, est une surface du 
sixiéme degré. 

Quand le céne est de révolution (et le lieu du sommet, pour ce 
cas, est, comme on sait, une hyperbole), la formule devient 


Remarques sur les covariants. 


Revenons aux formules de début et dénotons par une seule 
lettre chacun des déterminants, tels que (vy dz — zdy) : 


a=ydzs—azdy, b=zsdx—-2dz, cH=audy—ydz. 


Mettons encore ¥, au lieu de x?+ y?+ 37, et 54/,, au lieu de 


Zoe Ona ainsi 


wl 


bh d®y = (ax) + byy+ C40) Veb 
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Posant alors 
ab = ry dPz+ yo dPy+ 2d®;, 
on en conclut 


hh d® = (aay+ byo+ €49)( toe + YoY) + Ae 

Cette différentielle d®, en vertu des égalités (5), est bien celle 
dont l'intégrale donne la fonction ® envisagée plus haut. Son 
expression se présente actuellement comme étant celle d’un 
covariant, tel qu’on les considére dans la théorie des formes homo- 
eénes. On peut y envisager ) comme une forme quadratique quel- 
conque, (xz, v7, 5) et (Zo, Yo, Zo) comme deux systémes de varia- 
bles cogrédientes ou coordonnées de deux points, (a, 0, ¢) 
comme un systéme de variables contragrédientes ou coordonnées 
@une droite. Pour faire de ce covariant la différentielle précé- 
dente, on doit considérer cette droite comme la tangente variable 
dune courbe f= 0, le point de contact étant (xz, y, 2). Dans le 
probléme ci-dessus, la courbe f==o était une conique. L’inté- 
grale, proposée de cette maniére, devait done apparaitre comme 
un covariant de deux formes quadratiques, renfermant les seules 
variables 29, 7, Zo. C'est effectivement ce qu’ona trouvé; ce co- 
variant est une forme quadratique a coefficients transcendants. 

A ce point de vue, il faut seulement remarquer qu’on a sup- 
posé, pour la forme 4, un discriminant égal a l’unité; mais cette 
hypothése n’introduit aucune restriction et on la fait disparattre 
en divisant 4 par la racine cubique de son discriminant. Il con- 
viendrait aussi de remplacer 9 par un covariant, ce qui est facile, 
comme on le verra dans le Chapitre X. Le sujet qu’on y traitera 
est tout géométrique; il se rapporte a la figure composée de deux 
coniques situées dans un méme plan. Trés différent par sa nature 
apparente et par son origine, ilse relie étroitement au sujet quia 
fait objet du présent Chapitre. 
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CHAPITRE IX. 


EQUATION D’EULER. 


Relation entre deux fonctions elliptiques. — Equation doublement linéaire, — 


, 


Equation doublement quadratique. — Equation doublement quadratique ct 
symétrique. — Equation doublement quadratique et dissymétrique.— Equation 
dissymétrique déduite d’une équation symétrique.— Invariants.— Equation ca- 
ractéristique. — Equation d’Euler — Premiére maniére de former l’intégrale. 
— Autres formes de l’intégrale. — Formes doublement quadratiques de l’inté- 
grale. — Réduction des intégrales elliptiques a la forme normale. — Premiére 
réduction. — Deuxiéme réduction. — Troisiéme réduction. — Formule de 
duplication. — Propriétés des polynémes du quatriéme degré. — Discriminant 
des équations doublement quadratiques. 


Relation entre deux fonctions elliptiques. 


Pour abréger le langage, nous désignerons, dans ce Chapitre, 
par le nom de fonction elliptique toute fonction fractionnaire et 
doublement périodique. C’est donc une fonction rationnelle quel- 
conque de pu et p’u. Ayant a considérer, a la fois, plusieurs 
fonctions de méme nature et des mémes périodes, nous omettrons 
aussi de mentionner cette coincidence des périodes, qui sera tou- 
jours sous-entendue. Parlant don¢ de deux fonctions elliptiques 
avec méme argument w, il sera convenu qu’il s’agit de deux fonc- 
lions rationnelles de pu et pu. 

Comme p’w est fonction algébrique de pu, deux fonctions 
elliptiques, au méme argument uw, dépendent algébriquement 
dune méme variable pw; elles sont donc lées par une relation 
aleébrique. 

Toute fonction elliptique a autant de racines. que de pdles 
(t. I, p. 213). Soit x une telle fonction, ayant m pdles. La fonc- 
tion 2— Zo, qui a m pdles, a aussi m racines, quelle que soit la 
constante Zo. Ainsi, 4 chaque valeur de x répondent m valeurs de w, 
a des périodes prés. Soit y une autre fonction ellipuque de wu, 
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ayant nr poles. A chaque valeur de y répondent n valeurs de w. A 
chaque valeur de uw répond d’ailleurs une seule valeur, soit de z, 
soit de y. Donec a chaque valeur de x répondent m valeurs de y; 
a chaque valeur de y répondent 7 valeurs de x. Ceci caractérise 
les degrés de x et de y dans l’équation algébrique, qui, lant ces 
variables, résulte de l’élimination de pu. Ainsi deux fonctions 
elliptiques x et y, au méme argument, et qui ont, la premiére 
m péles, la seconde n péles, sont liges par une équation du 
degré men y et du degré n en x. 

Par exemple, soit x une fonction a deux pdles et soit y sa dé- 
rivée. Celle-ci a les mémes pdles, mais doubles, soit quatre poles. 
La relation est donc du second degré en y et du quatriéme degré 
en x. Soit ~ la somme des infinis de la fonction x. La somme 
des racines de la fonction x — 2p est aussi égale am (t. I, p. 215). 
Par conséquent, x ne change point par le changement de wu en 
mw —u. Comme y est la dérivée de x par rapport a u, ce méme 
changement transforme y en —y. La relation entre # et y ne 
contient done y qu’au carré. Enfin, puisque # et y deviennent 
infinis ensemble, le terme du plus haut degré, en y, a pour coef- 
ficient une constante, et de méme pour a. La relation a donc la 
forme suivante : 


dxz\? - 
G =X=axrt+ fa,e?>+ 6a,22? + 4a3;30+ a4. 


Effectivement nous avons déja vu (t. I, p. 120) que toute équa- 
tion de cette forme est vérifiée par une fonction ellipuque a deux 
poles. L’argument wu n’est déterminé qu’a une constante additive 
prés ; c’est la constante d’intégration. 

En supposant que les poles de x coincident, que x n’ait plus 
qu'un seul péle, mais double, on voit que y n’a plus qu’un pole 
triple; le polyndme X s’abaisse alors au troisiéme degré. C’est ce 
qui arrive, en effet, comme nous le savons bien, pour la fone- 
lion apu + 8. 

Revenons a une fonction # quelconque, ayant m pdles. Grace 
a la décomposition en éléments simples (t. 1, p. 205) ou ala dé- 
composition en produit de fonctions ¢ (t. I, p. 213), nous savons 
qu'elle est définie par 2m constantes, les invariants étant connus. 
L’ensemble de cette fonction « et d’une seconde fonction y ayant, 
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celle-ci, n pdles, sera done définie par 2(m-+- 7) constantes. Si 
Pon veut aussi envisager les invariants comme non donnés, il faut 
compter deux constantes en plus; mais si, en méme temps, on 
doit éiiminer l’argument, il faut observer que w peut, sans chan- 
gement pour la relation entre les deux fonctions, étre remplacé 
par au + b; de 1a deux constantes en moins. La relation entre 2 
et y dépend done de 2(m + n) constantes. 

D’autre part, l’équation la plus générale, du degré n en x et du 
degré m en y, qui contient (m-+ 1) (m +1) termes, dépend donc 
de mn + m-+-n constantes, nombre supérieur au précédent, saul 
dans le cas le plus simple de tous, celui ot l'on a m=n=2. En 
ce dernier cas, on trouve, de part et d’autre, huit constantes. 

Il est done certain qu’une équation quelconque, du degré n en 
az et du degré m en y, n’est pas la traduction de la liaison entre 
deux fonctions elliptiques, sauf au cas m= n= 2. Mais, pour ce 
dernier cas, il reste a s’assurer si effectivement, comme le nombre 
des constantes le donne a penser, toute équation, du second 
degré par rapport a deux variables séparément, traduit la 
liaison entre deux fonctions elliptiques, au méme argument. 

Cette proposition est exacte et nous allons l’établir. Nous com- 
mencerons par examiner un cas particulier. 


Equation doublement linéaire. 


Considérons une fonction elliptique 4 deux poles, f(w). Soit w 
la somme des infinis : expression en produit a la forme 


o(u—B)o(u+B—w) 
o(u—y)o(u+y—w) 


(GS e 


Nous la donnons ici pour bien rappeler qu’a un facteur constant 
prés, c, une telle fonction, quand w est connu, est entiérement 
déterminée par une racine 6 et un infini y. 

Soit donc f; (w) une autre fonction a deux pdles et qui ait méme 
somme « pour ses deux infinis. Les deux fonctions 


fi(u)—fi(B) et fi(u)—ACyY) 


sont encore de méme espéce (a deux poles, avec pour somme de 
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leurs infinis), et elles ont les mémes poles que /; (wz). Mais, dans 
leur quotient, les poles de f, (w) disparaissent, et ce quotient est 
une fonction a deux pdles, avec pour somme des infinis. Il a 
la racine 8 et V'infini y. C’est done f(z), & un facteur constant 
pres : 

Sif) —frB) , 


MDD) == Cr FA) 


Il y a donc entre f(w) et f,(w) une équation doublement |i- 
néaire. Cette équation est d’ailleurs quelconque, car les constantes 
C1, fi(8) et fi(y) peuvent étre choisies a volonté. Ainsi toute 
équation du premier degré entre deux variables séparément 
(ou doublement linéaire) 


(1) any +ba-cey+h=o 


tradutt la relation entre deux fonctions elliptiques a deux 
péles et pour lesquelles les sommes des infinis coincident entre 
elles. 

Déja, sans l’aide des fonctions ¢, on a vu [t. I, Ch. IV, p. 116, 
éq. (46)] que f(w) s’exprime par une fonction rationnelle du pre- 
mier degré en p(w—y@). On pourrait, par la, établir aussi la 
proposition précédente, f,(w) s’exprimant aussi par une fonction 
rationnelle du premier degré en p(u — 40). 

On se rend aisément compte de la maniére suivant laquelle la 
relation, qui, en général, est du second degré par rapport a cha- 
cune des deux fonctions a deux poles, se réduit au premier degré 
quand ces fonctions ont méme somme pour leurs infinis. A chaque 
valeur xy de x répondent, pour uw, deux valeurs wo et  — Uy. En 
général, ces deux valeurs de w donnent deux valeurs distinctes 
pour y. Mais, quand ¢ est aussi la somme des infinis de y, ces 
deux valeurs de y coincident entre elles. Ainsi, pour ce cas parti- 
culier, le premier membre de l’équation, du second degré en x 
el y séparément, devient un carré. C'est ainsi que l’équation 
se réduit a la forme linéaire. 

Considérons maintenant deux fonctions f(w) et f,(w), encore 
a deux pdles, mais ayant des sommes d’infinis différentes, «v et (7. 


: Ww — Ww Tae 5 
La fonction f (u + eo) est aussi a deux poles, mais la somme 


de ses infinis est «,, comme pour Ji (u). Par conséquent, f(z) 
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et f, (uw) étant deux fonctions elliptiques quelconques a deux 
poles, il existe une équation doublement linéaire (1) telle 
que si Von y metx=f(u), y=fi(u,), il en résulte que la 
différence des arguments u et u, est constante, et égale a la 
demi-différence 4 (w — w,) des sommes des infinis des deux fonc- 
tions. On peut, a volonté, dire aussi que la somme des arguments 
uw et u, est constante, égale 4 $(w + w,), puisque le changement 
de wen w—u n‘altére pas f(w). 


Equation doublement quadratique. 


On appelle ainsi |’équation du second degré par rapport a deux 
variables séparément. Elle a neuf termes, dont chacun peut étre 
distingué par les exposants m,n de x et y. Soit (m,n) le coeffi- 
cient du terme en vy”, L’équation peut se représenter abréyia- 
livement ainsi 

m | 
Oy as 1D Ss (70 10 eRe ‘ SSO} U5 Wo 
Ordonnons F de deux maniéres, par rapport a 2 ou par rap- 


port ay, ce qui donne 
F=Ay?+ 2By+G=A'z?> 2B'x4+C’. 


Les coefficients A, B, C sont des polyndmes du second degré 
en x; A’, B’, C’ sont des polynédmes du second degré en y, par 
exemple 

A=) (2512) 22 (1, 2) = (05.2))5 
2B = (2, 1)27?+--(1, 1)%@ + (0, 1). 


La demi-dérivée partielle de F’, par rapport a y, est Ay + B; 
mais, si z et y vérifient ’équation F = 0, ona 


Ay + B=- /B?— AC. 


Méme observation étant faite pour la dérivée par rapport a 2, 
on yoit que l’équation F =o conduit a l’équation différentielle 


dy /B?— AC + dx /B?— A'C' =o. 
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Soient 
B2— AC = X, Be Cl Ye 


X est un polyndéme du quatriéme degré en xz, Y un polynéme du 
quatriéme degré en y, et nous avons l’équation différentielle 


dx , dy 


xa - ean es 


ot les variables sont séparées. Nous allons d’abord examiner le 


() 


cas ot. l’équation F = 0 est symétrique en x et y. 


Equation doublement quadratique et symétrique. 


La symétrie de l’équation exige la symétrie du polynome F ; 
en effet, la transposition de « et y altérait le polynéme, ce ne 
pourrait étre qu’en le reprodutsant changé de signe, cas dans le- 
quel F contiendrait le facteur (2 — 7) et s’abaisserait au premier 
degré. Ce cas n’est pas a considérer. 

La symétrie de F réduit a six le nombre des coefficients dis- 
lincts et se traduit par les relations 


(o, 1) = (1, 0), (0, 2) =(2, 0), (1,2) = (2, 1) 


Les polyndmes X et Y ne différent plus que par les variables 
qui y figurent ; ils ont mémes coefficients. 

Nous venons de rappeler qu’au polyndme X, du quatriéme 
degré, est liée une fonction elliptique 4 deux pdles f(w), telle 
que, sil’on prend « = f(z), il en résulte 

‘dx 


—_ =du. 


VX 


Si, en méme temps, on pose y= f(u,), Véquation (2) se 
change en du + du,= 0 et fournit l’intégrale u + uy =c 
Si, comme précédemment, «w désigne la somme des infinis de 
/(u), cette foncuon ne change point par le changement de wu en 
w—u. On peut donc, & volonté, considérer comme constante, 
soit la somme, soit la différence des arguments wu et wy. 

Ainsi, touwle équation doublement quadratique et, de plus, 
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symétrique, exprime la relation entre f(u) et f(u+ U), fétant 
une fonction elliptique a deux péles, u l argument variable et 
U une constante. 

Cest, pour le cas particulier ot il y a symétrie, la proposition 
qwil s’agissait de prouver. Avant de passer au cas général, pre- 
nons pour exemple l’équation qui lie pu et p(w+U). Envisa- 
geons les trois arguments uw, — (u-+ U) et U, dont la somme est 
nulle. Soient 


5) == VNU y=p(u+U), Zp. 


Par le théoréme d’addition (t. I, p. 30), nous savons que la 
liaison entre x, y, 3 se traduit par le fait suivant : on peut déter- 
miner deux quantités a et b, telles que l’équation 


4t?— got — g3 =(at+b) 


alt 2, y, 3 pour racines. Il en résulte 


I 
Sy 


4(Ga-y 4) 


4(vy + ys 5x) + gg =—2ab, 


La relation demandée s’obtient par élimination de a et 0; c’est 
(@+ y +2)(hoys— es) = (ay + ye + or +h es). 


On y doit considérer z comme une constante, aussi bien que gy 
et g3. Voici maintenant une conséquence. Revenons a une fonc- 
tion f(w), encore a deux pdles, mais quelconque, ayant pour 
somme de ses infinis. On a rappelé tout a l'heure que f(z) s’ex- 


prime par une fraction du premier degré en p(u— 4). Soit 


bw)+ 8 


Sas = apt ses Rr 


a’p(u—4)+8 
cette fraction. Si l’on pose 
Wea wy a= pu, een iT 


on peut dire qu’une substitution linéaire, remplacant x par 


an’ + 8 
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change f(w) en pu’. Considérons, en méme temps, comme tout 
a lheure, y= f(u + U) et effectuons sur y la méme substitution. 
Cette substitution remplace y par 


y=p(w+ vw). 
Nous obtenons donc le résultat suivant : 
Au moyen dune substitution linéaire, remplacant 


- RS ; We 
€3 ) 2 pal een et Yo pei aye? 


toute équation du second degré, en x et y séparément, et, 
de plus, symétrique, peut étre réduite a la forme 


2 


(4) (2 ty +%2)(4unys— g3) = (ay + ys + 20 + 5 82), 


Ol Z, 82, &3 sont des constantes. Ces constantes, on le voit, sont 
des invariants de léquation pour les substitutions linéaires opé- 
rées simultanément sur les deux variables; mais ce sont des inva- 
riants relatifs, non pas des invariants absolus. Effectivement, 
si, dans ’équation (4), on remplace a la fois x, v, 2, 8», 3 par 
AX, AY, a5, a* go, a g3, Véquation reste inaltérée. Il y a donc 
seulement deux invariants absolus. Nous en reparlerons un peu 
plus loin. 

La substitution (3) est une quelconque de celles au moyen des- 
quelles le polynéme X se change, a un facteur constant prés, en 


4xe— oor — Bs 
(aa = B")* ‘ 


Si Pon se reporte au Chapitre [V du tome I (p. 131), on verra 
que, pour connaitre ces substitutions, il faut résoudre l’équation 


= Or 


Equation doublement quadratique et dissymétrique. 


Prenons maintenant le cas général, ot F n’est point symétrique. 
Pour une valeur quelconque de y, considérons les deux racines x 
el x, de l’équation F = 0. La seconde racine x, donne lieu, elle 
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aussi, a l’équation différentielle (2), ou w sera remplacé par 2, 
et Pon en déduit 


dx x dx, 


at 


Vee aise 


Les deux polynédmes X et X, ont ici mémes coefficients; x et x, 
sont donc des fonctions elliptiques d’un méme argument w, com- 
posées comme dans le cas ot il y a symétrie. Mais, par les deux 
équations 


F Ay? +2By +@ 
(>) 


| 


oO; 


Avy? + 2Bry + Cif O; 


dont la seconde est obtenue en mettant x, au lieu de z, on peut 
exprimer y en fonction rationnelle de x et z,. Donc y est aussi 
une fonction ellipuque de uw, et il est prouvé effectivement que 
toule équation doublement quadratique traduit la liaison 
entre deux fonctions elliptiques d’un méme argument. 

La fonction y est, comme x, a deux pdles, puisque l’équation 
est du second degré en x. C’est ce qu’on peut reconnaitre aussi 
en tirant des équations (5) 


ACen eC B = BG: 
7 3(BA;— AB)? 7 ~ BA, AB," 

Chacun des trois déterminants BA,— AB,, etc., est divisible 
par « — x, et le quotient a la forme prx,+ q(vr+2,)-+ 7. En 
y substituant, pour x et a, les expressions f(w) et f(uw + U), on 
obtient une fonction a quatre pdles. Ces poles sont les mémes 
pour les trois fonctions qui proviennent des trois déterminants, en 
sorte que y et y? se présentent, tous deux, comme des fonctions a 
quatre poles au plus, puisque les infinis communs aux deux 
termes d’une méme fraction disparaissent de cette fraction. 
Comme y?a quatre péles, au plus, y n’en peut avoir plus de deux 
et les a effectivement, puisqu’une fonction elliptique n’en peut 
avoir moins. 

Soit ~ lasomme des infinis de f(w); la somme correspondante, 
pour f(w+U), est w—2U. Par suite, 2( — U) est la somme 
des infinis de pxrxa,+q(@#+2,) +7; c’est aussi la somme des 


infinis de la fonction y?. Donec, pour 7, la somme des infinis est 
Il. 22 
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(vw —U). La demi-différence entre cette somme et la somme , 
relative a f(w), est £U. Sidonc on pose 2’ = f(u + $U), il existe, 
suivant une proposition précédente (p. 332), une relation double- 
ment linéaire entre y et 2’. Que l’on exprime, de cette facgon, y au 
moyen de z’, l’équation F = 0 se transforme en une autre, du se- 
cond degré également, par rapport aux deux variables x, x’. Mais, 


puisqu’ona 
(6) a == (iD), Go f(s UW), 


cette transformée est symétrique. Ainsi, une équation dissymé- 
trique peut étre transformée en une équation symétrique au 
moyen d’une substitution linéaire appliquée a une seule va- 
riable. Soit maintenant 


¢ (x') étant un polyndme du quatriéme degré. De 1a 


dy R < da! 
== SS (70) = 97 So 
| eae 
Mais on a déja 
ae LOS Ae ee dy 
VX yx’ yan 


Il en résulte 9 (a’) = (yo! — dy')?X’, ce qui prouve que X'est le 
transformé de Y par la substitution (7). Ainsi, F étant un poly- 
néme quelconque en x et y séparément, 


F=A)y’?—+oBy+C=A'e? + oBle + C’ 


? 


les deux polynémes du quatriéme degré X = B? — AC et 
Y = B? — A'C’ peuvent étre transformés Vun dans Vautre par 
une substitution linéaire, qui, en méme temps, donne, pour F, 
un transformé symétrique. 
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Equation dissymétrique, déduite d’une équation symétrique. 


Par la considération des deux racines x, x,, quirépondent a une 
méme valeur de v, nous venons de voir que d’une équation dis- 
symétrique on déduit une équation symétrique. Il est fort remar- 
quable que lopération inverse puisse étre faite sans indétermina- 
tion, sauf une substitution linéaire, opérée sur y. 

Soit une équation symétrique du second degré en x et x, sépa- 
rément. Elle comprend les termes suivants 


C702, LEi(OA- a), B*2-w?, way, Baa, 
et un terme constant. Posons 
bonny, naut+ay. 


L’équation se change en une équation ordinaire, du second degré, 
en € et 4 pris ensemble. On peut, comme on sait, exprimer € et 4 
en fonction rationnelle d’un paramétre y sous la forme 


(8) . 2 


eta 


P, Q, R sont des polynémes du second degré en y. L’équation 
proposée résulte de l’élimination de y entre ces deux derniéres. 
On voit done que x et x, sont les racines de l’équation 


RZ? O07 + P= 0; 


c’est l’équation cherchée. 


Invariants. 


Les invariants de l’équation F =o sont des fonctions de ses 
coefficients, ayant la propriété de rester invariables quand on y 
remplace les coefficients de F par ceux d’une transformée quel- 
conque, oblenue au moyen d'une substitution linéaire opérée sur 
les variables 7, y. A ce point de vue, la distinction entre les équa- 
tions symétriques et les équations dissymétriques disparait d’abord ; 
car, on vient de le voir, la symétrie peut étre établie par une 
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substitution linéaire. La forme réduite (4) convient donc a tous 
les cas et il y a toujours deux invariants absolus. 

La distinction entre les deux cas reparait cependant sous une 
autre forme, attendu qu’on peut envisager, pour les deux variables 
x, V, soit une méme substitution, soit des substitutions diffé- 
rentes. Nous avons donc a considérer les invariants pour deux 
cas: 1° l’équation est symétrique et les variables doivent étre 
transformées par une méme substitution; 2° l’équation est symé- 
trique ou dissymétrique, et les variables doivent étre transformées 
séparément par des substitutions linéaires distinctes. 

On peut définir les invariants par une voie purement algébrique, 
au moyen des coefficients de l’équation; c’est ce que nous ferons 
a la fin de ce Chapitre. On peut aussi les trouver par un autre 
moyen, qui se rapporte mieux au fond méme du sujet. C’est ce 
que nous allons montrer maintenant. . 

Pour chaque valeur de x, l’équation F == 0 donne deux ra- 
cines y. Ces deux racines coincident entre elles, si x est, lui- 
méme, une racine de X. Il y a quatre racines de ce polyndme X, 
Solent %, %1, %2, %3- A chacune d’elles correspond une seule ra- 
cine y; soient 2, 8,, B2, 83, correspondant respectivement 
A hy, Xi, Ay, Hy. 


Tout d’abord le rapport anharmonique 


ay (4% — &1) (a3 — ae) 
(% — a) (43 — a) 


est un invariant absolu, que nous adopterons comme caractéris- 
lique pour les deux cas différents que nous avons a envisager. 

Pour le premier cas, celui ot les variables 2, y doivent étre 
transformées par les mémes substitutions, nous adjoindrons a o le 
rapport anharmonique 


—_ (Bo — a1) (a3 — ae ) 


~ (Bo — a2) (43 — a4 ) 


Pour le deuxiéme cas, celui ot les variables x et y doivent étre 
transformées par des substitutions différentes, nous adjoindrons 
a a le rapport anharmonique 


ie (Po— Pr) (Ps — Ba) 
(Bo — 22) (3 — 1) 
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I] s’agit de montrer que a, 8 dans le premier cas, ou «, yy dans 
le second, définissent, sans ambiguité, l’équation F = 0, a des 
substitutions linéaires prés. 

Prenons d’abord le premier cas. Avec la forme réduite (4), on 
ax=pu,y=p(u+U). Quand zx est donné, on en conclut, 
pour w, deux valeurs égales et de signes contraires. Les deux ra- 
cines y correspondantes sont done p(w U). Elles coincident 
entre elles, si w est égal a zéro ou 4 une demi-période. Voici donc 
un des choix qu’on peut faire : 


(9) Bo = pu, £4) = 7S) ON, oy = 2h, Oa (2 


On a, de la sorte, 


(10) a ; = 4 o- 


La condition e, + e, + e;=0 permet de déterminer les rap- 
ports mutuels de @,, ey, e,; en fonction de a: 
(a (a) é3 J 


(11) = = =—f-° 


As Oe = (CSET) BE 


La lettre + désigne une constante arbitraire. Le rapport « n’est 
oD 
autre que le carré du module dans l’ancienne notation des fonc- 


tions elliptiques (t. I, p. 25). On en déduit (t. I, p. 60) 


(12) @eg,=#(1—a+tat), te3=— 97 (1+2)(2—4)(1—22). 
5 


En mettant, dans l’expression de 8, les valeurs de e, @3, on a 


ensuite 
(242—1)B +4(4—2) 


6— a 


Seo) = 


Nous ayons, de la sorte, g2, 3, pU =, exprimés en fonction 
de a, 8. La forme réduite (4) est donc pleinement déterminée. 
L’équation F = o est une quelconque des transformées obtenues 
en effectuant une méme substitution linéaire sur x ely. 

C’est maintenant une autre question de savoir si inversement 
ces invariants sont déterminés sans ambiguité par l’équation. I] 
n’en est pas ainsi évidemment, puisque, par la permutation des 
indices, on obtient diverses valeurs pour «, . Mais on sait déja 
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que Vinvariant absolu g3: g} est déterminé, sans ambiguité, par 
les coefficients de X, et conséquemment par ceux de F. Crest 
qu’effectivement cet invariant ne change pas quand on permute 
les indices de a, #1, #2, #3. La méme propriété appartient aussi 
a Vinvariant absolu 


gopU po ll =0 a") [(oa= 1) Beato ye 
ses = (i+ %)(2— a)(1— 2%)(6 — a) 


(13) 


Pour le prouver, considérons d’abord ’échange des indices 1 
et 3, qui change, a la fois, « et 8 en 1 — a et 1 — 8. Cet échange 
laisse Pinvariant (13) inaltéré. I] en est autant pour |’échange des 
indices 1 et 2, qui change « et @ en leurs inverses. L’invariant (13) 
est done inaltéré par les six permutations des indices 1, 2, 3. 

Considérons, en second lieu, le double échange des indices o 
et 1 et des indices 2 et 3, fait simultanément. Par 1a, « reste inal- 


r 


téré. Le second invariant devient 


8 = (8, — ay )( 42 — 43) 


(81 — a3 )( 2 — ao) 


et Yona 8, = p(U + w,). D’aprés la formule d’addition des demi- 
périodes, il en résulte 


als Bae se, €2 — @3 _, (ey — 6) (pU eam 
p(U+,)—e3 — (e1— e2)(e; — eg) ~ (€; —e3)(pU — eg) 


a7 G4 = 63 
pu—e, 


On voit donc que 6 est inaltéré, comme «; l’invariant (13) n’est 
donc pas changé. Il en résulte manifestement que, en résumé, 
invariant (13) a une seule valeur, tandis que l’ensemble «, 8 en 
a SIX. 

Linvariant absolu (13) est donc certainement déterminé sans 
ambiguité par les coefficients de l’équation F = 0. Quant a son 
expression méme par les coefficients, on la verra a la fin de ce 
Chapitre; mais elle ne sera pas utile pour nos applications. 

Prenons maintenant le second cas, celui ov les variables x, y 
sont transformées par des substitutions différentes. En conservant 
le méme choix des indices que précédemment (9), nous avons, 
sans changement, les égalités (11, 12). Il faut maintenant envi- 
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sager le rapport y, composé avec les éléments 
Bo=p2U,- Bi=pGU+,), B=p(fU+o), 83; = p(4U +05) 
En employant la formule fondamentale 


¢(b—a)o(b+a) 
62a 026 , 


(14) pa—pb= 


et mettant, pour un instant, a, b, c,d au lieu des quatre argu- 
ments des 8, on aurait 


_ oG(a—b)c(a+b)o(d—c)s(d+c) 
o(@—c)¢(a+c)o(d—b)c(d+b) 


Remettons les arguments eux-mémes et nous aurons 


om, 0(W3 — Ww.) ¢(U + w,) o(U + wo. + 3) 
TW 7(w3— 0) ¢(U + w2) o(U + w+ 3) 


ar 


{= 


Supposant w, + w, + 3 = 0, nous pouvons écrire aussi, tou- 
jours en vertu de la relation (14), 


x __ F(W3 + Wo) o(w3 — We) o(U+4;) o(U—w,) 
at O(w3 + w,) F(w3 — w,) F(U + we) o (U — we) 


- (pm. — pw 3) (pU— pw) 
(po, — pw3) (pU — pers) 


we (62 — &3) (pU—e) era!) PAA 
C=wOl=ay, ple 


(15) 


C’est expression trouvée tout a Vheure pour %. Dans le para- 
graphe précédent, on a vu comment a |’équation F = 0, entre x 
elt y, on peut en adjoindre une seconde ® = o, entre les deux 
racines x qui répondent a une méme valeur de y. Pour cette der- 
niére, qui est symétrique, c’est-a-dire ot les variables se trans- 
forment par une méme substitution, l’argument constant est 
précisément U. Ainsi l’invariant y, relatif a ’équation F = 0, 
coincide avec l’invariant (, relatif a ’équation ® = o. Cette der- 
niére est donc déterminée sans ambiguité au moyen de @ et y. 
Il en résulte , comme on l’a dit au dernier paragraphe, que 
Véquation F =o est déterminée de méme, sans aucune ambi- 


guité. 
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Equation caractéristique. 
Soient 
a(éy4—pU)=p, t(é,—pU)=q, (e3—pU) =r. 


Les trois quantités p, g, 7 sont. les racines d’une équation du 
troisiéme degré 


(6) o=(s—p)(s—g)(s—r) = 8 5h + kes — ke, 


que lon peut appeler caractéristique. Ses coefficients sont des 
invariants, dont Vensemble équivaut 4 pU, gv, g3. On a, en 
effet , 

3tpU — ky. 


De méme, 7? 92 et t? g5 sont des fonctions entiéres de ky, ko, ky. 
Réciproquement, k,, ky, k; sont des fonctions entiéres de 
tpU, t?g2, t8g3. Les rapports anharmoniques s’expriment 
comme il suit, par les racines de l’équation caractéristique, 


Ga) reed gee ee 


z ; —f 
Pai GPT) 
Cette propriété suffit A définir Péquation caractéristique dans 
les applications géométriques. A la fin de ce Chapitre on verra 
comment on peut la former au moyen de l’équation F = o. 


“Equation d’Euler. 
L’équation différentielle 


(18 ) aes ey =O 


Vax WY 
oti les deux polynémes du quatriéme degré X et Y different seu- 
lement par les variables qui y figurent, 2 pourl’un, y pour l’autre, 
est connue sous le nom d’équation d’Euler. En découvrant 
qu’elle s'intégre algébriquement, Euler a semé le premier germe 
de la théorie des fonctions elliptiques. 
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Former lintégrale générale de l’équation d’Euler, c’est écrire 
le théoréme d’addition des arguments pour les fonctions ellipti- 
ques 4 deux pdles. Nous savons que, par une substitution linéaire, 
toute fonction a deux pdles se transforme en la fonction p, dont 
nous connaissons le théoréme d’addition. Le probléme d’intégrer 
Péquation d’Euler est done par la virtuellement résolu. Il reste 
seulement a dégager le résultat de la substitution qui, 4 ce point 
de vue, peut étre envisagée seulement comme un moyen. En 
dautres termes, nous possédons explicitement l’intégrale de 
’équation (18) quand le polynéme X se réduit au troisiéme degré; 
nous savons que, par une substitution linéaire, |’équation peut 
étre ramenée ace cas. Mais nous voulons obtenir explicitement 
aussi lintégrale pour le cas général. 

Deux modes différents peuvent étre envisagés pour l’intégrale. 
L’un d’eux consiste en une équation, mise sous forme entére, 
entre 2 et y; par exemple |’équation (4), relative a pw. 

Dans le cas général (18), l’intégrale s’écrira sous la forme d’une 
équation doublement quadratique et symétrique. Il s’agira de 
former cette équation au moyen des coefficients de X. Pour ce 
mode d’intégrale, ’équation différentielle (18) comporte le double 
signe devant les radicaux. 

Le second mode d’intégration consistera en une équation con- 


tenant les irrationnelles \/X et \/Y ou des facteurs de ces irration- 
nelles. Tel est le théoréme d’addition de la fonction pw sous la 
forme habituelle ; il nous offre |’intégrale 


I ESS 


I Gt ae a 
(19) Ve ij cay 


ot z est la constante arbitraire, et qui convient au cas ot X est 
réduit 4 423 — go% — 83. 

Pour ce mode d’intégrale, les signes des radicaux ne sont pas 
indifférents. Dans l’intégrale (1g) ils sont pris les mémes que dans 
Péquation différentielle (18). 

Il n’est pas besoin d’ajouter que chaque intégrale, formée sui- 
vant un de ces modes, peut étre transformée en une intégrale 


prise suivant l’autre mode, 
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Premiére maniére de former Vintégrale. 


L’intégrale générale consiste dans l’équation doublement qua- 
dratique et symétrique F =o. C’est donc une maniére naturelle 
que de chercher a déterminer F par les coefficients de X. II faut, 
pour ce but, déterminer trois polyndmes du second degré A, B, C 
par la condition 


(20) B2— AC = X, 


jointe a celle-ci : Ay?+ 2By+ C doit étre symétrique en 
een ya. 

La seconde condition, qui, seule, offre des difficultés, peut étre 
écartée par Vartifice suivant. 

En mettant z, au lieu de y, dans |’équation différentielle (18), 
il nous est permis de regarder @ et x, comme les deux racines 
qui répondent a4 une méme valeur de y dans une équation dou- 
blement quadratique, mais dissymétrique (p. 339). Nous avons 
alors 


Auy? = 2Biy -- Gio, 
Avy? + 2Bry + C=O. 


A,, B,, C, désignant les mémes polynémes que A, B, C, mais avec 
Ja variable z,, au heu de x. L’élimination de y, entre ces deux 
équations, se fait sous la forme bien connue 


(AG; ==oBBy CA p(B? = AG GR Arcee 
ou, en mettant X et X, au second membre, 
(21) (AC; — 2 BB, + CA,)? = 4XX,. 
Telle est Vintégrale générale de l’équation 


ea faa) 


VX VX 
ou X et X,, du quatri¢me degré, different seulement par la va- 


riable. Les polyndmes du second degré A, B, C sont choisis, 
ailleurs arbitrairement, de maniére a fournir Végalité (20). 


===) 
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Mais ici se présente une certaine difficulté, une obscurité pour 
le moins. Le choix de A, B, C par la condition (20) comporte 
des indéterminées ; on peut prendre, par exemple, B tout a fait 
arbitrairement; car B? — X, étant un polynéme du quatriéme 
degré, peut étre décomposé en deux facteurs du second degré A, C. 
Il semble donc d’abord y avoir trop d’indétermination; on doit 
exiger que unique constante arbitraire, qui seule peut exister 
vraiment, soit mise en évidence. 

Il semblerait, par exemple, naturel de décomposer X en deux 
facteurs du second degré P,Q, en prenant X = — PQ, et de 
composer A, B, C par des combinaisons linéaires de P, Q. Le 
calcul, bien facile, fait disparaitre les constantes arbitraires, qui 
existent cependant dans ces expressions de A, B, C, et lon trouve 
une intégrale sans aucune constante arbitraire, celle méme qu’on 


obtient en supposant B==-0, A==P, C= Q: 
OAT = ROC OC UOr 


Voici comment on peut écarter ces difficultés. Soit un poly- 
nédme doublement quadratique et symétrique, que nous écrivons 
in extenso 

P (0, y) = a) x727? + 2a, (ay? + wy) + D(a? + y?) 
+ 4CxyY + 2Q3(2-+- y) +a. 


Si lon y suppose y = 2, on obtient 
(22) P(x, 7) = art + fae +(4e+7 2b)227+ Ga;r+ uy. 


Soit maintenant un autre polyndme analogue ®'(x, y), supposé 
tel qu’il devienne identique au premier pour y = «x. Cette con- 
dition 

0'(Ghd2)) == SOF) 


implique, on le voit, Videntité des coefficients, tels que ao, 
@,, @3, @,, chacun a chacun pour les deux polynémes, et, pour les 
autres, l’égalité 

2c + 6 =2ce-+ 6b. 


D’aprés ce résultat, on aura 


P(z,y)— ©'(2,y) = (b6— 0’) (x? + y? — azy) = (6 — b') (@—y)?. 
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Ainsi deux polynémes doublement quadratiques et symé- 
triques, tous deux, quit deviennent tdentiques entre eux pour 
x= y, different seulement par la quantité (y—«x)?, od est 
une constante quelconque. 

Reprenons maintenant le polynéme NCE — 2BB,+CA,, qu 
figure dans l’intégrale (21). Pour x, = 2, il devient 2(AC — B?), 
c’est-a-dire — 2X, résultat indépendant du choix arbitraire de B. 
C’est aussi le méme résultat que donne la supposition 2, = x 
dans le polynéme particulier PQ, + QP,. L’un et l'autre de ces 
polynémes sont doublement quadratiques et symétriques. D’aprés 
la proposition précédente, on a donc 


AC,—2BB,+ CA; = PQ,+ QP,— A(x — x)? 
Voici donc I’équation intégrée : 
Le polynéme X étant décomposé en deux facteurs du second 
degré P, Q, on obtient Vintégrale de V équation ad’ Euler 
(23) -— + —==0 
sous la forme 
(24) [PQi+ QP; — A(w-- 2)? P= 4XX1, 


ot h est la constante arbitraire. 


Kn extrayant la racine carrée et mettant PQ, P,Q, au lieu de 
Xet X,, on a d’abord 


(PQ, + QPi)?— 4 VPP QQ, = A(w@— 1)’, 


ou, si on remarque que le premier membre est un carré, 


Ne VPQ—VOPi 


== COnSt. (4): 
L— HX, ( ) 


Cette intégrale, ot figurent des irrationnelles, correspond a un 
choix déterminé du signe ambigu dans Péquation différentielle (23). 
Nous allons lever cette ambiguité en observant que nous connais- 


(') Lacuerrn, Sur les propriétes des coniques qui se rattachent a l’equation 
d’Euler (Nouvelles Annales de Mathématiques; 1872). 
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sions déja cette intégrale. Prenons, en effet, la deuxiéme formule 
daddition (12) du tome I (p. 20), 


I+ dn(w+u)  snucnu,;—snu,cnu 
k2sn(u,-+- uw) dnu, — dnu ‘ 


changeons wet uw, en tu et iu, et employons les formules de trans- 
formation (15) du tome I (p. 46); nous obtenons, en ayant soin 
de mettre Xk’ au lieu de fk, 


en(uw + u,)+dn(u+ wm) snl — snty 
k?sn(u + uy) cnu,;dnu—cnudniuy, 


Si w+ u, est constant, le premier membre l’est aussi; mettant 


pour snu, /1— x? et 1 — k2 2? pour cnu, dnw, nous avons donc 


ie Sah i ee} — k2 x2 
(96) Va—x)\(1 ae i x? )(1— k2 47) Ae anstt 
a 


pour Vintégrale de Péquation (23), en y supposant 
(27) X =(1— »?)(1 — kh? a), 


et en y prenant le signe plus. On voit déja, par cet exemple, que 
c’est le signe plus qu’il faut prendre. Mais, en outre, cette forme 
particuliére de X n’entraine aucune restriction. Par une substitu- 
tion linéaire 

aa’ + B 

gig ee 

ot les coefficients seront convenablement choisis, on pourra ré- 
duire P et Q aux formes 


ia reste 
+ B)2” ores 


~ (ae 


On aura, en méme temps, 


(af! — 32')(a’— 2) | 
(a! a! + B’)(a' a, + 8’) 


IP ia 


Le premier membre (25) se réduit ala forme (26), et l’équation 
différentielle (23) ne contient plus que le polynéme réduit (27). 
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Nous avons donc, en somme, une nouvelle démonstration de ce fait 
que l’équation (25) fournit Vintégrale générale de 


dx ax, aan X 3-4/6) 
eae (VX =P VQ) 


Autres formes de l’intégrale. 


Les formes précédentes exigent la décomposition de X en deux 
facteurs du second degré. En modifiant légérement la proposi- 
tion qui a servi dans le dernier paragraphe, nous allons faire dispa- 
raitre ce défaut. 

Reprenons le polynéme ® (x, x) exprimé par l’égalité (22) et, pour 
l’écrire sous la forme usuelle des polyndmes du quatriéme degré, 
représentons par 6d, le coefficient du terme milieu. En posant 


(28) b= a.+ 4p, C= a,— 2p, 

nous aurons effectivement 4¢ + 26 =6ay,. Soit donc 
(29) Wr) = Ay) v'+ 4a, x? + 6,2? + 4agx + ay, 

un polynéme du quatriéme degré quelconque, et posons 


(30) Wi) =)? (a2? = 20,2 = a2) 
oO 
+ 2 (A, 02 — 2A, + A3) + ApH? + 2432 + Ay. 


Lrexpression générale des polynémes doublement quadratt- 
ques el symetriques P(x, y), gui satisfont a la condition 


D(z, 2) = V(e), 
est 


(31) O(2,y)= Wi + 4e(2—y), 


ot pest une constante arbitratre ('). 


(*) Gest un cas particulier d’une proposition générale concernant les poly- 
nomes a deux variables et pour laquelle on pourra consulter : 1° CLesscu, Zheorie 
der algebraischen bindren Formen, p. 18; — 2° Lacuerrn, Sur l’application de 
la théorie des formes binaires a la géometrie des courbes tracées sur une sur- 
Jace du second ordre ( Bulletin de la Societé mathématique de France, t. I. 
p. 31).— Ces géométres éminents paraissent avoir trouvé, tous deux, cette proposi- 
tion @une manicre indépendante. 
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Appliquons cette proposition au polyndme 
AC,— 2BB,+ GA; = Dara 
Dénotons X par V(z). Nous avons déja observé qu’ona 


P( x2, x) =—2V (zx). 
Par conséquent, 


AC, — 2BB,+ CA,= —2W%' + 4yu(a— 2). 
LDintégrale de Véquation 


Ge ahs < 
vw(r)  ¥W(y) 


(32) 


O 


peut sécrire sous la forme 
(33) [WZ —ap(e—-y)? P= W(x) Fy), 
ou, la racine carrée étant extraite, 


wy—/V@) 0) 
34 ; —— te CONS: 
Ce oy) | 


Nous avons, ici encore, a lever l’ambiguité d'un signe, que 
nous n’avons pas fait apparaitre en écrivant |’équation différen- 
tielle (32) avee son intégrale (34). Nous avons ainsi préjugé le 
résultat, que nous allons vérifier, comme tout a l’heure, en recon- 
naissant, dans cette forme de l’intégrale, le théoréme d’addition. 


Dans la formule (t. I, p. 29) 


o(pupu—%~82)(putpu)— gs—plup'm 
2(pu— pu)? 


plu+m)= 
mettons 


Pua spay Pa VU) pm VT), 


(@3p)) We) = 423 — gor — 83. 


Cette expression de p(w + w,) coincide alors avec celle de p (34) 
et nous voyons que les signes sont ainsi bien choisis. 

L’intégrale (34) est mise sous forme de covariant. Nous l’avons 
trouvée directement pour un polynéme quelconque W(); mais, 
vérifiée pour le polynéme particulier (35), auquel une substitu- 
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tion linéaire peut toujours ramener, elle est vérifiée aussi pour 
tous les cas. Nous en avons donc, en définitive, fourni une se- 


conde preuve. 


Formes doublement quadratiques de l’intégrale. 


Les formes (24) et (33) de Pintégrale ne peuvent étre considé- 
rées comme définilives, puisqu’elles ne sont pas réduites au se- 
cond degré par rapport a chacune des deux variables. Cette ré- 
duction exige évidemment que l'on développe le carré, au premier 
membre, et qu’on fasse apparaitre le facteur (2 — x,)? dans 
Véquation (24). 

Soient 

P= 902 Aw + +, 
Q=a2?+ Ba+ 7'; 
on en déduit 


(36) VEO. =O, 
( =(#@— 21)[(4B'— Ba’) way + (ay'— yo’) (a + 21) + By'— x8’). 


Mettant, au second membre (24), 
4XX1= 4PP1QQr=(PQi + QP1)?— (PQ: — QP1)?, 


on trouve immédiatement, en écrivant y au lieu de 2,, 


[(48'-— Balay + ( ary’ 


yo (a+ y) + By’— x8) 
—2)[(am+ Bat y)Caly?+ Bly +) 4(a'ar+ a+ y)ay2+8y+y)] 


+ M(e—ypr= oO 
pour intégrale générale de équation (32) d’Euler, en supposant 
W(x) = (aw?+ Ba+y)(a'x?+ Ba +’), 


Il s’agit enfin de faire le calcul analogue dans I’équation (33), 
de former, par conséquent, le quotient (' ) 


Wie) W(a,)— (wr)? 


‘ (2 — x4 2 


(‘) Voici le caleul pour les lecteurs familiarisés avec l'emploi du calcul symbo- 


eo 
Or 
Ww 
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Pour ce but, nous écrirons W*' sous les deux formes 
We=Aavi+2Ba,+G= A,z?+2Biyr+ G, 
et, par conséquent, 


W(x) V(a,)— (WR)? = (Aa?+ 2Ba + C)(A,v}+ 2B, a7,-+ C1) 
(Av? 2Byex + Gy )(Ay a? + 2By x + Cy). 
» 


De la, suivant la formule (36), e 
ae 
W(x) V(a,)— Quy 


L274 


= 2(AB,;— BA, ) xx, + (AC, ram CA,)(2@+ 271) +2(6b ory CB,). 


Chacun des déterminants, tels que AB, — BA,, se calc ‘le encore 
par la méme formule (36), et, conformément aux expres..ons des 


polynémes A, B, C (30), 


A = Q)®24 24,02+ Go, 


B= @,27+ 24,2” + G3, 


(Oy = OE = OTD Oi 
2 3 h. 


AB,— BA 

a = 2(Ay) dg — Aj) LX, + (Ay a3 — A, Ay) (H@+X1)+2(a,a3— a3), 
OG D4 

AC,— CA 
a = 1 = 2(aty 3 — Ay Ay) BL + (Ay A, — 43) (@ + 1) + 2(a,ay, — Az A3), 
me | 

BC, — CB 

IE 2 (a, a3 — A3) H+ (Aa, — A243) (@ + 41) + 2(42a,—}). 
G4 


lique; on y mettra y au lieu de #,. Désignant W(z) par a‘ ou bl,ona 
W(x) W(yv) — (wy) = ab b}— ah.a2.d3 b3 
= 1(a2b} — a}.b2) = 4( ab) (ay) (a,b,+ a,6,), 
Di == (0)? as Os, 
12Hz = (ab)*(a,b, + a,b,)? + 2 (ab) a, 0,4, by, 
(ab) (zy)? = (a,6,— a,6,)? (ab)? = (ab)? (a,b, + 4,6, — 4 (ab) a,b, b,. 
Des deux derniéres égalités on tire 
(ab)? (a,b,+ a,b,)? = 8H% + 1(ab)*(xy). 
Substituant dans la premiére et mettant C, a la place de $(ab)‘, on obtient 


_ We) Vly) = (UD pay CIA 
T= (a@—y) = 4Hyz + 4C,(@ Uae 


Il. 23 
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Remettons maintenant y au lieu de z,, el nous obtenons 


Wary W(v) — (W4,)? : 
| I] = EAE ia = 4 (Ao a2 — a7) x? y? + 4 (Ay a3 — A Oa) (U+y) ry 


aCe, Cee) 
ee) ] ++ (Aya, — @2)(a@ + y)?+ 8(a,a;— a3) xy 


+ 4(a, a, — A, 43)(2@ + y) + 4(a2a,— a3). 


Pintégrale de Véquation (32) peut donc sécrire sous la 
forme 
I-44 Wl — 4n?(2— y)* =o, 
ot pest la constante arbitratre et I le polynéme (37). 
On peut désirer mettre II sous la forme (31). Soit 4H(z) le 
Pp 
polynéme que l’on obtient en faisant y = & dans II. Voici ce po- 
lynéme : 
( H(@) = (ap a2—@}) x' + 2(@) a3 — A Az) 2 + (Ay ay + 2; 3 —3.a5) x? 


%Q 
(38) ; 
( ++ 2(@) A,— 143 )2% + a,a, — a}. 


C’est celui que l’on nomme le hessien de V(x). Le coefficient de 
(z?-+ 477) dans +II est +(a)a,— a>); le coefficient de 6x? dans 
H(z) est 


1 
4 (a, + 2a,a3;— 33), 


La différence 


+ (@)a,— a3) —4(aya,+ 24,a3— 3@3) = 745 (aoa, — 4, 43— 3.03) = 75 Ce 


est le coefficient de (2 — y’)? dans +11 — H?.. On a donc 
N= 4H?7+ 3C2(a@—y)?, 


et Vintégrale de Véquation (32) d’Euler peut sécrire sous la 
forme 


(39) HY + pwr + (7;Co— p?) (2 —y)2?=0. 


Il est bon de noter que la constante arbitraire est ici la méme 
que dans l’intégrale (34). 

Le premier membre (39) est ici mis sous la forme qu’on a 
trouvée plus haut comme étant celle des polyndmes doublement 
quadratiques et symétriques, savoir ¥?.+- v(x — y)?. Considérons 


4 comme donné, 


U(x) = box + 4b, 23+ 6b,2?+ 4b3x + b,, 


(SS) 
Or 
Or 
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en sorte que le premier membre (39)-soit_ FE: 
= Ay 22 Biya ice 
A=b)2?+2b,7+ b2+-, 


B = b,x”? +-2(b,—4v)a-+ bz, 
C = (6, +%)x7?+ 26347 + b,. 


Le polyndme W(a), a un facteur constant prés, est B?— AC. 
En composant cette quantité, on trouve immédiatement qu'elle se 
réduit 4 —h —yv, h étant le hessien de 4. On a donc 


eo =h-+ vv, 
et, en méme temps, comme on vient de le trouver, 
vV=H+-pw. 


De la on peut conclure que / s’exprime linéairement par H 
et W; en d’autres termes, W étant un polynéme du quatriéme 
degré et son hessten, tout polynéme composé linéairement de 
W et de H (ou du faisceau H, W) a pour hessien un polynéme de 
cette méme forme (ou du méme faisceau) ('). 

C’est la une propriété fondamentale des polyndmes du qua- 
triéme degré, que nous trouvons ici par une voie indirecte, et que 
nous préciserons plus loin. 


Réduction des intégrales elliptiques 4 la forme normale. 


Dans le Chapitre [V du Tome I, nous avons appris a faire I’¢n- 


version de Vintégrale u = ee c’est-a-dire exprimer x en fonc- 


tion elliptique de w. Exprimer inversement pw en fonction de 2, 


dx 
ak 


c’est ce qu’on appelle réduction a& la forme normale. Effective- 
ment, si pw — s est pris pour variable, au lieu de x, on aura 


dr dz 


du = — = ; 
VX V48— 62.5 —83 


Ce probléme de réduction est évidemment résolu en méme 


(‘) Proposition découverte par M. Cayley. 


“~ 
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temps que le probléme d’inversion; il ne faut que dégager le ré- 
sultat. C’est ce que nous allons faire ; mais il faut, avant tout, |’é- 
noncer d’une maniére plus précise en ajoutant que g» et g3 doi- 
vent étre les invariants du polynéme X. 

La solution de ce probléme comporte une arbitraire, la valeur 
initiale de x, celle qui correspond a u=o. Soit y cette valeur 
initiale et supposons qu’on ait trouvé pu = f(z, vy). Cette éga- 
lité, sil’on y considére pu comme une constante, est Vintégrale 
générale de l’équation d’Euler; car on en déduit 


= 0. 


Le probléme de réduction, pris ainsi dans sa forme générale, ne 
différe donc pas de celui qu’on vient de traiter, l’intégration de 
Péquation d’Euler. Mais nous allons le résoudre directement. 

Dans l’inversion telle qu’elle a été présentée (t. I, p. 120), la 
valeur initiale de x est infinie. Pour éviter toute confusion, réser- 
vons la notation wv a l’argument correspondant. Avec d’autres va- 
leurs initiales de x, argument sera w, augmenté d’une constante; 
nous prendrons, quand il conviendra, une autre notation pour ce 
nouvel argument. 

Afin de mettre en évidence Vhomogénéité des fonctions ellipti- 
ques, nous introduirons un facteur arbitraire +, comme nous 
Pavons toujours fait dans les applications. Nous écrirons donc 


dx 


(40) NORD Wiqeay 


employant ainsi la notation W(a), au lieu de X, pour le polyndme 
du quatrieme degré; nous continuerons aussi a4 désigner par Cy et 
C; les deux invariants de ce polynéme, 


| W( xv) = ayxtt fa, x3 + 6agv? + fa3x+ ay, 


Cy = a) @,— 41, 43-- 3.23, 


(41) 


| C3 = dy dz Qy, + 21 A, d3;— a3 — Ayazt—aza,. 


Les invariants des fonctions elliptiques sont 


§2. = Cy, §3= TCs. 
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Les formules d’inversion (t. I, p. 120), avec la modification 
? A > v s {7 I dea iy 
quentraine l’introduction du coefficient d’homogénéité, sont les 
suivantes : 
I ppu—p’e 


<= (a2 +a) = > 
Vay 2 pu—pe 


(42) | 2 Vao¥(a) = pu—p(u+), 


I A? — Ay Ay I A343 — 3a)a,a,+2a3 
il fi 0 Oe, 1 

—pr= > ;Pe= . 

v2 a 


va3 


Premiére réduction. 


L’égalité suivante (t. I, p. 131), dans laquelle z) désigne une 
racine du polynéme W (2), 


ra Alec, 

ao piv ° 

L—X=— tee ee t=U—-- = I> 
Te pi — ps ? 2. 


nous présente l’inversion effectuée par une substitution linéaire, 
c’est-a-dire que z= pt est une fraction dont les deux termes sont 
du premier degré en x. Mais pe et p’}¢ ont quatre valeurs, se 
permutant les unes dans les autres, en méme temps que 2p s'é- 
change avec les autres racines. Aussi, malgré la premiere appa- 
rence, cette forme de la réduction est fort compliquée : rendue 
rationnelle par rapport aux coefficients de W, elle s’éleve au qua- 
triéme degré par rapport aux variables, comme on verra effecti- 


vement un peu plus loin. 


Deuxiéme réduction. 


Aux formules (42), joignons celle-ci (éq. 48a@ de la page 118, 
ti), 


2 


- (arv+a,y=p(u+ev)+put+pe, 
0 


et nous avons, en éliminant p(w + ¢), puis substituant lexpres- 
sion de pe, 


2, pene 
(43) pue=Qx*-- 90,0 + a2 + Vay (2). 


=) 
v 
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C’est la formule de réduction propre ala valeur initiale oo, prise 
pour z. Le changement du signe devant le radical correspond, 
comme on l’a déja vu maintes fois, au changement de wu en 
—(u+¢). 

Nous pourrions passer maintenant a la formule générale en pre- 
nant cette expression (43) de pu, puis une semblable pu,, avec 
une autre variable y, et composant p(w— u,), au moyen du 
théoréme d’addition. Mais la formule (43) contient en elle-méme 
cette généralisation; c’est ce qu’on va montrer. 


Troisiéme réduction. 


Soit f(s) un polyndme du quatriéme degré. A la variable = 
substituons la variable z, en posant 


(44) COL ea Ee 
Soit W(x) le transformé de f(z) par cette substitution; on a 


(45) W(x2)= I(4) dx ae 


(4—c)*’ de i Sey 


L’équation différentielle (40) devient 


Sauf le changement insignifiant du facteur d’homogénéité, elle 
conserve la méme forme, soit avec x et W(x), soit avec z et f(s). 
Mais maintenant la valeur initiale de s est la quantité arbitraire c, 
correspondant a2 =o. Pour avoir la formule cherchée, iln’y a 
donc qu’a transformer le second membre (43) en y introduisant 
eet f(s), au lieu de # et de W(x). 

D’une maniére générale, o(s) étant un polyndme du degrén, ona 

nl x 'l 2 = 
a (4) Cin Ob ECT emer SIs 


ds (a—e)t © (3 —c)r+t 


et, si on suppose 9(=) rendu homogéne par Vemploi d’une se- 
conde variable z’, la propriété 

Oo 

‘ 


DUD as Oars 


OZ 03 
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transforme la dérivée précédente ainsi : 


09 dv 
ad (4) _ “Os ' Ost 
ds (Ge) VT (ae) 


Si lon suppose z lié a x par la relation (44), il s’ensuit 


Le numérateur étant du degré (n — 1), on peut lui appliquer 
ce qu’on vient de dire pour 9, et conclure 


O20 020 20 

; os 1 +9¢ —, 4 mu 

(ac)? d? o(s) Oz? 020% Oz"? 
ax (Eg Gye (3 —c)r-2 ? 


et ainsi de suite. C’est cette derniére formule qui nous importe 
ici. Y mettant f(s) au lieu de ¢, supposant m = 4, nous voyons, 
au numérateur, sauf le facteur numérique 12, la combinaison que 
nous avons dénotée par /¢. En outre, la fonction que l’on dérive, 
au premier membre, est W(x) d’aprés l’égalité (45). Ainsi 

Si 


(ac)? (aj xv? + 24,2 + a.) = Cezap 


Prenant aussi, dans l’égalité (45), la partie principale de l’un 
et autre membre pour z = ¢c, nous avons 


ay(ac)'= f(c). 


L’équation (43) devient done 


2 (S)'pu = Lier ees 


(4—c) 


Revenons maintenant aux notations précédentes, 7, vy, V au 
lieu de zs, c, f; changeons la notation du facteur d’homogénéité, 
et nous avons 

x dx ro. WY4+/U (2) V(x) 


U= oo. —~pU= 1) 
ay = 


(‘) D’aprés M. Félix Klein, il parait y avoir incertitude sur le premier inven- 


Q 
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C’est la formule cherchée; on y retrouve lintégrale (34) de l’é- 
quation d’Euler. C’est aussi une formule d’addition, U étant égal 
au— ly. 

Nous avons déja mis sous forme rationnelle cette intégrale de 
Péquation d’Euler. C’est l’équation (39), que nous reproduisons 


ici (en mettant < au lieu de p.): 


(46) Hy. + 2W% + (7g Co— 3?) (a —y P=. 


Telle est la formule générale fournissant la solution du pro- 
bléme de réduction. 


: ° 7 . 1 . 
Liune des solutions z de cette équation (46) est=pU, ou 
v 


U=u—u,. Quant a l’autre solution, on Pobtient en changeant 


. ' 4 . A, ema ie . 4 
le signe de l'un des radicaux \/W(x), par exemple, ce qui change 
wen —u—¥; c'est done = ~ p(w + u,+¢). En prenant, au lieu 
de u, argument ¢ qui ayaa quand & est une racine de WV’, on 


a, pour les deux racines, 5 P(t seth) Clie p(t +t,). 


Formule de duplication. 


Si, dans Végalité (46), on suppose =, une racine s devient 


infinie; en supposant /W(z) et /W(y) pris alors avec un méme 
. ; . . artes I 7 . 

signe, cette racine infinie est = p(w — wu, ). L’autre racine est fi- 
nie, c’esl — Pe u+¢). D’ailleurs, pour z= y, H® et WY devien- 


nent H(2x) et W(a); par conséquent, la substitution (€ étant cette 
racine ) 

H(2) 

A i —_ oe 
(47) Way’ 


I 


owt H(x) designe le hessien de V(x), donne lieu a UVégalité 
nao) s & pen eee 
via) Vie—Gl—G, 


(48) 


teur de cette belle formule, qu’il faut, sans doute, attribuer 4 M. Weierstrass ; 


voir Ueber hyperelliptische St a une onen, yon F. Krein (Math. Ann., 
p- 457; avril 1886). 


~~ 
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Arrétons-nous un instant sur cette formule, pour en examiner 
les conséquences algébriques. D’aprés l’expression de &, elle 


donne 


di dv 
x ad 
- dx 4 dr 


/—4 + GHW ¢, 9 


Soit T le polyndéme suivant, du sixiéme degré, 


I ad adayV 
r= L(v | 
Cig) KN Ghee u dr if 
il vérifie donc Videntité 
(50) 4T?—— 4H3+ C,H W?— 0,83. 


C’est en prenant pour point de départ cette identité, démontrée 
par la pure Algébre, quand naissait la théorie des invariants, que, 
par une marche inverse de celle que nous venons de suiyre ici, 
M. Hermite (') a trouvé la propriété qu’expriment les égalités (47) 
et (48). 

Nous reviendrons tout 4 Vheure sur Videntité (50); il nous faut 
auparavant faire encore quelques remarques sur les résultats qui 
précédent. 

ro) 
a pu, » est nul, et € est égal Aa pu. L’égalité (47) nous fait retrou- 


Si W(x) est le polyndme réduit 4x2? — 927 — 95, x est égal 


ver laformule de duplication (6) du Tome I, p. 95. Rien n’est plus 
facile, en effet, que de contréler les deux formules, en observant 
que, W(x) étant écrit sous la forme générale (41), ses coefficients 
sont cl 


A 
a= 0, a=), Ag = 0, a3 = —_ | 82) a,=— §3- 


Le hessien (38), changé de signe, coincide avec le numérateur 
de la formule qui donne p2u. 


< 


La quantité § (47) est égale a Sp t, ¢ étant Pargument u + 


w 


, 


qui s’est offert dans la premiére réduction. Mettant, dans l’égalité 


(47), ala place de &, l’expression de a p2 ¢ en fonction de pé, et 


(*) Journal de Crelle, t. LI. 
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remplacant pt par t?3, g2 et gs par t*C, et 7°C;, on voit dispa- 


raitre le facteur d’homogénéité 7, et il reste 


C’est la relation dont il a été question plus haut, celle qu’on ob- 
tient en rendant rationnelle, par rapport aux coefficients, la sub- 
stitution linéaire qui fournit la premiére réduction. On peut, 
comme on voit, l’écrire sous la forme 


(51) h(s)U(x2)—H(xv)vis)=0, 


ott h(z) désigne le hessien du polyndme (sz) = 433 — C,z— Cz, 
considéré comme du quatriéme degré. 
Plus généralement, si b(s) désigne un polynéme transformé de 
W (a) par une substitution linéaire quelconque, et i(z) son hes- 
sien, la méme relation (51) traduit manifestement l’ensemble de 
quatre substitutions linéaires par lesquelles cette méme transfor- 
mation peut s’opérer. 
En particulier, si ?on prend, pour 4, le polynéme W lui-méme, 
et quaprés avoir divisé par 2 — < on considére l’équation entiére 
H(s)W(2)— H(2)W(z) _ 


DO) —— ee 


0, 


le premier membre est décomposable en trois facteurs linéaires. 
Cette équation représente ’ensemble des trois substitutions qui, 
échangeant les racines, par couples, les unes dans les autres, trans- 
forment le polyndme W en lui-méme. Pour le polyndme 


Ke — fou = £5 — ih Ge, (B= C2 )\(e — es), 
les facteurs linéaires sont 


(@ — ég)(5— C6 eg) (€a— ey) (iu Gy ae= Te des) 


comme on le sait par la formule d’addition des demi-périodes. 


Propriétés des polynomes du quatriéme degré. 


Nous avons reconnu précédemment que, W étant un polynéme 
du quatricme degré, H son hessien, tout polynédme ¥ du faisceau 
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(H,W) a son hessien h compris dans ce méme faisceau. Cette pro- 
priété s’est trouvée exprimée par les égalités 


(52) oW =h+vb, v=H+ pw, 


dans laquelle », y, 9 sont trois constantes. Une seule de ces con- 
stantes est arbitraire, et nous connaissons déja, d’aprés linté- 


grale (39), la relation 
(53) v= fp Ca— pe 


entre les constantes yu, y et Vinvariant quadratique C, de W. Il 
reste encore a trouver p. 

Considérons le polynédme ¢, analogue 4 T(49), mais composé 
avec t et h. D’aprés les égalités (52), on a £=— oT. En dési- 
gnant par C. et c3; les invariants de 4, on aura, suivant liden- 
tité (50), cette autre 


4h3— eyhy? + C33 = o2[4 H3 — C,H w2 + C3 W ]. 


Substituons, au second membre, les expressions de H et WV 
tirées de (52) et identifions, de part et d’autre, les coetficients de 
h®, etc., nous aurons d’abord 


(54) fe =— 4p) + Cau + G3. 


Le terme en fh? fournit la relation (53); les deux autres serviront 
4 trouver Cy et €;, dont nous n’avons pas besoin. 

La double égalité (52) et Videntité (50) renferment toute la 
théorie des équations du quatriéme degré, sur laquelle nous ne 
devons pas nous arréter davantage. Il nous faut seulement retenir 
la conséquence principale, celle d’ot. découle la résolution algé- 
brique. Soit 


4 pS — Cyp.— Cs =4( — pa) (4 — Be) — Bs); 
on a, d’aprés lidentité (50), 
(55) T= (Ho, CH + vy V)(H + WD. 


En prenant, pour H, l’expression suivante 


het cay Caer 
48 ax dx 


\ 
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on reconnait que H et W sont deux polynémes premiers entre 
eux. De 1a résulte qu’au second membre (55), chaque facteur est 
un carré parfait. Ainsi, dans le faisceau H+ pW, tl y a trou 
polynémes qui sont des carrés; on les obtient en prenant, pour 
u, une quelconque des trois racines de l’équation (résolvante ) 


(56) 4 w3— Cy p.— C3=0 (*). 


Discriminant des équations doublement quadratiques. 


Revenons aux équations doublement quadratiques F = o, en ne 
considérant, toutefois, que des équations symétriques. Nous sa- 
vons que le premier membre peut étre mis sous la forme 


(57) a Wrva—y), 


et que l’équation d’Euler, dont F = 0 fournit l’intégrale générale, 

étant relative au polynéme W, oma les relations 

(58) (pW=h+ 49, v=H-+ py, 

58) 
| vadsG— p, 4e =— 4ps+ Gap + G3. 

L’équation F = 0 traduit la relation qui existe entre deux fonc- 
tions elliptiques semblables x, y, dépendant une d’un argument u, 
Vautre d’un argument u,, dont la différence U est constante. 

Par Pintermédiaire du polynéme W, la constante U et les inva- 
riants elliptiques nous sont connus, savoir 


(59) &2 = tC, 83= 78 Cs, oD) see eet 


~ étant un facteur arbitraire d’homogénéité. 

Le dernier progrés qui nous reste a faire est de trouver ces 
mémes quanttés directement sur le polyndme F ou, plus précisé- 
ment encore, former explicitement l’éqguation caractéristique(16), 
dont les racines sont proportionnelles aux trois quantités e, — pU. 
C’est pour ce but que nous allons considérer le discriminant de F. 


(*) Pour cette théorie des polyndmes du quatriéme degré, on trouvera tous les 
détails désirables dans ?Ouvrage de Crenscn déja cité, Theorie der algebraischen 
bindren Formen, ou dans celui de M. Saumon, Lessons introductory to the mo- 
dern Algebra. 
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On a déja observé (p. 339) que F est un polynéme du second 
degré ordinaire par rapport aux deux variables zy et « + y. En- 
visagé ainsi, il a un discriminant qui, égalé a zéro, exprime la 
possibilité de décomposer F en deux facteurs linéaires par rapport 
airy et x+y. C’est ce discriminant que nous considérons ici et 
dont ’évanouissement exprime, comme on yoit, que F est le pro- 
duit de deux polynémes doublement linéaires en z ety. 

Si le discriminant est nul, de F =o on tire deux expressions 
de y rationnelles en x; B?— AC est donc un carré. On se sou- 
vient que B?— AC n’est autre que W(x). C’est en considérant les 
polynémes H+ pW, ot py est racine de l’équation (56), poly- 
ndmes qui sont des carrés, que nous allons parvenir au but. 

Dans le faisceau (H, W), prenons un autre polyndme quel- 
conque W’, o) W/—h-+yv'd. 

Eliminant h et u entre les équations (58) et cette derniére, 
nous avons 


Sa yie We eae a= pa ——- 
yy) y —y 


Le polynéme F’, relatif a W’, a la forme (57), ott vy est remplacé 
par y’; c’est donc F + (vy! — y)(x — y)?; ou bien, si on le divise par 


a 
(v’—y), ce sera sF + (x — y)?, en prenant s = ———. 
2 


Si l’on suppose a = ua, W’ est un carré; F’ est donc alors dé- 
BP yess) 

composable en deux facteurs et son discriminant est nul; par con- 

séquent, le discriminant de sf + (a#—y)? a pour racines s les 


5 * 2. Bas U: 
trois quantites = 


- Or, suivant les égalités (59), les racines uy 


. . on I . . 
de l’équation (56) sont les trois quantités = Ca: Les trois racines s 


: Ca — pU j 
ont donc pour expression ice elles sont proportionnelles aux 


trois quantités e,— pU. Ainsi, l’équation caractéristique a 
pour premier membre le discriminant de s¥ 4+ (a — y)?. Les 
invariants de F sont ainsi trouvés de la maniére la plus complete 
et la plus simple. 

On pourrait donner bien d’autres détails sur les polynémes F, 
examiner la composition du discriminant relativement aux inya- 
riants C2, C3 de ¥; mais nous devons nous borner, et nous nous 


2 
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contenterons de dire encore comment le discriminant de F est 
composé avec les quantités précédentes. 


eo 


. —— Ly. . . . . . 
D’aprés la forme See des racines, on voit que le discriminant 


de sF +(x --y)?, sauf un facteur indépendant de s, s’obuent en 
mettant so-+u, au lieu de » dans le polynéme (56). C’est donc 


(60) 4(se+ p)’— Co(so + »)— Gz, 


sauf un facteur indépendant de s, et qu'il faut trouver. En faisant 
s = 0, on doit obtenir ici le discriminant de 


(t= y= (@ + VP —42y. 


Si Pon envisage, pour prendre les discriminants, 2 +-y comme la 
premiére variable et ay comme la seconde, (x —y)? a pour dis- 
criminant —~ 4. Le facteur est donc le quotient de —4 par 


4p — Con — Cy; c’est 5 (58). Dans (66), le coefficient de s? est 


40°; en le divisant par 9, on aura 497. Ainsi, le discriminant de F 


a pour expression 40? ou bien 


: (4 p3— Cau — C3)?. 
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CHAPITRE X. 


LES POLYGONES DE PONCELET. 


Préambule. — Représentation géométrique des équations doublement quadra- 
tiques. — Interprétation des éléments doubles. — Lignes polygonales repliées. 
— Condition de fermeture. — Théoréme de Poncelet. — Expression géométrique 
de la condition de fermeture. — Représentation elliptique des lignes polygo- 
nales. — Invariants. — Invariants de fermeture. — Cas ot les deux coniques 
sont tangentes entre elles. — Equation caractéristique. — Coniques ayant un 
contact du second ou du troisiéme ordre. — Autre méthode. — Autre expres- 
sion des invariants de fermeture. — Expression des invariants de fermeture 
par des déterminants. — Sur une forme de lintégrale elliptique de premiére 
espéce. — Sur les covariants de deux coniques. — Formule de duplication. — 
Combinants d’un faisceau de coniques. — Fonctions elliptiques sous forme de 
combinants. — Représentation elliptique des points d’un plan. — Multiplica- 
tion des arguments par 2. — Multiplication des arguments par un nombre 
quelconque. — Lieu des points dont les arguments sont des parties aliquotes 
de périodes. — Nouvelie intégration de l’équation d’Euler. — Nouvelle expres- 
sion de pu. 


Préambule. 


Dés le début du Tome I, on a vu (p. 13) Vaddition des argu- 
ments représentée par une construction géométrique au moyen de 
deux cercles. A chaque point de l'un des cercles, on fait corres- 
pondre un argument ellipuque: la corde qui joint deux points, 
dont la différence des arguments est constante, enveloppe le second 
cercle. 

Cette construction de l’addition peut étre modifiée de facon 
que, au lieu de deux cercles, on ait a considérer deux coniques 
quelconques. On n’en saurait douter, d’aprés les enseignements 
de la Géométrie projective. Mais il convient de présenter directe- 
ment cette construction sous sa forme générale. C’est a quoi se 
préte merveilleusement la considération des équations doublement 
quadratiques, objet principal du Chapitre précédent. 
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Représentation géométrique des équations doublement 
quadratiques. 


Soit X une courbe wnicursale; c’est-d-dire qu’a chaque point # 
de la courbe correspond une valeur unique d’un paramétre x et 
réciproquement, Toute équation entre deux variables x et x, peut 
étre envisagée comme une relation entre deux points @ et 2, va- 
riables ensemble sur la courbe X. S’il s’agit d’une équation qua- 
dratique en x,, le point 2 a pour correspondants deux points; 
soit x, lun deux. S’il s’agit maintenant d’une équation symétrique 
entre les deux variables, le point x, a, pour correspondants, deux 
points dont lun est; soit £2 le second. Ce dernier a, pour corres- 
pondants, le point z, et un nouveau point #3, et ainsi desuite. De 
méme, le second correspondant de x peut étre dénommé 2_,.... 
Ainsi, une ligne polygonale variable, completement déterminée 
par un seul de ses sommets, et inscrite dans une courbe unicur- 
sale X, peut servir a représenter une équation doublement qua- 
dratique et symétrique. 

Pour donner une forme entiérement géométrique a ce mode de 
représentation, il faut, en supposant plane la courbe X, connaitre 
Venveloppe des cotés de la ligne polygonale. Si l’on admet alors 
que X soit une conique, on trouve immédiatement cette enve- 
loppe. Chaque cété n’a, en effet, avec X, d’autres points de ren- 
contre que les sommets adjacents. Par chaque point de X passent 
done deux tangentes de lenveloppe et deux seulement, ce qui 
n’aurait pas lieu si X n’était pas une conique ('). L’enveloppe est 
done de deuxieme classe; c’est une seconde conique Y. Ainsi toute 
équation doublement quadratique et symétrique traduit la re- 
lation entre les extrémités dune corde variable, inscrite dans 
une conique X et enveloppant une conique Y. 

Sur la conique Y, les points y peuvent étre représentés aussi 
par un paramétre y. Pour le point de contact du cédté vay, ce para- 
métre y est lié au paramétre x par une équation algébrique. Mais 
cette équation doit convenir aussi bien au point de contact du 


(*) Si Pon prenait, pour X, une cubique unicursale, il passerait, par chaque 
point, deux autres tangentes de l’enveloppe ; celle-ci serait donc de quatriéme 
classe. 
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coté xx_,. Elle est donc du second degré en y. D’autre part, 
quand y est donné, cette équation doit conyenir aussi bien a x, 
qu’a x. Elle est done du second degré en x. C’est une équation 
doublement quadratique entre x et y.. 

Ce mode de représentation conduit a envisager, parmi les équa- 
tions doublement quadratiques, deux espéces différentes, absolu- 
ment comme, dans le Chapitre précédent, on I’a fait, au point de 
vue des invariants. Sur une conique on peut changer le paramétre 
x sans changer le point correspondant. De la maniére la plus gé- 
nérale, on peut, sans changement de la figure, transformer le pa- 
ramétre par une substitution linéaire quelconque (fractionnaire). 
Les équations symétriques, ot les deux variables doivent étre 
transformées par une méme substitution, se rapportent a deux 
points situés sur une méme conique. Les équations ov, au con- 
traire, les variables peuvent étre séparément transformées par des 
substitutions linéaires différentes, se rapportent a des points si- 
lués sur deux coniques. 


Interprétation des éléments doubles. 


Il y a quatre valeurs particuliéres a, a, %2, %; du paramétre «, 
a chacune desquelles correspond une racine double y; soient fo, 
8,, 8, 3 ces quatre racines doubles vy. Du point a, les tangentes 
menées a Y coincident; c’est donc que % est sur Y. Ainsi a, %, 
%», %3 sontles paramétres, sur X, des points communs aux deux co- 
niques, el Bo, B,, G2, Bs sont les paramétres de ces mémes points 
Sines 

Il y a, de méme, quatre valeurs 8), 8, 8,, 8, du paramétre y, 
4 chacune desquelles correspond une racine double x; soient «,, 
a’, a5 % ces quatre racines doubles x. La tangente de Y, au point 
6, rencontre X en deux points confondus; c’est donc qu’elle est 
tangente a X. Ainsi les nouveaux paramétres sont ceux des points 


de contact des quatre tangentes communes aux deux coniques. 


Lignes polygonales repliées. 


Pour premier sommet de la ligne polygonale, prenons I’un des 
points « communs aux deux coniques. Soient a', x, ... les som- 
I. ah 


370 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


mets successifs. Cette ligne polygonale ne peut étre prolongée dans 
Vautre sens. Si l’on prend pour origine z de cette ligne le point 
a”, aveca’—!, a2, ..., pour sommets suivants, on voit, au point a, 
la ligne polygonale se replier sur elle-méme, et l’on a 


GO) Go sacs, Dye b= Ho Lot sh at IG aes Type OR = lefO: 


Le méme fait n’aurait pas lieu, en général, si de ’origine x on 
faisait partir la ligne polygonale dans le sens opposé. 

Pour premier sommet d’une autre ligne polygonale, prenons un 
point a ot X est touchée par une tangente commune. Du pointa’ 
partent deux tangentes de Y; une est la tangente commune. Pre- 
nons l’autre tangente pour premier cété; nous aurons ainsi des 


sommets successifs a!!, a!?, 


.... 5i lon voulait prolonger cette ligne 
dans l’autre sens, il faudrait enyisager la tangente commune comme 
étant le second cété aboutissant au sommet a’. Mais, sur ce coté, 
le second sommet est encore a’. La ligne polygonale se replie done 
sur elle-méme encore. Sil’on prend, pour origine «, le point a!”, 
avec a/”a/"—! pour premier cété, la ligne polygonale est repliée et 
Vona 


Ul 
(2) A= Hn = XLn+1) Gnr—-1 = Ln+2, a) Gat Ie 


La encore, le méme fait n’aurait pas lieu, en général, si, de l’o- 
rigine #, on faisait parur la ligne polygonale dans le sens opposé. 


Condition de fermeture. 


Parmi les lignes polygonales, en est-il qui se ferment? Pour ré- 
pondre a cette question, on observe que les paramétres x et Xm, 
tout comme & el x,, sont liés par une équation doublement qua- 
dratique et symétrique, puisque, un sommet étant donné, la ligne 
polygonale est déterminée sans ambiguité : il y a done deux som- 
mets, et deux seulement, distants du premier par m rangs. La 
condition de fermeture, qui doit fournir un polygone fermé, 
ayant m sommets, est = x. Cette supposition faite dans l’équa- 
tion qui lie w» et 2, on obtient une équation du quatriéme degré 
en #: nous en connaissons les racines. Si, en effet, m est pair, 
m == 2Nn, ces quatre racines sont les paramétres des quatre points 
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n 
0? 


a, #5, #3, sommets de lignes polygonales qui commencent par 


9 
les points %, %, 2, %; communs aux deux coniques. Si m est im- 
pair, 7 = 2m +1, ces racines sont alors les paramétres «”, o/”, 
a", %y, appartenant a des sommets pris sur les lignes polygo- 
nales (2), qui commencent par les points de contact des tan- 
gentes communes aux deux coniques. 

Ainsi la condition de fermeture, pour chaque entier m, est 
effectivement satisfaite par quatre lignes polygonales, dont cha- 
cune, sans constituer un polygone fermé, se replie sur elle- 


méme. 


Théoréme de Poncelet. 


Il n’yadonc, en général, aucun polygone fermé, a la fois inscrit 
dans une conique X et circonscril 4 une autre conique Y. Mais, si 
ces deux coniques ne doivent pas étre prises arbitrairement, il 
peut certainement exister de tels polygones. A un triangle, un 
quadrilatére ou un pentagone, on peut, a la fois, inscrire une 
conique et circonscrire une autre conique. 

Quand il en est ainsi, l’équation de fermeture, quia plus de 
racines que d’unités dans son degré, se réduit a une idenuté; elle 
est satisfaite alors, quel que soit le point x. C’est le théoréme de 
Poncelet: s’¢l existe un polygone fermé, inscrit dans une conique 
et circonscrit a une autre conique, tl existe une infinité d’au- 
tres polygones, du méme nombre de cétés, inscrits, comme le 
premier, dans Vune des coniques et circonscrits a lautre. 


Expression géométrique de la condition de fermeture. 


Supposons deux coniques X et Y, telles que les lignes polygo- 
nales se ferment effectivement toujours, en formant des polygones 
de m cétés, Cette propriété se retrouve aussi dans les lignes po- 
lygonales repliées, et c’est ce fait que nous allons examiner. 

Considérons la ligne repliée (1), qui commence au point a, et 
supposons 2 n inférieur 4 m. La ligne, en se continuant au dela de 
on, Aoit satisfaire a la condition x,—= x. Il faut donc qu'elle se 
replie, de nouveau, au dela de v2,, qu’on ait donc 


L=Lmy == Lon; Lin—1 == ©2n+1) Lym—2 = Lan+2) 
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Si m est pair, les sommets qui coincident de la sorte sont di- 
stants d’un nombre pair de rangs; c’est le caractére de la ligne re- 
pliée de premiére espéce (1). 

Si, pour origine de la ligne polygonale, on prend le point 
Ly = 4, on aboutira donc a un autre point «; entre ces deux points 
il y a $(m— 2) sommets. 

Si m est impair, les sommets en coincidence sont distants d’un 
nombre impair de rangs: c’est le caractére des lignes repliées de 
seconde espéce (2). Si done, pour origine de la ligne polygonale, 
on prend le point #, on aboutit aun point 2’; entre les deux points, 
il ya $(m— 3) sommets. 

Considérons, en second lieu, la ligne repli¢e (2). On aura 


L= Lm = Lyn) Linm-1 = Lan+2, Lm—2 = L2n+3, 


Si m est pair, les sommets qui coincident ainsi sont distants 
dun nombre impair de rangs : c’est le caractére des lignes replices 
de seconde espéce. Ainsi, partant d’un point a’, on aboutit a un 
autre point 2’; entre ces deux points, il y a } (mm — 4) sommets. 

Si m est impair, partant d’un point 2’, on aboutit a un point 2; 
entre ces deux points, il y a $(m—3) sommets. C’est une ligne 
polygonale qu’on vient déja d’envisager, mais en la parcourant 
dans l’autre sens. 

Voici donc, d’une maniére générale, la condition d’existence 
des polygones de m cotés : st, pour premier sommet, on prend 
un des points communs aux deux coniques ou lun des points 
de contact d’une des tangentes communes, on dott aboutir a 
un autre paretl point, de méme espéce st m est pair, d’espéce 
opposée st m est tmpuir. 

Si, quand on prend pour premier sommet un quelconque des 
huit points « ou , cette condition est satisfaite, on voit qu’elle 
Vest aussi quand on prend pour premier sommet tout autre de ces 
huit points. Mais c’est la une propriété qui résulte aisément de ce 
fait bien connu, que la figure composée de deux coniques se 
change en elle-méme de diverses maniéres, par homographie et 
par polaires réciproques. 

Voici les constructions qui résultent de la proposition précé- 
dente : 

1° A une conique Y on circonscrit une ligne polygonale ayant 
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(nr —1) sommets. Si, par ces sommets et par les deux points de 
contact des cétés extrémes, on peut mener une conique X, ily a 
des polygones, de 27 cétés, inscrits dans X et circonscrits a Y. 

2° Dans une conique X, on inscrit une ligne polygonale ayant 
(n —1) cétés; on prend, en outre, les tangentes de X aux som- 
mets extrémes; s'il existe une conique Y tangente a ces (nr + 1) 
droites, il y a des polygones, de 27 cétés, inscrits dans X et cir- 
conscrits a Y. 

Ces deux constructions, corrélatives l’une de l’autre, s’appli- 
quent sans obstacle jusqu’a n = 4. Elles fournissent donc les cas 
du quadrilatére, de lhexagone et de l’octogone. 

3° Dans une conique X, on inscrit une ligne polygonale ayant 
(n—1) cétés; on prend, en outre, la tangente de X au dernier 
sommet; sil existe une conique Y tangente a ces n droites et 
passant, en outre, au premier sommet, il y a des polygones, de 
2n—1 coétés, inscrits dans X et circonscrits a Y. 

Cette construction s’applique jusqu’a n= 4 et fournit les cas 
du triangle, du pentagone et de l’heptagone. 

C’est maintenant aux fonctions elliptiques que nous allons de- 
mander la définition générale de la condition de fermeture pour 
un nombre quelconque de cédtés. 


Représentation elliptique des lignes polygonales. 


Ainsi qu’on l’a vu au Chapitre IX, on peut considérer les para- 
métres x el x, comme égaux a pu et p(w+ VU), wu étant un argu- 
ment variable, U constant. De cette maniére, les sommets succes- 
sifs 2_2, 4, L, %1, Lo, -.. ont pour parameétres les valeurs de la 
fonction » pour les ~arguments°w—2U, w—Us wu, u--U, 
u-+ 2U, .... Les paramétres v, correspondant 4 2 = pu, sont 
p(w sv). 

Les arguments des paramétres « sont zéro et les demi-périodes ; 
ceux des paramétres % sont $U ou $U augmenté des demi-pé- 
riodes. Ce sont aussi, en ordre inverse, les arguments des para- 
métres a’ et @’. 

Les arguments des sommets, sur les lignes polygonales repliées, 
sont de la forme w+ nU (w étant zéro ou une demi-période), 
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pour la premiére espéce (1); ils sont de la forme w + (n+ 3)U, 
pour la seconde espéce (2). 

La condition pour l’existence des polygones fermés, de m som- 
mets, c’est que mU soit une période. 


Invariants. 


Les deux invariants absolus a, y, qui caractérisent |’équation 
doublement quadratique (p. 340), ont, sur la figure, des interpré- 


tations simples. Ces deux invariants 


_ (4o= M1) (3 Oe) c AG Themes (20 Ieee ic) 
(Gita ap — a) = (Bo— Be)(Bs— 81) 


que nous ayons enyisagés comme des rapports anharmoniques, 
sont effectivement les rapports anharmoniques des quatre points 
communs aux deux coniques, considérés, dans un méme ordre, 
soit sur X, soit sur Y, 

La ‘proposition prouvée au Chapitre précédent, et qui consiste 
en ce que ces deux invariants déterminent |’équation sans ambi- 
guité, a des substitutions linéaires prés, cette proposition est éyi- 
dente par le mode de représentation actuel. Etant pris, en effet, 
quatre points a volonté, il existe une conique unique X, lieu du 
sommet d’un faisceau dont les cétés passent par ces points et dont 
le rapport anharmonique soit égal a a. Semblablement, la co- 
nique Y est déterminée, sans ambiguité, par le rapport y. Ces 
deux coniques déterminent les lignes polygonales et, par suite, 
Péquation doublement quadratique. 

On peut intervertr les réles des variables x et y. Les rapports 
anharmoniques analogues a a et ay doivent reproduire ces der- 
niers. Ils sont composés avec les paramétres 6’ et «. On retrouve 
ainsi cette proposition trés connue, que le rapport anharmoni- 
que des points d’intersection, pris sur une des coniques, est égal 
au rapport anharmonique des tangentes communes, pris sur 
Vautre. 


Invariants de fermeture. 


Les invariants de fermeture sont ceux qui, égalés 4 zéro, expri- 
ment la condition pour existence de polygones inscrits dans X 
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et circonscrits 4 Y. Ce sont des fonctions des deux invariants fon- 
damentaux «, y. Nous les trouverons en exprimant que mU est 
une période. 

Kt, d'abord, excluons le cas o4 2U est une période; ce cas 
correspond 4 la supposition que la conique Y se réduise a un 
point. Par cette supposition, qui entraine pour pU Dune des va- 
leurs €,, 2, €3, y aurait l’une des valeurs 0,:00, 1. 

Nous allons considérer, en premier lieu, le cas ot 4U est une 
période. On a vu(t. I, p. 51) qu’en prenant 


(3) pU = e3+ y/(e1— 3) (€2— es); 


on obuent, pour U, un quart de période. Avec cette valeur de 


pU, ona 
pu-—e4 Yas 
pues ahi €2— 63 


A cause des égalités (IX, 10, 15) 


€2— @3 pu 


(4) Pa OT Se 


il en résulte «= y?. C’est une forme élégante de la condition 
pour le cas des quadrilatéres : if y a des quadrilatéres tnscrits 
dans une conique X et circonscrits a une conique Y, quand le 
rapport anharmonique des points communs a ces coniques, 
pris sur X, est le carré du rapport anharmonique de ces 
mémes points, pris sur Y. Cest dailleurs une traduction im- 
médiate de la condition graphique, trouvée plus haut : les tan- 
gentes de Y, en deux points communs aux deux coniques, doi- 
vent concourir sur X. 

Il y a six valeurs de pU, analogues a la valeur (3), et qui cor- 
respondent a des quarts de périodes. L’égalité «= y? n’est donc 
pas seule pour traduire la condition relative aux quadrilatéres. 
Au lieu de considérer les six valeurs de pU, nous pouvons aussi 
effectuer le systeme complet des six substitutions, qui remplacent 
ala foisaet 8 par 1— a et 1— 8, eb g -.-» Tl nait de 1a trois 
égalités seulement, savoir 


(5) {=O Oy HP BY OK 2 Bey ia 0 
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Les premiers Paembresmlerceamreis égalités constituent trois 
facteurs de la fonction 4,(U), dont les racines sont les quarts de 
périodes (t. I, p. 96). Nous allons former effectivement cette 
fonction, ainsi que celle d’indice 3. Par la on trouvera tous les 
invariants de fermeture. 

Par les égalités (4), on conclut @,, és, e3, sauf un facteur arbi- 
bitraire <, comme on l’a déja vu au Chapitre IX, et ona 


a(pUu—e&) = ae 
7 __ Cea) 
t(pU—e.)= Peet 
a(pU—e)= =: 


De la résulte, si ?on multiplie membre 4 membre, 


Ge pT eee = Cay 
o Svs Ke a)? : 


et, si l’on différentie, en laissant « constant, ainsi que 7, ce qui 
laisse constants les inyariants elliptiques, 


en GAu) a(%—1) 


(7 4c) @) U = —_— 30 
7) J dy (y—- 4)? 


En différentiant encore dans l’égalité (6) et remplacant, au 


dU 
premier membre zp’/U a par l’expression (7), on obtient 


2a(o% —1) 


Geet 


Owen iA 


ND) 


bye 2a Ty =a). 


Au moyen de l’égalité (6) et de expression de zpU, savoir 


(8) Pan eee eee le 


Y—4 


nous obtenons immédiatement v3(U), qui s’exprime ainsi (an 
p- 99 et 96) 

$3(U) = 3pU p?U — jp? u, 
d’ou résulte 


a2 (4% — 2 


ts (U) = SY fart +01) +0a— ya. 
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Le développement du second membre offre des réductions, et 
il reste 


t¥3(U) = — sr [lea a2 8 etre aie Y* I. 
Pour calculer ensuite ¥,(U), on a la formule 
,(U) ; 7 F 
TE = p*U—p U43(U), 


qui donne 


P étant un polynéme entier dont le terme du plus haut degré en 
poy. P § 
y provient de la seconde partie — p’U¥;(U); c’est y®. Revenant 
aux égalités (5), on en conclut 
t$b,(U)-~ 243(a—i)3 


SUM Koa eat nr ea ee) 


Prenons maintenant, comme au tome I (p. 103), les deux quan- 
lités (que lon ne confondra pas avec les paramétres des coniques) 


(9) z= Y3b,8, ¥=VY9", 


en nous souvenant que te n’est autre que —p. Nous aurons 


[22— ay(2y2?— 3y + 2)a+ y']3 
a 2.5 h 
Go) 23/07 —— ay (ya) © 
a (y2— «) (7? — 2¥ | a).Cy? Day 1 a) 
tc a(a—y2(y — 1) 


En résumé, dans les deux égalités (10), « et y désignent les 
rapports anharmoniques des quatre points communs a deux 
coniques X et Y, pris dans un méme ordre sur X et sur Y res- 
pectivement. La condition pour lVexistence de polygones de 
m célés, inscrits a X et circonscrits a Y, est 


POO 72 =] Box C= 0; 
m= h.. v=o, 
= Joc 57 50 = We 
it = Woe VY—ai— y*— 0, 
m= 7.... (y—#)e—y=o, 
== Beo (y—2“)(2e%@—y)—xy?=0, 
erste eae Vn) ( Yaak)? ==. 0s 


TZU. o06 (CB SP AG I), 
1 = iiNiscse (BSE 72 NG? Ses) eA GY — 1 
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r 


et ainsi de suite, conformément a la formule récurrente qui a été 
démontrée au tome I (p. 103). 


Cas ou les deux coniques sont tangentes entre elles. 


Si l’on voulait considérer deux coniques tangentes entre elles, 
on se trouverait dans le cas ott les fonctions elliptiques dégéné- 
rent. Il est 4 remarquer que les formules précédentes s’appliquent 
fort bien a ce cas singulier, comme on va voir. 

Supposant les points % et %, infiniment voisins, on devra ad- 
mettre, pour les différences a — a, et By— 6,, des arguments 
de ces points, sur les deux coniques, des quantités infiniment pe- 
tites d’un méme ordre. Les rapports anharmoniques « et y sont 
done infiniment petits, et leur rapport est une quantité finie c. 
D’aprés cette supposition, les formules (10) se réduisent ainsi 

(Gea Noe oD 


(11) GS ee TT: 


% 
23 c* 


et les résultats ci-dessus sont toujours valables. 

Pour comprendre leur exacte signification en ce cas, observons 
que « est le carré du module des fonctions elliptiques, supposé 
nul ici. La fonction sn dégénére en la fonction sinus et l’on a [en 
prenant \ =1 dans Dégalité (19) du tome I, p. 24] 


ui 


uit y. . 


3 sin? U 


D’aprés nos suppositions, la formule (8) donne, en supposant 


=1, 


DS (8 
Opies eee 
P eG 
De ces deux égalités résulte 
¢ = cos?U. 


Les expressions (11) de x et y peuvent alors étre écrites sous la 
forme 
sin33U cos2U 
~ 98 sin3U cos8U’ 


~ 93 cos*U 
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On a vu (t. I, p. 198) que la fonction $,(U) s’exprime par la 
fonction o sous la forme 


: o(nU) 
NC ee 
Zn ) (cU)# 
Pour la combinaison y,, employée au Chapitre IV dutome I et 
dont nous venons de faire usage, il en résulte 


ni—_h n?—t1 


(12) ne) stn UN) > (ea) <2 


Quand se présente la dégénérescence supposée actuellement, la 
fonction ¢ se réduit aun sinus (t. I, p. 183), sauf un facteur qui 
disparait dans la combinaison (12), et lon a 


n?—th 
ne singe Uy(sin WU \y.2 
ves " 


(sin2U) 3 


Les deux quantités x et y ne sont autres que y} et y,; on a 
bien effectivement 


Ye (sins U )2( sin US (sin3 U)3 
ee (sin2U)8 ~ 28(sinU)3 (cos U)8 eae 
pean sm4U(sinU)* — _cos2U : 
“ (sneUys «a8 (cos UE ae 


On voit done que, pour le cas ot les coniques sont tangentes, 
le calcul employé précédemment conduit a des résultats que lon 
peut trouver directement par la multiplication des angles, et qui 
peuvent s’énoncer ainsi : deux coniques X et Y étant tangentes 
entre elles, on prend les rapports anharmoniques «, y de leurs 
points d’intersection, comme précédemment, en supposant « 
et y infiniment petits et y : 4 = cos*U; la condition pour Vexis- 
tence des polygones, de m cétés, inscrits dans X et circonscrits 
aY, est alors sinmU =o. 

Il n’existe aucune simplification nouvelle pour le cas ot les 
coniques ont entre elles deux contacts séparés, sont, comme on 
dit, bitangentes. En effet, on peut supposer, a la fois, % — a et 
%3 — %» infiniment petits; «% et y ont encore un rapport fini, qui 
constitue un invariant c. Le calcul précédent s’applique sans au- 
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cune modification. Deux coniques bitangentes peuvent, on le sait, 
étre considérées, au point de vue de la géométrie projective , 
comme deux cercles concentriques. A ce point de vue, le lien est 
manifeste entre la condition d’existence des polygones et la multi- 
plication des angles. , 

Les cas ot les coniques ont un contact du second ou du troi- 
siéme ordre seront, tout a l’heure, examinés plus nettement par 
un autre procédé. On doit prévoir que, pour ces cas, l’existence 
des polygones est toujours impossible; car, dans une telle figure, 
il n’y a aucun invariant absolu. 


Equation caractéristique. 


Nous avons, au Chapitre IX, appelé éguation caractéristique 
celle dont les racines p, g, 7 sont les trois quanlités t(pe — e,), etc. 
Par ces racines les deux rapports anharmoniques a, y s’expriment 
ainsi : 


3 Ap ey Mee ONG 18S SO SO res) 
cep — gp 


Ces deux égalités ont précisément la forme de celles qui servent 
a exprimer les deux rapports anharmoniques @, y par les racines 
de Péquation dite éguation en s dans la théorie analytuque des 
coniques. Soient X = 0, Y =o les équations des deux coniques 
en coordonnées ponctuelles. Envyisageons, dans le faisceau 
sX + Y = 0, quatre coniques caractérisées par les valeurs so, s,, 
So, 8; du paramétre s, et prenons la quantité 


(So — $1) (83 — $2) ° 
(S89 — 52) (83 — 51) 


C’est le rapport anharmonique des tangentes de ces quatre coni- 
ques en un quelconque des quatre points communs. D’aprés cette 
propriété, prenons sy =, de facon que l’une des coniques envyi- 
sagées soit X. Prenons ensuite, pour s,, S2, $3, les paramétres au 
moyen desquels sX + Y =o représente deux droites. Chacune 
des tangentes est alors une des trois droites qui joignent Pun des 
quatre points aux trois autres, tandis que la premiére tangente est 
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celle de X. Le rapport anharmonique des quatre tangentes est 
donc celui des quatre points sur la conique X. 

Sip, 7, 7 sont les trois paramétres dont il s’agit, on voit que 
ce rapport anharmonique a l’expression donnée tout a l’heure 
pour #. Si lon prend maintenant sy) =o et encore p, g, r pour 
$1, S2, $3, on a, de méme, le rapport anharmonique y avec son 
expression (13). 

Les rapports mutuels des quantités p, g, 7 sont seuls déter- 
minés, par les égalités (13), en fonction de a, y. De méme aussi 
les rapports seuls des paramétres sont déterminés par la condition 
que sX + Y =o représente deux droites; car chacun des poly- 
nomes X et Y est déterminé a un facteur prés seulement. Aussi 
peut-on conclure en disant: Sovent X = 0, Y = 0 les équations 
des deux coniques en coordonnées ponctuelles ; l’équation ca- 
ractéristique a pour premier membre le discriminant de 
sX+Y. 

Cette proposition, extrémement élégante et qui est due a 
M. Cayley, peut encore étre établie de diverses maniéres. 

Pour éviter toute confusion, désignons les coordonnées cou- 
rantes (homogénes) par z,, 22, 23. Supposons la conique Y figurée 
par l’équation 


ae) 


(14) Y=< 


— 24233 = 0, 


en sorte que Yon puisse représenter les points au moyen dun 
paramétre y en posant 


LPB Pas 255) BONES LS Bellic 
La tangente a pour équation 


234 — 2, — 2Y* 53 = 0. 


Prenons deux tangentes répondant aux parametres y et y,. Les 
coordonnées du point d’intersection sont les suivantes 


(15) LS Be a Pal Be cee YA Sy Ooreceee aie 


Supposons maintenant les deux tangentes mobiles, mais liées 
entre elles par la condition de se couper sur une conique X, 
représentée par une équation du second degré homogéne entre 
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51, 32) 33. Cette condition se trouve exprimée si l’on remplace, 
dans l’équation de X, les coordonnées par les quantités propor- 
tionnelles (15). Ainsi, 

X (4,5 42, 23) = 0 


étant ’équation de X, on aura l’équation de condition en 
écrivant 


(16) X(y +71, 21, I) =o. 


Cette analyse a un lien évident avec celle qui a été employée 
au Chapitre IX (p. 339), et l’on voit immédiatement comment, 
x étant le paramétre du point d’intersection sur X, on déduira la 
relation doublement quadratique entre x et vy. Mais c’est une 
autre conséquence que nous vyoulons atteindre ici. Nous avons 
actuellement|l’équation doublement quadratique et symétrique (16) 
et nous savons (p. 365) que l’équation caractéristique a pour 
premier membre le discriminant de sX + (yv—y,)?. Or, sion 
remplace y et vy, par 2,, 32, 33, en vertu des relations (195), 
X redeyient le premier membre de |’équation de la conique X 


et (vy -—y,)? se remplace par 


PAV) Hy) a Be oe, 


premier membre de |’équation de la conique Y. C’est donc bien 
le discriminant de sX ++ Y que nous retrouvons ainsi. 


Coniques ayant un contact du second ou du troisiéme ordre. 


Le discriminant se réduit a un cube quand les coniques ont 
trois ou quatre points d’intersection confondus en un seul. Les 
trois racines @,, @), @; sont toutes trois nulles. C’est le cas ultime 
de dégénérescence pour les fonctions elliptiques, celui ot la fone- 
tion ou se réduit simplement a wu. On prévoit donc que les points 
successifs de la ligne polygonale seront caractérisés par l’addition 
d’une constante a un certain paramétre. Nous allons trouver aisé- 
ment un tel résultat. 

Conservant, pour Y, la forme d’équation (14), prenons 


X= Y+ 213,23, 
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de fagon qu’il y ait contact du second ordre au poimtes, s=s5= 0: 
L’équation (16) devient alors 


(17) (Y=: PAP) = Oo. 
Résolue par rapport a y,, elle donne 

WHY REV R= Dy. 
L’équation différentielle correspondante est donc 


dy on dy, 


) =o. 
V2 4 hy V2 cae hry 


et Vintégrale (17) peut s’écrire 
Ste V2 — ERY SE V2 — 4hy —- a). 


Il n’y a plus aucune période. En choisissant les signes des ra- 
dicaux, on peut écrire simplement 


V2 —4an = ¥ 2R—4dry SA, 
puis conclure 


V2? —4)¥m = V2 cs Gry + 2m. 


Le polygone ne se ferme jamais, puisque ) ne saurait étre nul. 
Pour le cas d’un contact du troisiéme ordre, on prendra 


et Von aura 


(y—ny=’A, n=yetyr. 


Autre méthode. 


Voici maintenant une autre maniére d’établir cette théorie. 
Prenons l’équation d’une conique X sous la forme 


we 


Bi BR 


X= 
1 q fs 


De méme qu’au Chap. VII, exprimons les carrés des trois 
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coordonnées en fonction de deux paramétres s et 97, et posons 


PAS =P pee 
(P= 9 pays. 
re GS-7) aes 

8 Piss ee 02 
) 2 (@—r)(q—p)*’ 
r(s—r) : 


Ca 


p) 


Pour traduire ces relations sous la forme elliptique, nous 
faisons 


pe—e;  pe—ez  pe—ez I 
= = = —= — 9 


Sp s—g Sip v 


(19) 


ce qui donne 
tpe=s— 3(pt+gqt+r). 


Nous désignons par U l’argument qui répond a s = 0, en sorte 
qu’on a 


tpU =—3(p+q+nr), 


pU—e _ pU—e,) pU—ex 


(20) = ; — t= 


als 


Les expressions (18) des trois coordonnées 3, sont comprises 
alors dans la forme 


(pe — ea) (pU — ea) ., 
= pe 
(€a— eg) (€x— ey) | 


(21) ks 


Rw 


? 


ce que, d’aprés le théoréme d’addition des demi-périodes, on 
peut encore écrire 
PY — x 


0 «— ; 


On reconnait ici expression de cos?a@z, employée au Chapitre I 
(p. 2) de ce Volume. 

En extrayant la racine carrée, nous pouvons écrire, au lieu de 
Pégalité (21), celle-ci 


l 


o(¢ — Wg) o(U — og) gia Ut P= Oe) 
NS NN A ee, ; 


(22) ovoU 


Sa 


y 
e 


comme on I’a fait, a l’endroit cité, pour cosas. 
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Considérons une autre conique Y, dont nous pouvyons prendre 
léquation sous la forme 


Représentons les points de cette conique par les égalités ana- 


logues 


1 
) ONO He'd is 


(€a— €B) (Ca ey)’ f 


OE 


Cette derniére peut étre envisagée comme découlant de l’ana- 
logue (21) ot lon ferait U =o, et ot l’on prendrait, pour 3), la 
limite de + Uz,, en sorte que, suivant la forme (22) donnée a 
Pégalité (21), on a maintenant 


o( 0 — Wy) Ty oe dule'—Wa) 


Q> 


I 
” 


On en déduit 


4 (o+U-+ ¢'—20) 
é ? 


: \o —— Asie ~ 
= ss eee) w) F(Y' —w) Fw 
Ww 


la sommation, au second membre, devant s’étendre aux trois 

demi-périodes. Cette somme nous est connue (p. 10); nous savons 
welle est égale au double produit des quatre fonctions 

q 5 I 


Oasis) 
ee) 
2 


Elle est done nulle si nous lions les deux arguments ¢ et ¢’ par la 
relation v’ =» + U. La droite joignant les deux points est alors 
tangente a la seconde conique, comme l’exprime la relation 


Bi B1 + 39 So + 5353, = 0- 


Voici done démontré a nouveau le théoréme fondamental. Pour 
se bien convaincre que le mode actuel de représentation ne différe 
pas, au fond, de celui qu’on avait considéré d’abord, il faut faire 
Vobservation suivante. Par les formules (22, 23) les coordonnées 
z et 2’ sont représentées comme des fonctions de v, doublement 

I. 25 
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périodiques de seconde espéce, ayant chacune un seul pdle. Mais 
ce sont ici les fonctions particuliéres dont les multiplicateurs 
sont +1 (t. I, p. 234). Elle se changent en fonctions double- 
ment périodiques ordinaires si lon y met 2u, au lieu de 0; ces 
fonctions ont alors quatre poles. C’est ce qui doit étre, en effet, 
quand on exprime les coordonnées d’une conique en fonction 
rationnelle du second degré par un paramétre, et que l’on repré- 
sente ce paramétre par une fonction doublement périodique a 
deux poles. Si Pon met ainsi 2u et 2w’, au lieu de ¢ et 9’, sans 
changer U, la relation entre les deux arguments variables devient 
u' =u $U, et lon reconnait que U est bien le méme argument 
qu’on a envisagé jusqu’ici. Par les égalités (20) nous trouvons 
maintenant encore que les trois quantités (e, — pU) sont pro- 
portionnelles aux trois racines p, g, 7 de ’équation 


(SP )S =) CS == 7 eae, 


ayant pour premier membre le discriminant sX — Y. 


Autre expression des invariants de fermeture. 


Soit 
Es) = s3 —kys?+ kgs — kz 


le déterminant de s X — Y, dont les racines sont proportionnelles 
aux trois quantités (pU— e,), ou, plus exactement, ce discrimi- 
nant divisé par celui de X. Considérons d’abord un argument va- 
riable ¢, défini par les égalités (19). On aura 


(24) pees ARs), ope = sae 


Pour calculer 43(v), nous pourrions procéder comme nous 
Vavons déja fait plus haut (p. 376). Afin de varier, observons 
deux propriétés caractéristiques de 43(w). Ona (to p96) 


a IY 2 5 
Ye= Spt _ 2p? = 3 ssp — a5 64, 


Wot résulte 
vain 
& =12p'— 3 gop — 3g3= 3p”. 
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De plus, les coefficients de 43, comparé au polynédme général du 
quatriéme degré 

ayp'+ 4a,p3+ 6a,p?+ fasp +a, 
sont 
at 2 o2 

22) Oy Pings) a TSO Sea 
et Pinvariant @)a@,— 4a,a;+ 3a} se réduit a zéro. Ces deux pro- 


priétés sont caractéristiques. De la premiére on déduit 


, 2¥3(P) 
tT ~ja TFC); 


par conséquent 
t#U3(¢) = 3s'—kys3 + 6hy5s?—12k38 + const. 


Par la seconde propriété, on détermine cette constante, qui doit 
faire évanouir l’invariant quadratique. Il en résulte 


(25) t#b3(9) = 35'#— fk, 83 t 6 ky s? 12k3s t 4kyk3— k3 = Fy (s). 


C’est en supposant s =o que l’on voit ¢ se réduire a U. Ainsi 
ctls(U)=4 ky ks — hee 


On trouve tout aussi facilement 


Ur 
<6 Yale) = 16F2(s)— 2F’(s)F,(s), 
(26) pe 
vs U) 2 é an. : 
<6 Lo) = 1643 + 2k3 — 8k; ky ks. 


Les deux invariants de fermeture x, y (g) ont, d’apreés ces éga- 
lités, les expressions suivantes : 


. — Gkiks— k3) 


28k§ 


? E 
DIES 


Expression des invariants de fermeture par des déterminants. 


Le calcul de la condition pour l’existence des polygones a m 
cétés se fail, au moyen des inyariants 2, vy, comme il a été indi- 
qué précédemment. C’est ce qu’on a de plus simple sur ce sujet. 
On ne saurait néanmoins omeltre un autre moyen de faire le 
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calcul, infiniment moins commode, mais extrémement élégant. Il 
a été trouvé par M. Cayley et se rattache, de la maniére la plus 
directe, ala théorie des fractions continues, ainsi qu’on le verra 
dans un Chapitre ultérieur. 

Ce moyen consiste 4 exprimer la foncuon Um sous forme de dé- 
terminant, comme on I’a fait au tome I (p. 222); mais, au lieu de 
composer le déterminant avec des dérivées prises par rapport a 
Pargument, on emploiera des dérivées prises par rapport a pU. 

La condition que mU soit une période peut s’exprimer sous la 
forme suivante : il existe une fonction entiére de pe et p’y ayant 
la seule racine » =U, multiple d’ordre m. Cette fonction est 
précisément celle-la méme qui est dénommée + (wz) ala page 224 du 
tome I, sauf les notations w, v au lieu de », U. On peut la mettre 


sous la forme M+ N\/F(s), M et N étant des polynémes entiers 
par rapport a la variable s, qui remplace pe, comme VF (s) rem- 
place p'(¢). 

La valeur particuliére U de argument ¢ répond as = o. L’exis- 
tence de la racine U, multiple d’ordre m, exige done que le dé- 


veloppement de M+ NVF(s), suivant les puissances ascendantes 
de s, commence par un terme du degré m. Pour effectuer ce dé- 
veloppement, nous prendrons les expressions explicites des 


polyndmes M et N, et nous supposerons \/F(s) développé ainsi 


(27) VE (S) = poe pis past pss9 se 

Pour les degrés de M et N, il faut distinguer deux cas, d’aprés 
cette condition que, s étant regardé comme du degré 2 (ainsi que 
pu), M+ NVEF(s) doit étre du degré m. 


aD). 
M = a+ 18 +- AgS8%?7-+...+ Ans”, ING bot bys. ower by 9s. 


La disparition des termes dont les degrés sont 0, 1, 2,...,7 
fournit des équations contenant les coefficients de M. Pour les 
termes suivants, les coefficients de N interviennent seuls : 


bn-2Pp3) + On-3py +...+ bo Pair = 0, 
On—2 VOR Same On—3 Ps Slee Ment by Pn+e = 0, 


On—2 Patra + On—3 Patat-..+ bo P2n-1= 9. 
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2° m=2n-+1. La forme de M est la méme, mais N a un 
terme de plus b,_,s”~', et les équations sont les suivantes : 


On-1 P2 + bn-2P3 eee bo Pri = 0, 
On P31 On—2 Pr sro Sos bo Pn+2 = 0, 


Voici done le résultat : ayant développé sous la forme (27) 
la racine carrée du discriminant de (sX —Y), on obtient, 
pour Vexistence des polynémes de 2n cétés, la condition 


P3 Pr see Pn+vi 

Ps Ps see Pn+2 mane 
==) 

Pr+1 > Pr+2 +++ Pen-i 


et, pour celle des polynémes de (2n 4-1) cétés, la condition 


| P2 P3 Prti | 

P3 Ps Pn+2 | 

| era wits Os 
| 

| Prti Pns2 +++ Pan | 


Ainsi, pour les triangles, la condition est p)= 0; pour les qua- 
drilatéres, p30. On vérifiera aisément la concordance de ces 
conditions avec celles qui ont été trouvées précédemment. | 

La liaison avec la théorie des fractions continues est ici évidente; 
mais nous réseryons l’étude de ces faits pour le moment ot nous 
formerons effectivement les fractions continues elles-mémes. 


Sur une forme de Vintégrale elliptique de premiére espéce. 


Par un calcul tout semblable a celui qui a été fait au Chap. VIII 
(p- 317), on déduit des égalités (18) 


oVpqr ds _ 27r(4,dz,— 2, dz,) 
Vis=p)(s—q)(s—7r) 43 


2p (23 dz,— 32,33 ) a 29 (4,;d33;— 4331). 


a] ao 


w 
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Mettons les lettres f et b pour désigner les deux formes quadra- 
tiques, représentées, jusqu’a présent, par X et Y : 
3i Z 
P 


Y= atts} + 


aN) 


+ 


SiS 


cS 
we 


Soient aussi 


Pee ee ets f3 = ie 


I 
2 02, 2 03 2 033 


Par les relations (18), on a § =o0?, et les égalités précédentes 


peuvent s écrire 


2(32dz,— 2,d3,) _ 2(23d3,— 3,dz3) 
SsV¥ Avy 
(28) _ 2(4,d%3— 33dz,) _ ds 
b ; 
ee a 
iv g) a 
On voit apparaitre, sous le radical, le discriminant de (sf — ¢ Ne 


Ces égalités, obtenues en considérant ainsi les formes quadratiques 
f et Y réduites, s’étendent manifestement a des formes non ré- 
duites, et voici maintenant comment on peut les trouver d’une 
manieére directe. 

Soit f= o léquation (homogéne en z,, 22, 33) d'une conique. 
On peut représenter les coordonnées d’un point de cette conique 


par trois égalités, telles que 


54 =a 42 
(29) 2 . ! i ae Dane i ” 
mM, U* + 2M, LM, M2 2*°--2M,L2+- My 

33 


M3%2+2M,x + my 


ou & est le paramétre et dun coefficient tout a fait arbitraire. Ceci 
étant, les trois déterminants, tels que (3,d@z,— z,d3,), s’expri- 
ment ainsi 
B,d3,— 3, d2> 
dx 


=2)2[(m,m— mgm’, )x2+-(m, mM’; — mgm’, )x + m',m,—m', mj. 


Prenons, d’autre part, les trois demi-dérivées partielles de /, 
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par exemple /;, en y substituant, pour les coordonnées, leurs 
expressions (29). On a ainsi 


S3= (Av?+ Be +C), 


et les coefficients A, B, C sont des constantes, indépendantes 


de i. Les trois rapports, tels que ae 
SJ 3 


pendants de i. En vertu de Péquation f = o, qui entraine df = 0, 
on a 


>» sont donc indé- 


fiidz,+ fodz,+ f3dz3 = 0, 


fiz. + fe. + fs23 = 0; 
dott résulte 


Bab, — 5, dS 33 AZ, — 3,3 By d33— 2305, 


(9) f3dax = A fidx id frodax 


Chacun de ces rapports a, pour termes, deux polynédmes du se- 
cond degré en x, indépendants de 4. Comme d’ailleurs les trois 
polynémes dénominateurs n’ont aucun facteur commun, il faut 
que les polyndmes numérateurs reproduisent les dénominateurs, 
sauf un facteur constant. Ainsi les trois rapports (30) sont con- 
stants: c’estce qu’on exprime habituellementen introduisant trois 
arbitraires ¢,, C2, ¢3, dénotant par (c,d@z_2;) le déterminant 


Cy C2 C3 

(31) (Cidz5.23) =| dete dzs dzzs || 
41 42 33 
(c, dz 23) 


et disant que le quotient 5 est constant, 


(e1 fi + C2f2+ C3f3) ax 
quelles que soient les arbitraires ¢,, C2, C3. 

Soit maintenant | un polyndme du second degré, ou forme 
quadratique, homogéne en <z,, Z2, 3. Em y mettant, pour les z, 
leurs expressions (29), on obtient le produit de )? par un poly- 
nome X, du quatriéme degré en 2. Il en résulte 


(c, dz, 23) du 


(ofr + Cofo+ ea fa) VY VX 


(32) 


Voila donc une nouvelle forme des différentielles elliptiques de 
premiére espéce. Cette différentielle, qui figure au premier 


392 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


membre (32), est prise tout le long de la conique f =o, c’est- 
a-dire qu’on y considére les variables comme liées par l’équauion 
f= 0. Elle est indépendante des quantités c; de plus, elle ne dé~ 
pend que des rapports des trois variables. Enfin elle est mise sous 
forme invariante, comme il est évident. Mettre aussi sous forme 
invariante la substitution qui améne la variable s, c’est ce qui 
moffre pas de difficulté par les formules (18); on en trera s 
ainsi 


se) ! (ie i —_— } eG 
Sa Peat) rot Dal? q)(p es 


etl’on exprimera le second membre par les invariants et covariants 
de f, ¥. Vest 1a un calcul analogue a celui qui a été fait au Cha- 
pitre VIII. Mais, pour qu’on apercoive mieux le lien avec la for- 
mule de duplication de M. Hermite (1X, 48), nous prendrons, 


comme point de départ, une identité entre des covariants. 


Sur les covariants de deux coniques. 


Soit / une forme quadratique 


ia Dj) 375; = A112? t An, 53 t 33 23 - 24954 52+ 223 32.33-+ 2Q43 34 23, 


qui, égalée a zéro, représente une conique f. Son discriminant, 
que nous désignerons par hy, est le déterminant des coefficients, 


Ai, &12 43 
hy =| Qy2 G22 a3 


13 Arg 33 
les mineurs de ce déterminant seront désignés par les lettres « : 
11 = Ay2A33 — A3s, X23 = @13 412 — 11 93, 


D’aprés les propriétés élémentaires des déterminants: 1° le dé- 
terminant analogue, formé avec les «, est égal au carré de hy : 
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2° les mineurs de ce dernier reproduisent les coefficients primi- 
tifs, multipliés par ho. 


(33) hy A11 = %9%33 — 233, Ny a3 = %13%19— 11 %3, 
En désignant par §,, &, &3 les coefficients de I’équation d’une 
droite 
on sait, par les éléments, que la forme 
J) = > a7 bib;, 


égalée a zéro, représente la conique f en coordonnées tangentielles, 
c’est-a-dire la condition pour que la droite touche la conique. 
Soit maintenant une autre forme quadratique 


Le discriminant de sf — ¥ est un polynéme du troisi¢me degré 
en s 


6 = hos? hs? hss — hg: 


le premier coefficient est le discriminant hy de f, le dernier /h: 

0 5) 3 
est le discriminant de b. Les coefficients intermédiaires sont com- 
posés comme il suit 


hy = Xa;;b:;, ja — 2 ai;Bi;, 


‘la lettre 8 étant employée pour représenter les mineurs du dis- 
criminant de v. 

Soit ¥ la forme adjointe a 4, comme f' a f, et considérons la 
forme composée f’— s’t’. Son discriminant est 


e= hy —his' + hys?— hs’. 


Comme on I’a observé déja, h/, et h’', sont les carrés de hy et h3. 
On a aussi, a cause des égalités (33 
? 9 


h', = ho Daz; Bij = hohe, fi ha 0p Oy he ele 


De la résulte 


= h2— hy hzs'+ hghys?— h?2 8’. 
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Si lon pose 


il vient 


. : : ho s 
en sorte qu’a chaque racine s de 6 correspond la racine Te de 0’. 
3 


Pour une telle racine, sf) =o représente deux droites et 
f'—s'V=o deux points. 

Prenons maintenant l’équation de la conique f’ — s'¥! en coor- 
données ponctuelles; son premier membre est 


(34) Anf —s'o + s*hg (*), 
© étant une forme nouvelle dont voici les coefficients : 
4) == DAG; eZ ;, 
Ay, = 9833+ G33 Boo — 2493 Bas, 
Ags = %413 Biot A192 Bi3— 23 Bit a CSE Bas, 


; 3 hos 
Reprenons l’expression (34), remplacons s’ par ae et concluons 
3 


que la forme 


devient un carré si l’on y met, au lieu de s, une quelconque des 
racines p, g, 7 de 6. Soient done 


h. 
i= ofa hop = P?, 
or hs ! 2 
(35) Pieper ee 


\ ? Sia = R?; 


les équations P= 0, Q=o0, R= 0 représentent les trois cétés du 
triangle conjugué commun aux deux coniques f et 4. L’ensemble 


(') Il en résulte que 9?—4h,h, fy =o représente les quatre tangentes com- 
munes a fet Y, et que la conique » = 0 coupe les deux coniques f et Y aux points 
de contact de ces tangentes. Cette propriété, bien connue, sera inyoquée plus 
loin, 
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de ces trois cétés est représenté aussi par l’évanouissement du 


jacobien 
I he fs 
D=| 4% Ye 3 
Pir oem 


Effectivement, en multipliant ce déterminant par celui qui est 
formé des coefficients des premiers membres (35), on obtient le 
jacobien de P?, Q?, R2, c’est-a-dire PQR multiplié par le déter- 
minant des coefficients des trois polyndmes du premier degré P, 
Q, R. Par conséquent, sauf un facteur constant, ona 


h: 
(36) p=[](e-2s- has) (= je GzP 


le produit, indiqué par I, s’appliquant aux trois racines de 6. 
Pour s’assurer qu’effectivement l’égalité a lieu, telle qu’on vient de 
Vécrire, il suffit d’envisager un point commun aux deux coniques 
) 8 |e 
f et J. En supposant ce point au sommet 3, = 2,== 0 du triangle 
de référence, on aura @33 = 03,;== 0, d’oti résulte 
5) 33 3 ’ 


014 =— 433, Go =— Ais, O12 = 423413, 
6,,=—— 03,, Boo = — 0? ,, Bio = bo3 43, 


A33 = (413 b23— G23 b13)?. 


Par conséquent, en ce point, 


os (Avahe\" 


“3 


Or, en un point ot f et | s’évanouissent, on a 


S121 + fre + £353 =0, 
Uy 24+ Uy Za U3 33 = oO, 


et, par conséquent, 


Sovs—Sabe _ faimSits __ Sita—Ahs _ 
41 42 43 


-«4|0 


Donc enfin, en un tel point, 


ou D?= 9%, comme le veut Pégalité (36). 
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Quand on suppose f= 0, le second membre se réduit au produit 
des trois bindmes, tels que (g — phy). Comme ¢@ est le produit 
des trois binémes tels que (s —p), on a ainsi 


(37) sou 7 = © et ee 1D 07 


Légalité (36), étant développée, prend la forme 


D? =o3—lhof +h, v)o? + [hy h3f?+ hy ho v2 (hy hy— 3hohs)fvle 


38) 
ce + ho h3 fet hgh? V+ (h?—r2hyoh, ha f?y+(hi—2hshyyhofY. 


Nous aurons encore a utiliser une autre propriété qui résulte 
aisément des mémes considérations. 
Désignons, en général, par f*’ une polaire 
5 ? 5 » par]; p 


FE = 4S 1 2ata aS) 


ott fi, fo, fz contiennent les coordonnées z. Abréviativement aussi 
mettons f(z), f(s’) pour désigner la forme f avec les coordonnées 
z ou 2’. Envisageons la combinaison 


(39) (fY) = af? v3 — f(4)¥(2) —f(2)¥@), 
qui pourra étre composée aussi avec une seule forme 
(40) af) = SEY —fE)SE)- 


Si on la compose ainsi avec une forme carrée, on obuent zéro 
pour résultat. Prenons donc l’un quelconque des trois carrés (35) 
et concluons que l’on a 


h3\? cence dt 
Cee ae (2) Cf) + (hos)®(Yp) — 24 (fg) — ahos be) + hoha( SY) = 0, 
quand on met pour s l'une quelconque des trois racines p, q, r. 


De la, trois identités que voici 


ho(vy) + ha( ff) = 2( 9); 
hs( ff) + hi(yy) = 2(b9), 
(99) + 2hohs( fl) = hohe (vb) + hy h3( ff). 


(40) 


Nous aurons a employer la premiére. 
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Formules de duplication. 


En supposant 3,, Z2, 33 variables d'une maniére quelconque, 
nous ayons 


= 9141+ 9259+ 9343, Y = $13, + 259+ U3 33, 
3d9 = 9,d2,+ o.dz,+ 0333, $dY = by dz, + Yo dz, + U3 dz, 
2(¥ de —e db) = (92%3— 32) (23d3,— 32 dz3) 
+ (934 
+ (91V2— 92 )( 4224 — 3, dae). 


o13)(51d33 — 3321) 


Nous pouvons écrire cette derniére quantité sous la forme 


(41) a( de 


o dv) = (Cente dz... B3), 


comme nous avons fait précédemment pour le déterminant (31). 
Res, ey 
Les quantités c! sont ici 9243 


O32, ..., et la quantité corres- 
pondante (c, fi+c¢,fo+c)f;) n’est autre que — D. Supposons 
maintenant les variables assujetties 4 la condition f= o. La diffé- 
rentielle (32) est indépendante des quantités c. On y peut donc, 
sans la changer, mettre les c’ au lieu des c; on a, de la sorte, 


d’aprés (41), 
(c1. AZ. 53) 1 Vdo—odv 


Se (er fit Cofot+ osfs) VY > Dy 


Si lon pose maintenant 


xe 
(43) Ss hyd’ 
on obtient, d’aprés l’égalité (37), 
(44) (cy. AZo. 23) ere ds : 
(efit Co fot ¢3f3) VY 2 /hys? — his? + hys — hy 


L’égalité (43) constitue l’expression de s par des covariants, 
dont il a été parlé (p. 392). D’aprés les relations (19), ot lon 
prendra, pour simplifier, = 4/0, le second membre (44) est 
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égal 4 4dy. Puisque » est le double de l’argument w, on voit que 
Péquation différentielle 
(cy. ds5. 53) 
(er fi+ C2 fo+ C3 fs) VY 


(45) Qi 


définit précisément ce méme argument w dont il a été question 
jusqu’a présent. C’est, au reste, ce qui résulte aussi de ce fait que, 
si on le suppose nul en l’un des points 4) = 0, il est égal a une 
demi-période en chacun des trois autres points analogues. Ceci 
supposé, ’argument 2u est égal a une période quand s est in- 
fini (43). L’égalité (44) donnant 


ds 
= > 
Vio s8— hys? + hos —h; 


(46) A 


on en conclut 


T y 
(47) s= 7 (4pau+ $m): 


La ressemblance de cette analyse avec celle qui a suggéré a 
M. Hermite la formule de duplication (IX, 48), indique suffisam- 
ment une autre voie par ot l’on parviendrait encore a ces ré- 
sultats. 

En supposant les z exprimés par un paramétre x (29), on ob- 
tient, pour 4, un polyndme du quatriéme degré X. En méme 
temps, 9 devient aussi un tel polynéme, et il est visible que 
o+4h,¥ doit se changer en le hessien de X, tandis qu’en méme 
temps D reproduit le covariant T ('). Un autre moyen s’offre en- 
core. En définissant U par la différentielle (45) intégrée le long 
de la conique f entre deux points 2’ et z, il y aura leu de cher- 
cher l’expression de pU, comme on l’a fait au Chapitre IX 
(p. 359), et la formule (47) devra en résulter. Cette recherche est 
rejetée ala fin du Chapitre. 

Les égalités (43) et (47) nous donnent 


1 
e—a3hiv 


(48) fOD Dh i 


thn|/ = 


(") Vour a ce sujet un Mémoire de M. Linvemann, intitulé : Sur une représen- 
tation géometrique des covariants des formes binaires (Bulletin de la So- 
ciété mathématique, t. V, p. 313, et t. VI, p. 195). 
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En différentiant, nous obtenons 


a Oo— { 
2p'2udu = Lge ee 
1 \¢ 
ou, d’aprés les égalités (42, 45), 
(49) eae 
4 uy 


Calculons encore p!. Les égalités (46, 47) nous donnent 


ap'2udu=+thods, 


p22u = gh? (hos'— hys?+ hos — hy). 


De la, par différentiation dans la derniére, résulte 


p’2u = $ho(3 hos? — 245+ he), 


c’est-a-dire, suivant (43), 


(So) p2u= me sho + eho hy 2). 


Nous reviendrons, un peu plus loin, sur ces formules de dupli- 
cation. Il faut actuellement observer que la définiuion (45) ne fait 
pas intervenir la conique ¥ elle-méme, mais seulement les quatre 
points ot elle rencontre la conique f. Effectivement, comme dans 
la différentielle on suppose f= 0, on peut, sans changement, y 
remplacer 4 par ¥+A/. L’argument wu est, comme on dit, un 
combinant du faisceau § + if. Dans la théorie des polygones de 
Poncelet, il faut encore définir l’argument U. Nous savons déja 
que c’est la valeur de argument 2u pour s = 0 [éq. (1g) et (20)]. 
C’est ce qu’on retrouve facilement ici par l’égalité (43), ou Pon 
voit que s est nul au point de contact de f avec chaque tangente 
commune (p. 394, en note). Les arguments wu de ces points de 
contact sont+U, sauf des demi-périodes. L’argument U est donc 
bien la valeur de 2u pour s =o. 

Nous venons de considérer les fonctions elliptiques comme des 
combinants du faisceau de coniques, en faisant varier seulement 
Ja conique . Il est naturel d’étendre cette notion et de faire va- 
rier aussi la conique f. Pour ce but, il nous faut dire quelques 


mots des combinants. 
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Combinants d’un faisceau de coniques. 
Au lieu de fet ¥, on considére F et WV, en posant 
Fp dive Dee Se ieera, 


P, P's 9,7) étant des constantes quelconques. On a alors 


SF —W = (Sp—p')f+ (S¢q—@')¥ = (sf—)(q'— Sq), 


ered ae 
Sg 9 


Soit H,S?— H,S?-++ H,S — H; le discriminant de (SF — W); 
il reproduit celui de (sf — /), multiplié par (g’— Sq)’. On a donc 


H,S’— H,S2+ H,.S—H3;= h)(Sp—p')?+hi(Sp—p’)?(S¢q—q’) 
+ hsSq—q')s + ha(Sp— p’) (S¢—q'). 


Par 1a sont déterminés les nouveaux coefficients H, qu’il n’est pas 
nécessaire de développer. 

Le nouveau covariant ®, qui remplace 9, est composé linéaire- 
ment avec 9, f, 4; soit Ag+ Bf+ Cy son expression. D’aprés 
Vexpression de D sous forme de déterminant, on voit que D se 
reproduit multiplié par A(pq'-— gp’). Mais, dans Videntité (38), 
le terme en ®? seul reproduit un terme en 9, et ce terme est af- 
fecté du coefficient A?; on a donc 


ENG 1 met’ 120) hea 
d’ot résulte 
A =(pq'— qp’)?. 


Ainsi, D se reproduit multiphé par (pqg'— gp')?; c’est la seule 
conséquence qui nous importe ici. Mais on verra tout a l’heure 
aussi quels sont les coefficients B et C. 

D’une maniére générale, on posera, pour un polyndme P du 


degré n en 2, 22, 3s, 


comme on l’a fait déja pour J, 9, ¥, ott n était égal a 2. 


CHAPITRE X. — LES POLYGONES DE PONCELET. 4or 


Supposons que ce polyndme P soit exprimé, comme lest D2, 
par une fonction de /, 9, ¥, a coefficients constants, homogéne et 
du degré m, en sorte que l’on ait n = 2m. Formons le détermi- 
nant (/;. 2. P3). Soit 

. lo j 
Pe Sof veel: 


on aura manifestement 


am( fis. Ps) = E2yof*yP ol" (fi. be. 93), 
ou bien 


m( far Ya Pa) = DE ofthat. 


Ainsi, le déterminant (/;. 42. P;) s’obtient en multipliant par 
F pe A ° e y \ As . Rh 
aD la dérivée partielle de P, prise par rapport a 9 considérée 
comme une variable. 

Appliquons ce résultat a D?, pour lequel on a m = 3, et obser- 
vons que (D?), est égal 4 DD,; nous aurons, d’aprés l’expres- 
sion (38) de D?, 

E = (/i-42.Ds)=9?— 3 (aft hi)o 
+ 5 [AAs f? + heh ¥?+ (hy he— 3hoh3)fV]. 


(51) 


C’est un nouveau combinant, qui se multiplie par (pq! — qp')', 
quand on change fet ¥en F et W. 
Appliquons ce méme résultat a E et nous aurons 


(fr-Y2-Es) 
D 


= i (haf + Ay). 


C’est encore un combinant, qui se reproduit multiplé par 
(pd — qp')?. Ona donc 
® — 3 (HaF + WV) = (pq' — gp’) [9 —3 (a f+ my)], 


égalité qui fait connaitre explicitement ®, comme on I’annongait 
tout a Vheure. 


Fonctions elliptiques sous forme de combinants. 


Imaginons que nous ayons défini l’argument ellipuque uw, non 


plus au moyen de la conique /, mais au moyen d’une conique quel- 
Il. 26 
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conque F du faisceau. Soit ainsi 


(c1. dZ. 33) : 
(eq F, ae Co Fg Sao c3F3)/¥ 


Chip = 


Cette différentielle est considérée le long de la conique F = 0, 
et wa la valeur initiale zéro en un des points fixes du faisceau, 
toujours le méme. On aura légalité analogue a (48), savoir: 


1 p— ‘ H,W F 
ee ee 
mais, puisque I est supposé nul, on peut écrire aussi 


© — +(H,W + H,F) 
_ : 


pa 


4 


Le numérateur étant un combinant, nous pouvons écrire cette 


égalité sous la forme 


u 
ae ,p2u=o— shv—fhof. 


(9 oR) 


Semblablement, dans légalité analogue a (49), D se reprodui- 
sant multiplié par (pq! — gp')’, on a aussi 


1 3 
We 

aes) p2u=—2D. 

IMG, Ge 


Ecrivons Videntité (38) sous la forme suivante : 


D? = o — Kio? + K,9 —K; = §(¢), 

K, =/Aoft hy, 

Kg = Ayh3 f? + hoho? + (Ai hz — 3h3sho) fv, 

K3 = hn h3 fs + hz hj ¥3 + (h? — ahohe) haf? (h3 — 2hsh;)hofv?, 


et posons 
gw 
ee Ee TY 
(pq — 9p)” 
les expressions de p2u et p'2u prennent la forme 


tp2u=o— jk, Bp2u= 49(¢), 
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toutes semblables, dans l’aspect, aux expressions (24) de pe 
et po. La lettre 9 remplace s. La signification des lettres est, de 
part et d’autre, bien différente cependant; les coefficients du po- 
lyndme § et la quantité t sont ici des quantités variables. Maleré 
cette différence, toutes les autres fonctions elliptiques se composent 
encore ici par des formules toutes pareilles 4 celles qu’on a trou- 
vées dans le premier cas. Prenons, par exemple, p’2u. Dans son 
expression (50), on reconnait le combinant E (51), ot l’on a fait 
F =o. On a donc maintenant 


Tp ou = OE. 


Mais, d’aprés la maniére méme dont on a formé E, on a aussi 


Par conséquent, 
POU 2D. Fe), 


exactement comme les expressions (24) de pve et p'v donnent 
io DO = D1 (G)- 


C’en est assez pour que l’on déduise de la, par analogie avec les 
égalités (25, 26), celles-ci : 


(52) t*b3(2u) = 39'— 4K, 93 + 6K. 62 —12K39 + 4K, K; — K3 = F1(e); 


(53) oo H(2%) _ 1692(9) —29'(9) F1(9) = Fae). 


10) 
Soient maintenant, comme plus haut (9), 
X= P3(2u)ba(2u)-§, Y= hi(2u) $2(2u)-5; 


nous avons pour ces fonctions les expressions suivantes (4, étant 
, . i 3 
égal a — p’): : i 
3 te 
Xo ee Sg a 
28 Fe 2 F2 


Par leur moyen, on pourra calculer une quelconque des fonc- 
tions (t. I, p. 102) 


n2—t1 


3 


Yn(2U)=tn(2u)e(2u) *, 
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d’aprés les formules récurrentes déja employées dans ce Chapitre. 
Toutes ces fonctions nous sont donc dés maintenant connues sous 
forme de combinants absolus. Chacune d’elles est, par nos for- 
mules, déterminée en tout point du plan, et leur expression est in- 
dépendante des deux coniques particuliéres /, 4, qu’on a choisies 
dans le faisceau. 

Ici se présente tout naturellement la considération du leu géo- 
métrique défini par l’équation ¢,,(2u) = 0. Nous devons donner 
de ce lieu géométrique une définition indépendante des fonctions 
elliptiques et mettre en lumiére un fait bien remarquable : ce lieu 
se décompose en plusieurs lignes distinctes, comme déja nous le 
voyons al’égard du heu 4,(2u)=o0. Effectivement, J. n’étant 
autre que p’, ce lieu est défini par D = 0; il se compose des trois 
cétés du triangle conjugué, commun a toutes les coniques du 
faisceau. 


Représentation elliptique des points d’un plan. 


Nous supposons donnés, dans le plan, quatre points fixes a, 
4, %2, &3, pivots du faisceau, et nous affectons 4 chacun d’eux, 
pour argument, une demi-période, y compris zéro. Soient, pour 
fixer les idées, 0, W,, 2, W3 les arguments respectifs de a, a, 
oy, %3, dans cet ordre. L’invariant absolu ou module des fonc- 
uons elliptiques doit étre d’ailleurs considéré comme variable, en 
sorte que, pour chaque point du plan, il y aura un module et un 
argument, servant de coordonnées. 

Soit s un point du plan. Envisageons la conique f du faisceau 
qui passe par ce point. Le rapport anharmonique « des quatre 
points «, sur cette conique, définit Vinvariant absolu (4) des 
fonctions elliptiques. En supprimant la conique, nous avons, 
pour a, lerapport anharmonique du faisceau de droites, ayant son 
sommet au point Z, et passant par les quatre points a. 

La fonction pu est alors, pour les divers points de la conique f, 
un paramétre correspondant uniformément aux divers points de 
cette courbe, et prenant les valeurs #, €4, Cg, C3 aUX quatre points Oh. 
En désignant par y le rapport anharmonique du faisceau de quatre 
droites dont a est le sommet et qui passent par z, %,, %, %3, on 


CHAPITRE X. — LES POLYGONES DE PONCELET. 4od 


a done 
oy a WS Oh OB = 
( pu Cz 63 — & 


en méme temps que 
EE 
3 — ey 

Voila done les fonctions elliptiques et ’argument définis, pour 
chaque point du plan, par les rapports anharmoniques de deux 
faisceaux de droites. II s’agit maintenant de reconnaitre la pro- 
priété géométrique des points qui répondent a des parties ali- 
quotes de périodes. 

Joignons le point z au point a et envisageons la conique 
du faisceau qui a cette droite )z pour tangente. Pour cette couple 
de coniques f et ¥, l’argument wu du point < coincide avec l’argu- 
ment dénommé précédemment U. 

Voici donc la propriété géométrique de tout point s dont lar- 
gument uw est une m'*™* partie de période: st, par 5, on méne 
une conique f du faisceau et que, tangentiellement a a2, on 
prenne une autre conique ¥ du faisceau, tl existe des poly- 
gones de m cétés, inscrits dans f et circonscrits a Y. 

Pour chaque entier m, il y a un lieu du point z; c’est ce lieu 
qui doit étre examiné. Mais il est bon de s’arréter un instant sur 
une conséquence du mode actuel, employé pour représenter les 
fonctions elliptiques. 


Multiplication des arguments par 2. 


Un point z du plan représentant un module et un argument 
elliptique, il s’agit de trouver le point y qui représente le méme 
module et l’argument double. 

Pour cet objet, nous avons une construction : considérer les 
coniques f et ¥, comme on vient de le dire, puis mener du point 5 
a la conique t la seconde tangente, prendre le second point d’in- 
tersection de cette tangente avec f: c’est le point y demandé. 
C’est cette construction que nous devons réduire en formules. 

Pour triangle de référence, nous choisissons le triangle con- 
jugué du faisceau; nous affectons aux quatre points « les coor- 
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données 2; =1, 39===t1, 23-1 et choisissons les signes plus 
pour le point gz. En désignant par # les coordonnées courantes, 
on a, comme ons’en assurera aisément, les formes suivantes pour 
les équations des coniques / et ¥, 


f = (23 — 53) ei + (43 — 27) @3 + (47 — 23) 25 = 0, 
b= (42, — 43) ej + (43 — 41) #3 + (41 — 42) 03 = 0. 


Le point de contact x de la seconde tangente, menée du point s 
ila conique 4, a pour coordonnées 


(54) Ly = 53%, — B53 — 5251, 


Enfin, le second point y ot cette tangente coupe la conique / 
a les coordennées 


2 Se le en Dee? 

V1 = 43 53 4] 42 — 27 43, 

iz SS LS 2-2 
(55) SDS CIES IS CIS COC 
we Te Dd oD 72 72 

B3 = 3453 — 225} — 53 22 


Nous ne nous arréterons pas a la démonstration de ces for- 
mules, que chacun pourra vérifier sans peine par les procédés de 
la Géométrie analytique. On reconnaitra aussi qu’a chaque point v 
correspondent quatre points z, comme cela doit étre, puisqu’en 
passant de y a z on divise l’argument par le nombre 2. 

Les formules (55) donnent 


VAI Bio 93 —— 29 V3 v3 31 — 431 
ee J 4 Z = 21427 2253 + 4341, 
(41— 22)%3 (42 — 23) % (43 — 41) Be 


par ot l’on reconnait que l’équation 
(56) Ay = 4122+ 52 43-+ 4354 = 0 


caractérise les points z coincidant avec leurs correspondants 7; ce 
sont ceux dont les arguments sont des tiers de périodes. 

Remarquons enfin que les trois droites, joignant deux a deux 
les points @,, %, %3, et dont les équations sont 


42+ 23=0, 531+ £,= 0, 4, + 3,.= 0, 
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coupent une conique quelconque du faisceau, chacune en deux 
de ces points a, %, a3. 
, . eae Dyn) 
Enfin, nous déduisons des formules (95) 74 +Y2 = — 237 53,005 


ce qui fait retrouver ce résultat déja connu, que le lieu des quarts 
de périodes se compose des trois cétés du triangle de référence. 


Multiplication des arguments par un nombre quelconque. 


Ces éléments suffisent pour construire les deux fonctions 


o8(3u) ou 
o8(2u) 


(57) r=3(U)= , YU a 

Nous savons que ce sont des fonctions rationnelles de pu et 
des invariants. Ce sont donc ici des fonctions rationnelles des 
coordonnées s. Composons des fonctions rationnelles de ces 
coordonnées, ayant les mémes racines et les mémes poles, avec les 
mémes ordres de multiplicité. Ce seront les fonctions x, y sauf 
des facteurs constants, qui se détermineront sans peine. D’aprés 
ces considérations, nous avons 


(41 Bz + 2 53+ 23%)? VIVES: 


I 
ce, > iG es) Gs; TS Gia ee ee 


Ces fonctions, en effet, homogénes et du degré zéro, ne dépen- 
dent que du seul point z. Elles ont les racines et les pdles de- 
mandés, avec les degrés de multiplicité nécessaires ; car, on le re- 
marquera, la fonction dénominateur 


(44+ 52) (42 + £3)(43-+ 41) 


admet chaque demi-période pour racine double. Enfin les valeurs 
numériques des fonctions, pour w= o, coincident de part et 
d’autre. Les expressions (57) donnent, en effet, pour w= 0, 


tandis que, pour les quantités (58), on trouve, en supposant 
|= 3.= 53, c’est-a-dire au point a, les mémes valeurs numé- 


rr 
~ 
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Au moyen des deux fonctions z ety, nous savons effectuer la 
multiplication de l’argument par un nombre entier quelconque. 


Lieu des points dont les arguments sont des parties aliquote 
de périodes. 


D’une maniére générale, appelons z» un point dont argument 
est la mi*™ partie d’une période. Nous connaissons déja le leu 
des points 53, c’est Ay (56), et celui des points z,, c’est l'ensemble 
des trois cétés du triangle de référence. 

Le lieu des points zg est formé par l’ensemble de trois coni- 
ques A,, As, A3, dont on obtient les équations en égalant a zéro 
les trois quantilés w (54). C’est une conséquence immédiate des 
propriétés que nous avons reconnues aux lignes polygonales re- 
pliées. Mais voici un autre moyen. 

Suit ze rk ani’) 

6 
etn’ ne doivent pas étre pairs tous deux, sans quoi il s’agirait 
d’un point z;. Considérons le point dont l’argument est rw + no’; 
c’est un des points %;, mais non pas 4, comme on le voit par 
Pobservation faite sur n et n’. La différence entre les arguments 
2nw + 2n'o’ 
3 
conique /,, tangente a la droite #;25, l’argument correspondant 
U est un tiers de période. Le point 3, a donc, par rapport au point 
a;,laméme propriété que chaque point Zz; par rapport au point a. 

Par le changement du signe des coordonnées, on échange les 
quatre points # les uns dans les autres. Ce changement a pour 
effet de changer la conique Ay en l’une des coniques A,, As, Aj. 
La proposition est donc prouvée. 


"argument dun point zg. Les deux entiers n 


de ce point a, et du point 2, est 


- Si donc on méne une 


On parvient encore au méme résultat par cette observation que 
Yon a, d’aprés les formules (595), 


ViIVI Voy 3 Lyi Ag Ay A 9 Ag. 


Si, de méme, dans A,, Az, Aj, on substitue, a la place des z, 
les y, exprimés par les formules (55), on obtient les équations de 
trois courbes, composant le lieu des points z,.. Répétant cette 
méme substitution, on obtient le lieu des points 254, .... 


CHAPITRE X. — LES POLYGONES DE PONCELET. 4og 


D’une maniére générale, on voit, par les mémes raisonnements, 
que le lieu des points Z22,, se compose d’une courbe : en trans- 
formant cette courbe par la substitution (55), on obtient trois 
nouvelles courbes, lieu des points z,,,, et l’on peut obtenir les 
mémes courbes, en changeant, dans |’équation de la précédente, 
les signes des coordonnées. En répétant ensuite la méme substitu- 
tion (55), on obtient constamment trois courbes, composant le 
eu des points Zgnj-4, S10n485.-- 

Pour les points z,, le lieu se compose de trois lignes droites ; 
en répétant la substitution (55), on obtient toujours aussi trois 
courbes distinctes, pour le lieu des points dont Vindice est une 
puissance de 2. 

Revenons maintenant aux combinants rationnels par lesquels 
s’expriment 4; (2w), U,(2w),.... La fonction ¥,,(2u) a pour racines 
toutes les nie’ parties de périodes, n étant un diviseur de 2m. Si 
m est impair, le leu, obtenu en égalant a zéro le combinant cor- 
respondant, comprend les lieux des points zp et Zon, en lout 
quatre courbes, pour chaque diviseur de n. Il se compose, au 
total, de courbes distinctes dont le nombre est égal a quatre fois 
celui des diviseurs de m. Soit maintenant m= 2%m/', m’ étantim- 
pair. Outre les courbes analogues, en nombre 427’, relatives aux 
diviseurs de m’, nous aurons encore d’autres courbes, en nombre 
3a, lieux des points dont les indices sont 4n’, 8n', ..., 2¢t'n, 
pour chaque diviseur n’, y compris l’unité. En résumé, si l’on a 
m= 2%m', m’ étant impair, l’équation ,,(2u) =o représente 
des courbes dont le nombre est 3a+ (3a + 4)zn', n’ étant un 
diviseur quelconque de m’, Punité non comprise. Sil’on am = 2%, 


le nombre des courbes distinctes est seulement 3a. 

Par exemple, le combinant 5, est le produit de quatre facteurs 
quadratiques Ay A, A,A;. Le combinant § est le produit de trois 
facteurs du quatriéme degré: c’est 7273. Les trois autres courbes 
nécessaires pour former le nombre six, exigé par l’énoncé précé- 
dent, sont les trois droites 3,2:2;—=0, conformément a l’éga- 


lité (53). 
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Nouvelle intégration de l’équation d’Euler. 


En définissant la différentielle de Vargument elliptique au 
moyen de l’égalité 
(Cad Zone) 


(erfir C2f2t+ esfs) VY 


ON) = 


on peut refaire, sous une forme appropriée, les théories qui ont 
été exposées dans le Chapitre précédent. 

D’aprés les égalités (29), tout polyndme du second degré en 
x peut étre remplacé par une fonction linéaire et homogéne des 
coordonnées 2Z,, 32,43 d’un point de la conique f. Un polynome 
doublement quadratique et symétrique de deux parameétres 2, v 
peut donc étre remplacé par une fonction doublement linéaire et 
symétrique des coordonnées Z,, 32, 33 et Z,, 2), 5, de deux points 
pris sur cetle conique f. Une telle fonction est la polaire FZ d’une 
forme quadratique. Ainsi Vintégrale de ?équation d’Euler peut 
étre présentée sous la forme F%'= 0, ce qui, en termes géomé- 
lriques, peut s énoncer ainsi : 

Une ligne polygonale étant inscrite dans une conique et ctr- 
conscrite a@ une autre conique, tl existe une troistéme conique 
par rapport a laquelle deux sommets consécutifs quelconques 
sont conjugués ('). 

C’est sous cette forme qu’il s’agit de mettre effectivement l’in- 
tégrale. L’équation d’Euler exprime que la droite zz! est tangente 
a une conique fixe, faisant partie du faisceau (f,v). Soit b—Af 
le premier membre de |’équation de cette conique. La condition 
de contact s’exprime par l’égalité 


(42 — AFZ'P—[¥(4)— AP(4)[Y(4)— Af(2 = 0, 
qui se réduit a 


(59) (43 — Af2')? — (4) 4(s') = 0, 


(*) Gest sous cette forme méme que les polygones de Poncelet ont été consi- 
dérés par M. Moutard dans le Mémoire inséré au Tome I des Applications d’Ana- 
lyse et de Géometrie de Poncelet (p. 535). L’étude de ce Mémoire ne saurait 
étre trop recommandée. Comme on le dira dans V’historique, a la fin du Tome III, 
on trouve dans ce Mémoire les formules de la multiplication de ’argument don- 
nées, pour la premi¢re fois, sous leur véritable forme. 
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puisque f(s) et f(s’) sont nuls. On tire de 1a d’abord Vintégrale 


fs Ea CIOTIED 
i: 
enticrement équivalente a Vintégrale (34) du Chapitre IX. 

Dans l’intégrale sous forme entiére (5g), il y a lieu de faire une 
transformation toute semblable a celle qu’au Chapitre 1X on a 
faite pour passer de l’intégrale (33) a Vintégrale (39). Or, suivant 
la notation (39) du Chapitre actuel, cette intégrale, étant déve- 
loppée, s’écrit ainsi : 


—TeOnste 


5 (UY) — 2202 £2’ + 22(f2')2? = . 


: ere 
Mais on a, suivant l’égalité (40), 


hol by) = 2(9f)— ho ff): 


ce qui, en vertu des suppositions f(z)= 0, f(2’)= 0, se réduit a 
ho (Ub) = 493 £3’ — 2he(f3'). 
Le facteur f2 supprimé, on a donc 
(29 —hef—2hyhb + hy Mf)Z =o. 


C’est Vintégrale cherchée, sous la forme définitive ('). 


/ 


Si l’on prend le cas particulier ot z et 2’ coincident, une ra- 


cine ) devient infinie; quant a l’autre, elle se réduit & |; elle 


ho? 
coincide avec la variable s (48), envisagée précédemment. 


Nouvelle expression de pw. 


Soit ’argument U défini par l’égalité 


< (C1. dZg. 33) 
(6 US a 
1) a (¢1 f+ C2 fo+ caf) VU 


(*) Cette forme est inédite; Vauteur en doit la connaissance a une bienveil- 
lante communication de M. Gunprexrincer, professeur a Darmstadt, qui a, le pre- 
mier, considéré la différentielle elliptique sous la forme (32) et trouvé la formule 
de duplication (43,44); voir Journal fur die reine und ang. Math., t. LXXXIII. 
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ott ’on entend que l’intégrale est prise, le long de la conique /, 
depuis le point z’ jusqu’au point z, le premier étant envisagé 
comme fixe. 


' coincide avec z et 


La quantité 4, qui devient infinie quand z 
non autrement, est nécessairement un bindme du premier degré 
en pU. Nous allons trouver ce binédme. 

Si l’on envisage les intégrales w, uw’ analogues a (61), mais prises 
depuis lun des points ot | est nul, l’une jusqu’a z, lautre jus- 
qu’a z’, U est égal a uw — wu’; l'une des racines \ de l’équation (59) 
est ap(u— u')+ b. L’autre racine est ap(u+ w')+ b; c'est ce 
qu’on voit immédiatement, comme au Chapitre IX pour l’équation 


analogue, par le changement du signe de \/}(z'). Si maintenant 
on fait coincider z’ avec 3, cette derniére racine devient ap2u + 6. 
Or nous venons d’observer que, dans ce cas, 4 coincide avec s, et 
nous avons déja trouvé l’expression (47) de s par pau. Nous 
pouvons donc conclure maintenant que, /’argument U étant dé- 
fint par Végalité (61), ona 

ho Y2 + VY(4)¥(2) 

4 Z : 


pu =— is hy t 


expression enticrement analogue a celle qu’on a trouvée au Cha- 


pitre IX (p. 359). 


CHAPITRE XI. — LES COURBES DU PREMIER GENRE. 413 


CHAPITRE XI. 


LES COURBES DU PREMIER GENRE; LA CUBIQUE PLANE (°). 


Généralités sur le mode de représentation des courbes du premier genre. — Second 
mode de représentation. — Propriétés élémentaires des courbes du troisiéme 
degré. — Distinction des divers cas, au point de yue de la réalité. — Rapport 
anharmonique des tangentes. — Nouvelle forme de J’intégrale elliptique de 
premiére espéce. — Expression elliptique de la premiére polaire. — Dérivation 
par rapport a l’argument. — Expression elliptique de la seconde polaire. — 
Les fonctions elliptiques exprimées par des polaires. — Autre démonstration. 
— Sur lexpression des covariants par des polaires. — Les fonctions elliptiques 
exprimées par des covariants. — Multiplication par 3. — La cubique rapportée 
a un triangle d’inflexions. — Expression des fonctions elliptiques et des inva- 
riants. — Multiplication de l’argument. — Sur les combinants. — Biquadra- 
tique gauche. — Nouvelle forme de l’intégrale elliptique de premiére espéce. 
— Deux modes de coordonnées elliptiques dans l’espace. 


Généralités sur le mode de représentation des courbes 
du premier genre. 


Soit une courbe plane du troisiéme degré, que l’on représente 
par une équation entre des coordonnées rectilignes x, y, dont 
lorigine est prise sur la courbe. Si, dans cette équation, on pose 
y =z, on obtient, par disparition d’un facteur 2, 


Cig SiO) e? + afpQ)a+ fila) =o. 


Chacun des coefficients est un polynéme entier dont le degré 


(*) A consulter : les Legons de Clebsch, pour la théorie des cubiques planes; 
pour celle de la biquadratique gauche, un Mémoire de M. Harnack: Ueber die 
Darstellung der Raumcurve 4 Ordnung erster Species und thres Secanten- 
systems durch doppelt periodische Functionen (Math. Annalen, XII, p. 48).— 
Comme application des théories de ce Chapitre, nous recommandons particulié- 
rement l’étude d’un beau Mémoire dt aM. Darsoux: De Vemploi des fonctions 
elliptiques dans la théorie du quadrilatére plan (Bulletin des Sciences mathe- 
matiques, 2° série, t. III, p. 109). 
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est marqué par son indice. L’expression qu’on ep tire pour x con- 


tient la seule irrationnalité VFQ) 3 
FA) = f3(A) —fiQ) fa). 


Le polynéme F, soumis au radical, est du quatriéme degré. Or 


on sait que A et \/F peuvent étre, a la fois, exprimés sous forme 
de fonctions elliptiques d’un méme argument. I en est donc 
ainsi de x et aussi de y= dx. Par conséquent, les coordonnées 
d’un point variable sur une courbe plane du trotsiéme degré 
peuvent étre exprimées par des fonctions elliptiques d’un méme 
argument. 

Les racines de F correspondent aux tangentes menées de l’ori- 
gine 4 la courbe. Si la courbe a un point double, deux racines de- 
viennent égales entre elles et le polynéme soumis au radical se 
réduit au second degré : les fonctions elliptiques dégénérent. 

On voit donc que ce mode de représentation des coordonnées 
par des fonctions elliptiques concerne les cubiques sans point 
double ou de sixiéme classe. 

Examinons la proposition réciproque et, généralement, consi- 
dérons deux fonctions elliptiques (entendues comme au début du 
Chapitre IX) ayant, toutes deux, les mémes péles, en nombre n. 
Soient x, y ces deux fonctions. Elles sont liées par une équation 
algébrique, qui est du degré n par rapport a chacune d’elles sépa- 
rément ; mais, comme elles ont les mémes pdles, |’équation est 
aussi du degré n par rapport a x et y considérés ensemble. Elle 
représente donc une courbe de ce degré n. On peut encore dire 
que Ax + By + C est une fonction a 7 pdles, qu’elle a donc n 
racines et que, par suite, toute ligne droite coupe la courbe en x 
points; ce qui conduit a la méme conclusion. 

Pour préciser les courbes dont il s’agit, nous allons considérer 
aussi leur équation en coordonnées tangentielles. A cet effet, 
prenons d’abord des coordonnées homogénes 2,, #2, #3, au lieu 
des coordonnées cartésiennes x, y. Ces trois coordonnées seront 
proportionnelles ou, si on veut, égales a trois fonctions ellip- 
tiques du méme argument, ayant les mémes pdles, en nombre n. 
Mais maintenant ces pdles sont arbitraires; on peut les supposer 
réunis en un seul, multiple d’ordre n. En altérant l’argument 
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dune constante, on peut supposer que ce pole réponde a u=0; 
Vaprés quoi, l’on a simplement trois équations de cette forme 


(2) ex; =az+bjpu+eput+...+);p"—%u (i=1,2,3). 


Les coordonnées tangentielles sont proportionnelles aux trois 
déterminants binaires formés avec les coordonnées ponctuelles et 
leurs dérivées premiéres, par exemple 


Lx ; dx; 
3 Renee cee eae es Ow | 
Oo P Sk (« du el i) 


Dans ce déterminant, le terme p(@~?) p("—") disparait. Réduisant 
tous les autres termes a la forme linéaire en pu, p'u, etc.... (tI, 
p- 203), on obtient 


(4) 6s =Az+Bppu+ Cyp'u+... + Lzpe@?-%u (k =1, 2,3), 


expression toute semblable a celle des coordonnées ponctuelles, 
sauf changement de 7 en 27. 

Ainsi, en général, la courbe représentée par l’équation (2), 
en méme temps quelle est de degré n, est de la classe 2n. 

D’aprés la théorie générale des points multiples, on doit con- 
clure que cette courbe a des points doubles en nombre jn(n — 3). 

Un tel point double, en général, provient de deux valeurs dif- 
férentes qui, attribuées a l’argument uw, donnent, pour les coor- 
données x, deux systémes de valeurs proportionnelles. I] faut se 
garder de le confondre avec le point singulier qui se présenterait 
dans le cas ot deux des fonctions oz; auraient, ala fois, une méme 
racine uw, multiple pour toutes deux. Les circonstances qui se 
présentent en un tel cas se comprendront mieux sur le second 
mode de représentation que nous allons exposer pour les coor- 
données. 


Second mode de représentation. 


La fonction (2) peut étre exprimée par une fraction dont le 
dénominateur est (cw)” et dont le numérateur, sauf un facteur 
constant, est le produit de n fonctions ¢(u—«), ot la somme 
des racines « est nulle. Le dénominateur étant unique pour les 
trois fonctions analogues, dont le rapport seul intervient, on peut 
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omettre ce dénominateur. Dés lors, on peut changer, de nouveau, 
Vargument uw et omettre la condition relative 4 la somme des ra- 
cines «. On aura donc 


(5) paz =o (u—aj)o¢(u— Bj)... S(wu—dAi) (¢=1, 2,3), 


avec cette condition que la somme o;-+ 6;+... +); ait une 
seule et méme valeur pour les trois coordonnées. 

Dans ce nouveau mode de représentation, on voit clairement 
qu’on ne doit point supposer l’existence d’une racine commune 
aux trois fonctions. Si une telle racine « existait, en effet, il y cor- 
respondrait, dans les trois fonctions, le facteur commun o(u —~«), 
qui serait 4 supprimer du second membre, comme pouvant étre 
compris dans le facteur p du premier membre. 

Supposons maintenant que deux des trois fonctions aient une 
racine commune @ et que cette racine soit multiple de lordre p. 
pour lune des fonctions, d’un ordre égal ou supérieur pour 
Vautre. Il est visible qu’en ce cas cette racine appartient aussi aux 
trois déterminants (3), quelle est multiple de l’ordre p.—1 dans 
Pun d’eux et d’ordre égal ou supérieur dans les deux autres. S’il 
en est ainsi, les fonctions o/&,, réduites, elles aussi, a la nouvelle 
forme (5), contiennent le facteur commun [o(u — «) ]#~', qui doit 
étre supprimé. Ces fonctions, au lieu de 2n facteurs, en con- 
tiennent seulement 2m — (y—1). 

Plus généralement, si deux combinaisons linéaires des quan- 
lités 9a; contiennent ainsi une racine commune et multiple «, la 
méme conclusion s’applique encore; car les coordonnées tangen- 
tielles € se transforment par une substitution linéaire en méme 
temps que les coordonnées ponctuelles x. 

Une branche singuliére de la courbe correspond donc a tout 
argument qui est racine multiple, a la fois, dans deux combinai- 
sons linéaires des trois coordonnées ponctuelles. Soit p l’ordre de 
multiplicité de cette racine dans la combinaison ou il est le 
moindre; ce nombre uv est dit Vordre de multiplicité de la branche 
singuliére. 

Cela pos¢, la classe de la courbe est 2n —X(u.—1), la som- 
mation sappliquant a toutes les branches singuliéres. C'est, en 
effet, ce qui résulte de notre analyse, puisque les expressions des 
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quantités €, contiennent, pour chaque branche singuliére, un 
facteur [¢(u—a)]¥~', qui doit étre supprimé. 

Dans la théorie des courbes algébriques, le nombre p., ordre 
d’une branche singuliére,a une définition générale qui s’applique 
aux branches singuliéres, indépendamment du mode de représen- 
tation précédent, et concerne aussi les courbes qui ne sont pas 
susceptibles d’étre représentées de la sorte. 

Nous venons de trouver que la classe de la courbe (2) étant n’, 
ona 


(6) n'’—2n+X(p—1)=0. 


Ce nombre n’ — 2n +-3(y—1), pour toute courbe algébrique 
plane, est toujours pair, au moins égal a — 2; en le dénotant par 
2(p—1), on a la définition du nombre entier positif p, qui s’ap- 
pelle le genre. Les courbes du genre zéro ou unicursales ont 
cette propriété que les coordonnées x; sont exprimables en fonc- 
lion entiére d’un paramétre. Nous voyons que les courbes (2) sont 
du premier genre (p = 1). La théorie générale des courbes algé- 
briques permet de démontrer que, réciproquement, toute courbe 
du premier genre est suscepuble de ce mode de représentation. 
Nous ne pouvons entrer ici dans le détail de la démonstration. I] 
suffira de rappeler son analogie avec ce que nous avons dit précé- 
demment sur les courbes du troisiéme degré. Une courbe du pre- 
mier genre étant donnée, il existe un faisceau 9 + Y = 0, com- 
posé de courbes qui coupent la proposée en des points dont deux 
seulement sont variables, en sorte que l’on peut trouver ces points 
par une équation du second degré, analogue a l’équation (1), mais 
oti les coefficients sont différemment composés par rapport a Vin- 
déterminée ). Le polynédme, soumis au radical, est cependant 
encore du quatriéme degré. On démontre, en effet, que, dans le 
faisceau, il y a seulement quatre courbes tangentes a la proposée 
en des points différents des points fixes, pivots du faisceau. Quant 
aux courbes qui sont tangentes a la proposée en ces points fixes, 
elles correspondent a des paramétres } qui sont racines multiples 
de F(A) et d’ordre pair de multiplicité. Le polynédme F(A) est 
done le produit d’un carré par un polyndme du quatri¢me degré, 
qui seul reste soumis au radical. Les conclusions subsistent donc 
absolument les mémes que pour les courbes du troisi¢me degré. 

Lt 27 


418 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


En résumé, l’égalité (6) caractérise entiérement les courbes 
suscepUbles d’étre représentées par les équations (2). 


Propriétés élémentaires des courbes du troisiéme degré. 


Les coordonnées d’un point variable sur une courbe du troisiéme 
degré sont exprimables par des fonctions elliptiques d’un méme 
argument : ces fonctions ont trois péles, qui leur sont communs. 
Telle est la proposition simple et fondamentale d’ot l’on peut dé- 
duire de nombreuses conséquences. 

Soit sv la somme des trois valeurs de l’argument répondant aux 
trois péles, ou somme des infinis ; c’est aussi lasomme des racines 
pour chaque coordonnée et pour chaque combinaison linéaire de 
ces trois coordonnées. Donec trois points en ligne droite sont 
caractérisés par cette condition que fa somme de leurs argu- 
ments est constante (égale a w), quelle que soit la droite qui les 
joint. 

Plus généralement, une fonction entiére et de degré m des 
coordonnées devient, sur la courbe, une fonction elliptique ot la 
somme des infinis est mw; c’est aussi la somme des racines. Donc 
les 3m points d’intersection de la cubique avec une courbe du 
degré m ont, pour leurs arguments, la somme constante mv. 

Par exemple, six points sont sur une méme conique si la somme 
de leurs arguments est 209. 

En considérant des points comptant double, on obtient des pro- 
positions concernant des contacts avec la cubique : pour qu’une 
conique, par exemple, soit tangente a la cubique en trois points 
ayant les arguments Uo, Wy, U2, il faut que 2(t%) + wy + Ue) soit 
égal 4 2w, sauf une période. Si cette somme était égale a 297, les 
trois points seraient en ligne droite; donc, pour que trois points 
soient les points de contact de la cubique avec une conique, la 
condition est wv» + WU, + U2 — v = une demi-période. 

La tangente en un point uw, coupe, de nouveau, la courbe en un 
point dont largument est wy ==— 2u,-+ ww. Inversement, d’un 
point wp, on peut mener des tangentes a la courbe : pour le point 
de contact, argument w, doit satisfaire 4 la condition 


Up +2 =W, 
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i heals aD OC —— ? . 
d’ot les quatre solutions w,= —— + zéro ou une demi- 
période. 

P d : roo 26) iy P 
renons un des arguments uw, = 3 a= a7 2@ elant une pe- 


riode quelconque. On a, en ce cas, 


Up = — 2, + HY = ZW — FO = Uy, — 26=—Uy4. 


Le nouveau point, ott la tangente coupe la courbe, est le point 
de contact lui-méme ; c’est le caractére des points d’inflexion. 
Il y a neuf arguments distincts, de la forme 36; tl y a donc 
neuf points d’inflexion. 
On peut caractériser ces neuf points par leurs arguments, 
comme il suit : 
UW = 4H + 4(2mwH+2m'v’') 


Us 
m, md =0, J, 2. 


Les points d’inflexion sont, trois par trois, en ligne droite, et il 
y a quatre triangles dont chaque cété contient trois d’entre eux : 
ce sont les triangles d’inflexions; leurs cdtés sont les droites 
d’inflexion. Voici une régle mnémonique assez curieuse pour 
retenir la composition de ces triangles. On considére l’ensemble 
(m, m') comme composant le double indice d’un terme dans un 


déterminant 
00 Oo! 02 
Gy), Io 1 12 
20 Pay 22 


Un premier triangle d’inflexion a pour cétés les trois droites 
figurées par les lignes horizontales; un second, par les colonnes 
verticales; un troisiéme, par les trois termes qui auraient le signe 
plus dans le déterminant; un quatriéme, par les trois termes qui 
auraient le signe moins. 

D’un point d’inflexion on peut mener seulement trois tangentes ; 
effectivement l’argument $( — u,) +4, qui est celui du point de 
contact d’une des quatre tangentes menées du point w,, coincide 
avec U, = ++ 36. En général, les points de contact des quatre 
tangentes menées d’un point wz) ont des arguments dont la somme 
est 2( — Uy), saufune période. Dans le cas présent, cette somme 
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est 2(» — u,); Pun des quatre arguments étant w,, lasomme des 
trois autres est 297—3u, =. Ces trois points sont donc en 
ligne droite: les points de contact des trois tangentes menées 
@un point dinflexion sont en ligne droite; cette ligne droite, 
pour une raison qu’on yerra plus loin, s’appelle ave harmonique 
du point d’inflexion considéré. Il y a neuf axes harmoniques, un 
pour chaque point d’inflexion. 

Un quelconque des points, ot’ la cubique est rencontrée par 
Vaxe harmonique, a pour argument 4(w — w,) + zéro ou une demi- 
période. Le sextuple de cet argument est une période. On voit 
donc qu’un tel point peut étre envisagé comme la réunion de six 
points d’intersection de la cubique avec une conique : il y a, en 
un tel point, contact exceptionnel, du cinquiéme ordre, entre la 
courbe et une conique : les axes harmoniques rencontrent la 
courbe en ses points sextactiques, tel est le nom donné par 
M. Cayley, dans la théorie générale des courbes, aux points ott 
il y a contact exceptionnel avec une conique. 


Distinction des divers cas au point de vue de la réalité. 


Dans l’analyse employée au premier paragraphe, pour une 
courbe réelle, le polynéme F a ses coefficients réels. Les fonctions 
elliptiques ont donc leurs invariants réels et deux cas principaux 
sont a distinguer, suivant le signe du discriminant. 

Les coordonnées homogénes s’expriment linéairement en fonc- 
tion de pu et p'u (2). Si l’on prend pour coordonnées des com- 
binaisons linéaires convenablement choisies, ces coordonnées 
seront proportionnelles a 1, pu, p'u. En termes géométriques, 
ceci revient a dire que toute courbe du trotsieme degré, sans 
point double, est la perspective réelle de celle qui est repré- 
sentée par l’équation 


(8) =e — 22% — 25, 


Ou 22, 23 sont des constantes réelles quelconques. 
Cette courbe (8) présente deux cas bien distincts. 
Ee A) ne ‘ . 
1° A= gy — 27g; > 0.—Le second membre (8) a trois racines 
réelles €,, 2, é3, 
€; > €p > e3. 
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La courbe comprend un ovale symétrique par rapport a l’axe des 
ax, ayant pour points extrémes, sur cet axe, ceux dont les abscisses 
Sont @, et @3; et, en outre, une seconde partie, également symé- 
trique par rapport a l’axe des x; les abscisses s’y étendent depuis e, 
jusqu’a Vinfini positif. Cette partie de la courbe est parabolique, 
mais la tangente, aux points de plus en plus éloignés, tend a 
devenir paralléle a l’axe des y. 

Les points de la courbe étant représentés par les égalités 


(9) v= pu, y=p'u, 


on voit que, sur l’ovale, w — w’ est réel (aux périodes prés), tandis 
que, sur la branche infinie, l’'argument wu est lui-méme réel. 

Dans ces égalités (9), ’argument constant w est pris égal a zéro. 
Les points de contact des tangentes, menées d’un point dont l’argu- 
ment est w, ont pour arguments — $v, a une demi-période prés. 
De ces derniers arguments, deux sont réels et deux réels aw! prés, 
si uw est réel; tous, au contraire, sont imaginaires et aucun d’eux 
n’a pour partie imaginaire w’, si w—w)/ est réel. Done d’un point 
de l’ovale on ne peut mener aucune tangente réelle; dun 
point de la branche infinie on peut mener quatre tangentes 
réelles, dont deux touchent Vovale et deux autres touchent la 
branche infinite. 

L’argument zéro donne un point d’inflexion réel, a linfini, 
dans la direction de ]’axe des y. Il y a, en outre, sur la branche 
infinie, deux points d’inflexion réels (symétriques par rapport a 


: 20 4 
laxe des y). Leurs arguments sont = et cet Tous les autres sont 


imaginaires. Il y aun triangle d’inflexion réel ; chacun de ses cétés 
conuient un des points d’inflexion réels: ce sont, avec la droite 
de l'infini, deux droites se coupant sur l’axe des x. En les trois 
points dont les abscisses sont @,, @2, €3, les tangentes sont paral- 
léles 4 axe des y. L’axe des x est donc l’axe harmonique du point 
d@inflexion a l’infini. Toute paralléle a ces tangentes rencontre la 
courbe en deux points symétriques; c’est la raison du nom d’azxe 
harmonique : appliquant, en effet, cette propriété aux autres 
points d’inflexion, ce qui se peut, puisque, évidemment, on peut 
échanger entre eux ces trois points par une perspective réelle, on 
conclura ainsi: L’axe harmonique de chacun des trois points 


422 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


d’inflexion réels coupe la courbe en trois points réels ; toute 
droite passant par un point d’inflexion rencontre la courbe 
en deux points, parrapport auxquels le conjugué harmonique 
du point dinflexion a, pour lieu, Vaxe harmonique. 

2° A= 93 — 959% < 0.— Le second membre (8) a une seule ra- 
cine réelle ey. La courbe comprend seulement une branche infinie, 
symétrique par rapport a l’axe des x et coupant cet axe au point 
Wabscisse e,. Les arguments des points de cette branche sont 
réels, 4 des périodes prés. Des quatre tangentes menées d’un 
point réel, deux sont toujours réelles et deux seulement. 

Comme dans le cas précédent, tl y a trois points d’inflexion 
réels (dont Yun a Vinfini) ; ’axe des x est l’axe harmonique cor- 
respondant a ce dernier. On reconnait Vexistence de la méme 
propriété que dans le cas précédent, pour justifier le nom d’axe 
harmonique. Mais Vaxe harmonique @un point d’inflexion 
réel coupe la courbe en un seul point réel. 

On peut faire, en ce cas A < 0, une distinction nouvelle, fondée 
sur la considération des signes de g» et g3 (t. I, p. 112). Si ge est 
négatif ou bien si gy et 3 sont, tous deux, positifs, y n’a ni maxi- 
mum ni minimum. Si, au contraire, on a &» >0, 3 <0, y aun 
maximum et un minimum. Cette circonstance se traduit par l’exis- 
tence de deux tangentes réelles paralléles a l’axe des x. Etendant 
cette propriété aux autres points d’inflexion, on conclut que, dans 
le cas 82> 0, 83 <0, on peut mener deux tangentes réelles 
par le point de rencontre d’une tangente d’inflexion réelle 
et de Vaxe harmonique correspondant; dans les autres cas 
(A étant toujours négatif), ces tangentes sont imaginaires. Elles 
sont, au contraire, réelles dans le cas A>. 


Rapport anharmonique des tangentes. 


Quelle est l’expression géométrique de Vinvariant absolu des 
fonctions elliptiques ? A cette question on peut aisément répondre 
par la considération des racines du polyndme F (A); mais nous 
suivrons un autre procédé, 

Pour faciliter les notations, nous emploierons, dans ce qui suit, 
une méme lettre a désigner un point, ses coordonnées homogénes 
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ponctuelles et son argument. Ainsi le point x a, pour coordonnées, 
XH 1, Xa, Ly, et, pour argument, x. Sans faire aucun choix particu- 
lier de coordonnées, nous avons 


(10) exj= at bipx+ecp se (CS De RHE 


La seule hypothése qui particularise ces équations a trait au 
choix de l’argument wu. La somme des racines est supposée étre 
une période, ce qui revient a placer l’origine de l’argument wu en 
un point dinflexion. C’est uniquement pour simplifier l’écriture 
que nous faisons cette supposition; on la fera disparaitre a vo- 
lonté en mettant u—«, au lieu de uw. On aura alors w = 3z. 

Pour abréger, désignons par une lettre C le double du détermi- 
nant des coefficients des trois égalités (10), divisé par 0’, 


C= wa (a b2¢3). 


Pour trois points x, y, 3, la notation (ayz) désignera, suivant 
un usage assez répandu, le déterminant 


XH, Hz X3 
(11) (ays)=|¥1 V2 ¥3 
Sy 42 43 

Nous aurons 
fh joa joa 
(mys) =Cl1 py ply 


it (0S 99) 75 


Ce dernier déterminant nous est connu (t. I, p. 219); nous en 


concluons 


G(a@—y)o(y—4)o(4—2)e(@#+y4+ 3) 
(12) (ays) =C \ £ _ (cx oy oz)s : 


En considérant deux autres points jy”, 2’, nous obtenons, de la 
sorte, expression du rapport anharmonique du faisceau de droites 


dont z est le sommet : 
(ays\(ay's') o(y—4)S(y'— 2 )o(@tyt+zjo(m@+y+2') 
(vy Z)( #yz') ~ oy B)O(y—2)C(@t+y+24)o(@+y+2') 
_ [eGe+2)—pe+y)[pge+2)—pGery')] 
[p(g2+s)—p(ge+y')|[pGe+s)—plgr+y)] 
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Prenons, pour y’, <, 7”, 3’, les quatre points de contact des tan- 
gentes menées de z ; alors les quatre arguments z+ y, ... sont 
égaux, l’un a zéro, les autres aux demi-périodes; on a donc 

(aya)(ay'2') _ “BT © 


n= a, >Y = 1, 2,3), 
(ay's)(xvys') €a— ey ( P t 2 


c’est-a-dire que le rapport anharmonique des quatre tangentes 
menées d’un point quelconque de la courbe est constant; tl 
constitue Vinvariant absolu des fonctions elliptiques correspon- 
dant a la courbe. 

Quand g; est nul, une des racines, par exemple ey, est nulle; 
les deux autres sont égales et de signes opposés. Les quatre tan- 
gentes forment alors un faisceau harmonique. On dit alors que la 
cubique est harmonique ; cette locution s’étend parfois aux fonc- 
tions elliptques correspondantes. 

Quand gy est nul, le faisceau est celui qu’on appelle éguian- 
harmonique, caractérisé par ce fait que les six déterminations du 
rapport anharmonique s’y réduisent 4 deux seulement, savoir les 
deux racines cubiques imaginaires de —1. La cubique est alors 
dite éguianharmonique; on le dit aussi des fonctions elliptiques 
correspondantes. 


Nouvelle forme de lintégrale elliptique de premiére espéce. 


Soit f= o l’équation de la cubique en coordonnées ponctuelles 
Ly, La, Lz. Par fi, fo, fs on désigne les trois dérivées partielles, 
au facteur + pres, 


Tov it Or 1 of 
Jie h=ss> I=s5 
SOG, 3 0x 3 0x5 
Le point a étant supposé sur la courbe, on a 
ay fir X2 fot #3 f3= O, 
dx, f+ daz fot dx; f3= 0 
el, par conséquent, 
ry, axt3— #3 dx ca V3 dx,— x4 dx; _ & At, — Ly dx, 


fi du “g Jo du re J3 du 
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Ilya place icl pour un raisonnement tout semblable a celui 
quwona employé au Chapitre X (p. 391). Les trois quantités 


I Ching aia. 
SS ooh SS 
02 du a tas 


sont des fonctions entiéres de pu et p'u, ayant le pole u = 0 sex- 
tuple. Les polynémes /;, du second degré en x, étant divisés par 
oe”, deviennent des fonctions analogues, quand on y substitue aux 
az leurs expressions (10). Ces derniéres fonctions sont d’ailleurs 
sans racine commune. Les fonctions numérateurs leur sont donc 
proportionnelles. Soit & le facteur constant de proportionnalité. 
On en conclut 


; (C122 ax; ) 


C1 fit C2 fro+ c3 fs 


Voici donc une nouvelle forme de la différentielle elliptique de 


(13) US ONT 


premicre espéce. La différentielle, au second membre, est prise le 
long de la cubique f= 0; elle dépend seulement des rapports des 
coordonnées variables; elle est indépendante des arbitraires ¢,, 
€y, €3, constantes ou variables, qui figurent la pour la symétrie. 
Dans cette forme, il faut noter qu’il n’apparait explicitement 
aucune irrationnalité. L’équation d’Euler se partage alors en deux 
équations vraiment distinctes. Soit » ’argument qui répond a un 
second point y, comme uw répond a zw. On a dabord |’équation 
du +-dy =o, dont on obtient lVintégrale en écrivant que les 
points z et y sont en ligne droite avec un point fixe pris sur la 
cubique. En second leu, l’équation du — dy = 0, toute diffé- 
rente, sera intégrée si lon écrit, par exemple, que les droites, 
joignant x ety a deux points fixes, concourent sur la courbe. 


Expression elliptique de la premiére polaire. 


Pour faciliter I’écriture, nous emploierons une notation abrégée 
qui représentera les polaires. On écrira [cx] pour la polaire qui 
figure dans la différentielle (13) 


(14) [ew?] = ce, fi(@) + C2 fo( x) + ¢3 fa (x). 


Cette notation rappelle les degrés de la polaire, soit par rapport 
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aux lettres c, soit par rapport aux lettres x. Nous aurons aussi a 
employer la notation analogue avec trois lettres 


0 0 : 0 2 
It ys SN Oe a lew"), 


3 


[ery] = (s1 95 
qui représente une polaire de la précédente fonction. 

On doit observer que [cxy] est symétrique par rapport aux 
coordonnées des trois points c, 2, y. Ces polaires se réduisent au 
polyndme f quand les points coincident entre eux. Elles se rédui- 
sent a zéro si les points réunis sont sur la cubique. 

Nous allons d’abord chercher l’expression elliptique des po- 
laires [cx?], en supposant, comme il sera dorénavant entendu, 
que tous les points considérés sont sur la cubique. 

Prenons le déterminant (xyz), considéré précédemment (12), 
et supposons le point z, sur la courbe, infiniment yoisin du point &. 
Liarbitraire 9 étant censée fixée, on devra remplacer 2; par 
x; + dzx;. Le déterminant devient donc — (yx dz). Au signe prés 
et sauf changement de la notation, y au lieu de c, c’est le numé- 
rateur (13). Suivant une convention déja faite et que nous renou- 
velons, employons la lettre 2, au lieu de uw, pour argument du 
point 2; employons aussi la notation [ yxz?] pour la polaire et 
concluons que le déterminant (2yz), quand on suppose ¢ infini- 
ment voisin de x sur la courbe, devient — h| yx? | dx. Le second 
membre (12) devient 


S(x—y)o(y—ax)dxo(or+y) 


C 
(eae 


Nous avons done cette expression de la polaire 


or(@—y)c(2r+y) 
(COE 


(15) kl ya] =C 


I] ne faut pas oublier que lorigine des arguments est en un 
point d’inflexion, circonstance qu’on écarte, avons-nous dit, en 
ajoutant une constante arbitraire 4 chaque argument ; mais il n’y 
a aucun inconvénient a sous-entendre cette modification. 

Il serait facile de trouver autrement cette expression de la po- 
laire, en observant que, si l’on y considére les y comme coordon- 
nées courantes, la polaire, égalée a zéro, fournit l’équation de la 
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tangente au point z. On comprendra ainsi la signification du fac- 
teur d(24% + /y). 

Prenons deux pareilles polaires et, nous servant encore de 
Pégalité (15), concluons la suivante : 


lye liye] _ _c(ar+y)o(2s+y) 
(16) ‘ (xyz)? [o(2— aw) o(a@+y +2) 
= p(e@—s)—pw+y+.2). 


Dérivation par rapport a largument. 


Soient 9 et Y deux fonctions, homogénes et du méme degré, 
des coordonnées x;. Leur rapport, considéré le long de la cubique, 
est une fonction du seul argument x (et non de p); on veut en 
obtenir la dérivée par rapport a cet argument. On y parvient par 
une analyse toute semblable a celle qui a été employée au Cha- 
pitre X (p. 397). Soient, n étant le degré commun de 9 et ¥, 


ona 


LAs 


i : 
+ (v de —— dv) a (203 — 3 02) (Lg ax ON dxz)+. tee 
n 4 ‘ ‘ ‘ 


En prenant, dans l’égalité (13), cy = t2¢;— Uy %2, ... et met- 
tant 2, pour l’argument, au lieu de w, on conclut 


I : 
A (Vdge—odb)=k( files) dx; 


ip) ie 
(17) Us: By achuchee 


jh 


formule qui donne la dérivée par rapport a Vargument x. 
Nous allons avoir besoin d’une telle dérivée pour le cas ot 
sera égal A (xyz)”. En ce cas, ona 


wy = (@yz)"" (7253 — V3 22). 
Le numérateur (17) devient alors, sauf le facteur (a~ys)""', 


(7253 — 7342) (92 f3— 93 f2) +++ 
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ou bien 


p= (191+ 292+ Vs03)(41 fir + 32 f2+ 33 fs) 
—(nfityefet+ r3fs)(4191 + 3242 + 3393). 


On a, de cette maniére, 


d © aay Pp 
dx (xyz) é ‘(ays yer 


(18) 


Il ne faut pas perdre de vue que, dans 9,, f,,..-, ce sont 
les coordonnées x qui figurent. Les facteurs (z,/;+-...) et 
(yi fi +.-.-) sont les polaires [zx?] et [ya2*]; les deux autres 
sont des polaires analogues, relatives a la fonction 9. 


Expression elliptique de la seconde polaire. 


Appliquons au premier membre (16) la formule de dériva- 
tion (18) et dérivons aussi le second membre par rapport a 7; 
nous obtenons 


(19) p'(w—2)—p'(a+y- sien Lee Tete toe 


Pour parvenir a l’expression de la seconde polaire | xyz], pre- 
nons l’équation semblable ot les lettres x, v, z sont permutées 
circulairement el retranchons membre a4 membre. II vient ainsi 


[xys }([ 3x? ][ay?] —Ly2?* Lye?) , 
(xys) 


p'(@—s)—pl(y—r) = aks 


Pareille opération étant faite sur l’égalité (16), on a aussi 
Pp g ’ 


ple lie) = Lye] Lye), 


p(z7—4)—py—2)= (Gaya) 


Divisant membre 4 membre ces deux égalités, nous obtenons 


es k[eyz]_ st p(@—4)— p(y —@) 


(wy) a P(e —45)— py — 2) 
ou bien, d’aprés la formule d’addition (t. I, p. 138), 


Ale 
(21) ed = Se = 2) + iy 2) +07). 
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C’est la un résultat sur lequel nous allons revenir un peu plus 
loin. 


Les fonctions elliptiques exprimées par des polaires. 


Suivant le théoréme d’addition (t. I, p. 30), la somme des 
fonctions p pour les trois arguments x — z, y—x, s— y est 
égale au carré de la quantité (20). L’égalité (16) et ses semblables 
donnent done 


I 


_ Lays Lay? ne?) — Lye) Lye?) — Lee" Vay?) 
3(ayz) 


| gar(e—s) 
ae ] _ ays P= Lay] [22] —[ se" )Ley] + Lye Lye] 
3(ayzZ)2 


La différentiation dans la formule (22), par rapport a Pun quel- 
conque des arguments, donne lieu a des réductions remarquables 
et lon obtient 


(24) BP (x + +2) = tte ele ies 


L’égalité (19) donne ensuite celle-ci 


1 f 
mP (a= 2) 


[ 2a? |[ ay? ][y2?] + [v2] yz? ][zy?]— 2[ayz] ly2 ILye?] 
(ays 


Dans les formules (23, 25), il faut remarquer que les seconds 
membres contiennent les coordonnées du point y, bien que les 
premiers membres soient indépendants de ce point. On peut 
fonder sur cette observation, faite @ priori, une démonstration 

”) ? 
de ces formules, comme l’a fait M. Georg Pick, qui les a trou- 
>) rr) ? 
Mees 4) 


(‘) Zur Theorie der elliptischen Functionen, yon Georg Pick, in Prag (Math. 
Ann., t. XXVIII, p. 309; 1887). 
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Autre démonstration. 


Voici une autre maniére de parvenir a ces mémes résultats. 
Envisageons, dans la polaire [ yx?], les coordonnées 2 comme 
variables et les coordonnées vy comme étant celles d’un point fixe 
sur la courbe : on reconnait tout de suite que la fonction [ yx? |? a, 
pour racines doubles, les arguments des points de contact des tan- 
gentes menées de y et pour racine quadruple l’argument de y. 
C’est aussi ce qui a lieu pour le polyndme du quatriéme degré 
en x, qui forme le premier membre de l’équation des quatre tan- 
ventes. Il y a donc identité entre ce premier membre et [ yx? ]?, 
quand z est sur la courbe. Mais, pour avoir un résultat plus com- 
plet, considérons la fonction 


(26) [ye P— slay] fle) =F) 
et prenons ses polaires 


2,Fy (2) +... = [ays][y2?] — 3a? 1 f(~) — [ay] [427], 
322? Fiui(v)+...=[ys?][yx?] + 2[ xyz]? — 2[ sy? ][ 222] — 2[ xy? ][ x2? ]. 


Les polaires suivantes s’en déduisent par la permutation de x 
et s dans la premiére polaire et dans la fonction. 
Si Pon suppose x coincidant avee v, on obtient 


aly) -..=— 31s); 
327 Fu(y)+-.-=—[y2 1S(y), 
y¥1 Fi (<) +...=— 3 f(y) f(4)- 


On voit que ces trois polaires sont idenuquement nulles (quel 
que soit le point z), si le point y est sur la courbe. II suffit d’en- 
visager la derniére pour conclure que l’équation F(z) = 0, en ce 
cas, représente quatre droites, passant au point 7. 

Soient 


A= A, 2%, + ApX%o+ A3x%3 = 0, b = b44,4+ b22%.+ b3x3=0 


les équations de deux droites arbitraires, passant en y; on a de la 
sorte 


F(a) = Ayat+ 4A,@6 + 6A, 0762+ 4A;ab3+ A, b'+= W(a, b). 
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On peut supposer 
1 = a2 b3— az bo, J2= 436,— abs, ¥3 = &1b2,— anh, 
d’ x , : e , ° 
ou résulte cette expression du déterminant 
(171% dz3) =adb —b da. 
La différentielle (13), ot l’on met y au lieu de c, devient ainsi 


ees (¥1% dr) = adb—bda 


Spel: VW(a, b) 

Si lon y prend le rapport a: 6 pour variable, elle est mise 
explicitement sous la forme habituelle des différentielles ellip- 
tuques de premiére espéce et telle qu’on l’aurait trouvée par ana- 
lyse du premier paragraphe. Nous allons maintenant appliquer le 
résultat démontré au Chapitre IX (p. 359) et consistant dans les 
deux formules 


a8 i Ww j 
=f dn ae SOU ” 
v¥(2) Coen 


Ici x doit étre remplacé par a; b. Pour mettre les coordonnées en 
évidence, écrivons @, et by au lieu de a et b. Nous mettrons aussi 
az et b, quand les coordonnées d’un point z remplaceront celles 
du point x. Ainsi, la différence 2 — z du dénominateur de pU est 


rae (@,6;— a;bx) =— BE (mys). 
Le dénominateur 6,0, disparaitra, et il est clair qu’on peut opé- 
rer directement sur les variables homogénes a, 6, sans se préoccu- 
per de ce dénominateur. On voit immédiatement que les polaires 
de la forme binaire W(a, 6) coincident avec celles de la forme 
ternaire aie La polaire du second ordre W%, n’est autre que 
Bui (x) + , calculée plus haut. En conséquence, mettant le 
ABN signe Pleven le radical et remplacant V(a2), W(sz) par 
[yx ]}?, [ys? 2, suivant légalité (26), on conclut 


? 


[27] [yo?] + 2[vyz]?— 2[zy? | [2x7] — 2[ ay? |[v2*] = 3[ ya? | [227], 
6(xzys)? 


[ 
ee = 
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Pour des raisons immédiatement visibles, cette formule, suivant 
qu’on prend le signe plus ou le signe moins, donne lune ou Vautre 
des deux formules (22, 23). 

La transformation, que nous venons d’employer et qui fait passer 
si aisément de la différentielle (13) 4 la forme usuelle, est due a 
M. Aronhold. Cet éminent géométre s’en est servi, quand ce sujet 
de recherches était encore tout nouveau, pour exprimer p(a2 — 2) 
par une formule beaucoup plus remarquable que la formule (23) 
et qu’on trouvera un peu plus loin (31). 


Sur lexpression des covariants par des polaires. 


A l'égard du seul argument z, le second membre de l’éga- 
lité (21) contient la plus générale fonction ellipuque a deux 
poles. Toute fonction ellipuque de « peut étre exprimée par une 
somme de telles fonctions, multipliées par des facteurs constants. 
C’est une conséquence immédiate de la décomposition en éléments 
simples. Il en est ainsi, du moins, quand on envisage une fonction 
dont les pdles sont simples. Pour ne pas écarter les fonctions a 
poles multiples, il faut joindre a l’élément simple (21) les élé- 
ments p(# — 3), p'(x—z),..., dont les formules (23, 25) et les 
analogues fourniraient les expressions. 

Toute fonction rationnelle des coordonnées du point 2, envi- 
sagée le long de la cubique, devient une fonction elliptique de 
Pargument x. On peut donc exprimer cette fonction par des élé- 
ments tels que le premier membre (21) et les seconds mem- 
bres (23, 25), etc. La méme fonction étant envisagée ensuite pour 
un point quelconque, non plus situé sur la cubique, on voit que 
la différence entre cette fonction et l’expression qu’on vient d’en 
trouver est divisible par le premier membre de l’équation de la 
cubique. Le quotient est susceptible d’étre transformé de la méme 
maniére. De 1a se conclut cette proposition: Toute fonction ra- 
tionnelle des coordonnées x, multipliées par des déterminants 
(xyz), (ay's'), ..., peut étre exprimée sous forme entiére par 
de tels déterminants et des polaires, prises par rapport & une 
cubique. 

Nous allons donner des exemples qui vont étre utilisés un peu 
plus loin. 
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Considérons le hessien de f(x), dont l’expression, en détermi- 
nant, est la suivante : 


Ju fra fis ee 
: : 1 @ 
H(v) =| fix foo fas |, J neers 
I fis fas fas : 


Mualtiplions ce déterminant par (xyz). Dans le déterminant 
produit, voici les éléments de la premiére ligne : 


Oy 

Li fit B2firr%3+ frs= fr = Sa,” 
1 
4 P , 1 Ol yx? | 
Vissi ad 8) 2 V8 8 Nii 
7 epee rg Teh tO [ 2a?] 
Zi fis i 52 firs 7 Beis = Ayal ; 


Les éléments de la deuxiéme et de la troisiéme ligne différent de 
ceux-cl par le changement de x, en x. ou «3. Le produit 
(ays) H() est ainsi un déterminant dont chaque ligne se com- 
pose des dérivées des trois fonctions }/, $[yax?], 4[s2?], prises 
par rapport a 2,, OU Xp, Ou £3. 

Multiplions encore par (xyz). Le nouveau déterminant pro- 
duit se compose des polaires de ces trois mémes fonctions, prises 
avec les coordonnées x, y ou 3. Il vient ainsi 


y Lyxt] [20%] | 
(ayzPH(a7) =| [ye] [ay?] Lays] )- 
[su?] [ays] | 2] | 


Le développement du déterminant fournit ’un des exemples 
que nous avlons en vue : 


SS (ays) (x) = 2[ ya? |[ sa? |[ ays] — Lyx? Pl xs? | 

— [0 P Lay? )+ [ey iest) f— Leys Ps. 
ce ) as ae \ | 
ae yx +... > 50n expression, pear e seconc 


membre, contient le polynédme f avec les variables x et aussi avec 


Prenons la polaire 


les variables z. Ce dernier provient de la polaire de [xz?]. 
En supposant les points x et s sur la cubique, nous néglige- 
rons les termes correspondants, que cette hypothése fait évanouir. 


Il. 28 


434 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


On obtient ainsi 


3(@ys)?|4,Hi(v)+...] 
| =[s0*] (Lays) —[ay*][2s*] — [20] Lay?) + 2Ly2"Lye?)) 


Voici un autre exemple ot le calcul est analogue. Soit 


ie Ste) as ea) 

a tees Siz S22 fos fa (¥) 
; Si3 Ses S33 Is(Y) 
Ai(4) fo(%) fs(4) 0 


ou, bien entendu, f,,... contiennent les coordonnées x, comme 
précédemment. Nous multiplierons, deux fois de suite, ce déter- 
minant par (#yz), en écrivant 


2, Hy XH3 O 
(aya) = 
0) oO oO I 


Le premier produit est figuré par le déterminant 


Ai(@) [ye], [207), [xy?] 
P(x) [yx], 
f3(@) [yx]; 
[vs] [ys?] (4) 0 


le second produit est ensuite 


‘f(e) [yet] [se] [22%] 
[yet] [ay?] [aye] [ys] 
[sa?] [aye] [ws?] f(s) | 
ey ye eee 


Kn développant et supprimant les termes qui contiennent 
Sz), /(y), f(s), cest-a-dire supposant les trois points sur la 
cubique, on obtient 


! (ayz)? U(a, y,2) 
= [ays (ay? ][es?] — [ays] (Lyo?] Lay?) [es?] + [ay?] Lys? [22]) 
+ (ay? |[wa?] (Lee? ]L ay] + Lye? ILys?] — ay? ]Lxa?]) 
[ya | 20? )Lys? ]Lay?].- 


(30) 
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Les fonctions elliptiques exprimées par des covariants. 


Considérons la formule (23). La présence des coordonnées 7, 
qui figurent un point arbitraire doit élwe envisagée comme un 
défaut de cette formule, défaut inévitable si l’on veut que le nu- 
mérateur soit exprimé par des polaires. Pour faire disparaitre ce 
point y, le moyen le plus naturel consiste 4 le supposer infini- 
ment voisin de x (ou de z), ce qui, d’aprés l’égalité (13), aménera 
au dénominateur la polaire | zz? | au carré. 

I est aisé de voir que [zz?] est infiniment petit du second 
ordre quand les points x et z sont a une distance infiniment pe- 
tite du premier ordre, et l’on doit, par la, pressentir que le déno- 
minateur se réduira 4 la premiére puissance de [227]. Ce calcul 
se trouve ici évité par Pemploi de Pégalité (28), qui nous donne 
immédiatement (') 


4, Hy (x) + 32 H2 (x) + 2303 (x) 
a1 fi(v) + Z2f2(x) + 33f3(x ) 


(31) Tg P(@—s)= 


Le second membre est dissymétrique par rapport 4 x et z. Le 
fait qu'il représente néanmoins une fonction symétrique des deux 
points constitue une identité importante dans la théorie des formes 
cubiques, l'¢dentité de Salmon. 

En dérivant par rapport a z, suivant la régle (17), on déduit de 
la formule (31) celle-ci : 


Lt tr 
4 P(@—4)= 


R désignant le déterminant suivant : 


R= (Pie fae H32z). 


(*) Cette transformation de la formule (23) apparaitra directement comme évi- 
dente aux personnes qui connaissent le calcul symbolique. On est, en effet, certain 
que le numérateur (23), multiplié par la polaire [z2*], doit contenir le facteur 
(ays). L’apparition de ce facteur ne peut avoir licu que par celle de facteurs tels 
que (a@,6,c,) dans lécriture symbolique. Mais il n’y a que trois figures, c’est- 
a-dire que le produit est du troisieme degré par rapport aux coefficients de la 
cubique. C’est done le carré de ce déterminant qui doit apparaitre. I] se trouvera 
donc le facteur (abc)?; eu égard aux degrés en x et 2, on conclut que le numé- 
rateur est nécessairement (abe)azbz. 
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De Pégalité (31) on peut déduire une expression assez simple 


pour p(x +. + <), comme il suit. 

Considérons z comme le troisiéme point d’intersection de la 
cubique avec une droite qui rencontre, en outre, cette courbe aux 
points y, ¢. Nous avons alors 


B= hyit pt (== ti, Doo. 


et le rapport A: uv se détermine par ’équation f(z) = o. Cette der- 
niére, a cause des hypothéses f(y) = f(£) = 0, se réduit a 


ALi? + ply@]=o, 
en sorte qu'on a, pour les coordonnées de =, 
B= VVe | ity” be 


La substitution de ces expressions dans la formule (31) fournit 
Pégalité cherchée; car, suivant Phypothése, largument z est égal 


4’ —(y-+17). Nous avons donc (en remettant la lettre s au lieu 


de t) 


Socata Lye Hie+...)—[2y?]( 41 Hye +...) 
3 —p IS y= : aa 
Uk Sie eae [vse — Lay? Le] 


Celte maniére d’ajouter des arguments entre eux s’applique a 
un nombre quelconque d’arguments; elle doit étre particuliére- 
ment remarquée. 

En supposant s=, on réduit [zx?] a f(x), qui est nul, et 


onea 


= [yvx?|(viHie-+...)—[xy?|Ha 


(33) 7g P(2U + Vy) ya? 


La formule (32) présente le défaut de n’étre point, au second 
membre, explicitement symétrique. On peut en trouver, a sa 
place, une autre, qui soit exempte de ce défaut, et dont le degré 
soit le moindre possible. Nous lindiquons briévement ; car elle 
semble de pure curiosité. 

Soit V la seconde polaire de H, 
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, : ase ; . : 
c’est une fonction symétrique des trois points, dont on obtient, 
par Pégalité (27), V’expression suivante, les trois points étant sur 
la cubique, 


6(ays)V = alays] (Lays }? — [ay?{[as?|—[ys*]|y22] — [27] <y?]) 
+ 3[xy?|[ys?][ 322] + 3[yo?][ sy? ]Los?]. 


Au moyen de cette relation, des égalités (28), (30) et de leurs 
analogues, obtenues par permutation des lettres, on exprime aisé- 
ment le numérateur (22) par les nouvelles combinaisons et l’on 
trouve 


I . Ve ' : 
Fa PAL ay es) aa | Ulan) Lelie...) | 


La somme se compose de trois termes seulement, qu’on obtient 
par la permutation circulaire des lettres x, y, s. 


Multiplication par 3. 


En prenant, dans les formules précédentes, les expressions des 
fonctions elliptiques pour les trois arguments 


WAS IY Se, B= Ve L—, 


nous pourrons trouver les fonctions elliptiques de la somme, qui 
est 3a. Les formules sont toutes rationnelles; les expressions 
de p3ax et p'3x seront donc rationnelles aussi. Elles contien- 
dront, il est vrai, les coordonnées de deux points arbitraires y, 2, 
mais ces derniéres devront disparaitre d’elles-mémes. I] est donc 
certain que les fonctions elliptiques de l’argument 3x devront 
s’exprimer rationnellement par les seules coordonnées du point 2. 

C’est la un fait dont on se rend compte aussi par |’observation 
suivante : argument z est défini comme ayant son origine en un 
point d’inflexion; de 1a, dans les fonctions de cet argument lui- 
méme, une irrationnalité qui correspond au choix de lun des 
neuf points d’inflexion. Mais ceux-ci répondent aux tiers de pé- 
riode : leurs arguments triplés sont des périodes, et les fonctions 
elliptiques de l’argument 3x sont indépendantes du choix qu’on 
a pu faire pour le point d’inflexion, pris comme origine. 

Le calcul-de p3 offrirait, par le procédé quon vient d’indi- 
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quer, des difficultés sérieuses quand on voudrait faire disparaitre 
les points y et s. Cependant il n’est pas impraticable si, prenant 
la formule (33), on forme 3a par addition de 292+ y etx —y. 
On verra bient6t comment a été trouvée l’expression de p3x. 
Nous allons d’abord en donner une démonstration a posteriort. 

Considérons le déterminant suivant, ot! les variables (non 
écrites explicitement) sont les coordonnées du point 2, 


Ju fis firs Uy 

9 22 5 H, 

(34) ie Siz for prs 2 
Jis fos fs Hs 

H, H, H; oO 


C’est lui qui va étre le numérateur dans expression de p3z. 

Multiplions ce déterminant, deux fois de suite, par (~yz), en 
cffectuant ce calcul comme nous l’avons montré précédemment 
pour l’analogue U(29). Nous obtenons 


fe [yx?] [27 | H | 
Oe ae yu] [xy?] [xy | jarlali ae 
(db) (zyz)P?o= [2 ay) [xs?] Zi Hae | 
H hey Hee zy He 0 


Supposons que < soit le point ot la cubique rencontre, de 
nouveau, la tangente au point 2; on a ainsi, quant aux argu- 
ments, 22-+ z= 0. La formule (15), ot l'on mettrait zs, au lieu 
de y, fait voir que [zx?] est alors nul, comme on le sait aussi par 
la théorie des polaires. Mais, en méme temps, la formule (31) 
montre que la polaire s,H,+... est nulle aussi. Le second 

: 1e) 
membre de cette formule s’oflre sous la forme —, et c’est sa valeur 
oO 
que nous cherchons précisément, puisque l’hypothése s+ 22 = 0 
améne, au premier membre, p3z. 
En supposant done nulles les deux polaires [ zx%?] et 3, H,-+..., 


développons le déterminant (35), qui devient trés simple, fx étant 
nulle aussi : 


0 Lya?] 0 H 
(2yz)?o= | Lvy?] [zys] yiHy+... 
| o | [ays] [est] 9 0.- | 
Bit mut... oO Oo 


(36) (zyz)'e =H |[eys PH +2[ ye? ][es?] (yi Hi+...)—[ey?] [es] H}. 
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Changeant, dans l’égalité (28), s en 7 et supposant [x2] nul, 
ona 

3(ays)y(yiHi+...) = Lye ]|(Layz?—[2y?][e2?] —[ yx? ] Lys*]). 

Semblablement, l’égalité (27) se réduit a 

(xyz)? H =—[ yx? Pl xs? ]. 
~ On en conclut 
[zys}—[wy?] [ost] + a[ye*][est] SO 
= 3([zys]?—[ay?]| 222] + 2[ yx] ys*]). 

Le dernier membre, comme on voit par l’égalité (23), est juste- 


ment la valeur limite de 


g,H,+...2— (zy2)? _ (2yz) 
[sa] oe ke PC a)= 5 k2 Das 


(ays)? 


quand on suppose [zx?] nul. C’est aussi, suivant l’égalité (36), la 


valeur de (xyz)? — Voici donc la conclusion : 


I 
(37) Za P 3? = He? 


formule qui donne p3 par le quotient de la fonction e et du 
carré du hessien. 
Soit désigné maintenant par ¥ le déterminant 


(38) Y = 2( fr. Mo. 93). 


D’apres la régle de dérivation (17), on déduit de la formule (37) 


celle-ci : 


I 
(39) 7aP 3@ = 55° 
Les invariants des fonctions elliptiques étant g» el g3, soient 
J af 
ai &2 = Cs, <5 63 = Cs. 


Ces constantes C, et C3; sont deux invariants de la cubique et 
les égalités précédentes fournissent la relation 


(40) W2 = 493— Cog H'— CHS, 
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qui a lieu sur la cubique, c’est-a-dire quand les coordonnées de x 
vérifient ’équation f(z) == 0. Cette relation entre des covariants 
est analogue a celles dont il a été parlé dans les précédents Cha- 
pitres (IX, 50 et X, 38). Par la définition (38) de ¥ et cette rela- 
tion, comme on l’a montré déja pour les analogues, on conclut 
que la différentielle elliptique (13) acquiert la forme normale 


: © Ee ies , 
quand on prend pour variable ie C’est ainsi, par la découverte 


directe de la relation (40), déduite de la théorie des formes cubi- 
ques, que la formule (37) s’est offerte 4 M. Brioschi. 


La cubique rapportée 4 un triangle d’inflexions. 


Si Von prend pour triangle de référence un triangle d’inflexions, 
chaque coordonnée, d’aprés le second mode de représentation (5), 
est le produit de trois fonctions ¢, ayant pour racines des tiers 
de périodes. Multipliant ces fonctions ¢ par des exponentielles 
convenables, on les pourra changer en des fonctions S, (t. I, 
p- 251). C’est la forme que nous allons employer. Mais, comme 
les produits dont il s’agit s’offriront encore, avec d’autres par- 
ties aliquotes de périodes, dans des théories importantes, nous 
allons, dés a présent, les considérer avec ce degré de générali- 
sation. 


Soit p un nombre entier et positif. Considérons le produit 


= OG \ es Rh @+1 \ 6¢ nm a+p—tr \ 
ga 2 (e+ 2422) 5, (0S 42 he)..8,(o - ! fies «|. 
\ P P P / 


On doit se souvenir que les périodes sont 1 et 7. 
Par cette définition, on a 


(41) On (© == +] a Qn+1(%), 


et aussi. (t,.1) p24) 
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SN 
dias 
_ 


ce que nous €crirons sous cette forme 


ne Qik 
, 54 apes 
(42) On fy See ee PSO (aCe) 
‘ \ P 7 


MS 


% étant un facteur indépendant de n, 


ae 2a+p 
= in| 29 +——_— + 
\ Pp 


‘e 
Quand on ajoute a ¢ ta période 1, les fonctions ©n(?) se repro- 

duisent sans changement. Sil’on ajoute la période 7, on voit, par 

Pégalité (42), qu’elles se reproduisent multipliées par le facteur 


2TT 
(eee re tp a i Sear 
aPe Pp = aP e—(p—1yint 


qui est indépendant de n. Les diverses fonctions 9, (¢) sont done 
proportionnelles a des fonctions doublement périodiques. Elles 
ont, par conséquent, le caractére propre a la représentation (5) 
des coordonnées. 

Les fonctions 9, sont en nombre égal ap seulement; si, en 
effet, on change n en n+p, c’est comme si l’on ajoutait ao la 
période 1 sans changer n. Par la, chaque fonction 3, se reproduit 
changée de signe (t. I, p. 254); On4p est égal a+ oy. On obtiendra 
les diverses foncuions 9, en prenant p nombres enters consé- 
cutifs pour rn. 

Au cas p = 3, les trois fonctions 9, ont ensemble pour racines 
tous les tiers de périodes, au nombre de neuf. Elles représentent 
un triangle d’inflexions. 

Suivant que l’on construit S, avec une des quatre périodes 
W w w+ w’ w’ — w 


a ab) Fo ’ 7 ? 
w 1) (a) 13) 


les trois fonctions ©, représentent ensemble un quelconque des 
quatre triangles d’inflexions, comme on le reconnaitra immédiate- 
ment par la comparaison de leurs racines avec le tableau (7). 
Voici maintenant une proposition qui se rapporte seulement 
au cas ol p est un nombre impair. On peut, en ce cas, supposer 
pour n des valeurs, deux 4 deux égales et de signes contraires, 
dont l’une est zéro. La plus petite est alors — }(p—1). On peut 
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supposer aussi @a—=— }(p—1). Il est alors visible que 9,(0) et 
2_»(0) sont composes, sauf le signe, des mémes facteurs écrits en 
ordre inverse, en sorte qu’on a, puisque p est impair, 

Zor (o) =o. 

Mais, par les relations (41, 42), on voit que la somme Y¢?(¢) 
se reproduit, sauf un facteur exponentiel, si l'on ajoute a ¢ des 
p'™*> parties de période. Cette somme est donc nulle aussi quand 
on suppose pour ¢ une quelconque des p*™* parties de période ; 
elle a les mémes racines que le produit des p fonctions 9,. Comme, 
ailleurs, cette somme et ce produit sont, tous deux, homogénes 
et du méme degré p, leur quotient est constant, comme étant dou- 
blement périodique et n’ayant ni racines ni poles. Ainsi, guand p 
est impatr, les fonctions on(¢) satisfont a V’équation 


Xo (v) = ATI On(?); 


ot A est une constante. En particulier, si p= 3 et que lon 
mette %,, #2, 3 au lieu des fonctions ¢, on voit que l’équation 
dune cubique,rapportée a untriangle d’inflexions, prend la 
forme 


(43) f= uv} 4034+ 23 + 64%,%2273=0. 


Cette éguation ne change point si l’on remplace 2,, 22, 23 par 
Ly, V%2, Vax 5, 4 étant une racine cubique de l’unité, ou si lon 
permute les indices. Ces changements constituent un groupe com- 
prenant 18 substituuions. Nous connaissons déja un sous-groupe, 
comprenant g substitutions seulement. On l’obtient en joignant 
ala premiére substitution la permutation circulaire des indices ; 
(aprés les relations (41, 42), les substitutions de ce sous-groupe 
peuvent s’obtenir en ajoutant a Pargument un tiers queleonque 
de période : par la, tous les points d’inflexion se permutent les 
uns dans les autres. Pour obtenir le groupe complet, il suffit d’ad- 
joindre a ces substitutions le changement de » en — ¢; de 1a pro- 
viennent g substitutions dont chacune conserve un point d’in- 
flexion en permutant les autres. 

Les points d’inflexion sont sur les cétés du triangle de réfé- 
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rence. L’équation (43) nous donne immédiatement, pour l’un 
d’eux, les coordonnées 


C’est a celui-la que nous allons attribuer argument zéro. 


Avec la forme (43) de /, la hessienne H a la forme également 
réduite 


H =— a®(a} + v3 + 3) + (2403 +1) a %0"3. 


Expression des fonctions elliptiques et des invariants. 


D’aprés le premier mode de représentation (2), les coordon- 
nées Z; sont proportionnelles a trois fonctions linéaires de pu 
et p'u, d’ot l’on pourra tirer inversement pu et p'u sous forme 
de fractions, du premier degré en 2), £2, &3. 

Nous allons trouver ces expressions par la formule (31), ou 
nous supposerons, pour le point z, le point d’inflexion (44). Nous 
prenons donc z, = 0, 2 =— 4; et, pour faciliter le calcul, nous 
intervertissons x et z, employant ainsi la formule 


xy Hi (2) + %2He(4) + %3H3(s)_ 


1 f1(S) + to fo(5) + a3f3(Z) 


I 
pe 


Avec Vhypothése faite sur z, nous avons ainsi 


I 1 3@2(% + %3)+(2a3+1)a a 
C= — = 2 
ee 3 


r (8a3?+1)a, 
V3 @3— 2AL, 3% + 23 — 2aX, 


Par la régle de dérivation (17), on obtient immédiatement 


(45) 1 a ie I (8a3 + 1)(x%, — 22) 
a Re 3a 4 aw, — 24%, 


et, en dérivant encore, 


I STN 2(8a3 +1) § (a, + a2a77 04°23) + a1 — a) (#2 + #3)?| 
ke 


3( x2 + ©; — 2424)? 


Le numérateur peut s’écrire ainsi 


2) [3a2(a, +23) + (208 + 1)a]? + a(1—a3)(a2 + vy — 2.401)", 
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en sorte que l’on conclut 


I Oar re 4 
5752 Woe ee U yes Cae 1). 


( 46) C= 7 


Pour trouver le second invariant, on peut prendre un autre point 


d’inflexion 
Sf, = Or 2 ape = = (9) (62m) 
on a, de cette maniére, pu = — a?k?, p'u = $(8a?+1) ky —3, 
(47) “G3 i 23 = = 4piu— gepu—p?u ) =— Bb Sas + 20a*—1)- 
jee? — Ke 5? 27 / 


L’invariant absolu et irrationnel a se trouve déterminé en fonc- 
tion de l’invariant rationnel par |’équation 


G3 2633 a3(1— a3)3 


. 3 ee. 
C3 (8 a®=- 20a3 — Lr)? 


qui est du quatriéme degré par rapport a a?. Chacune des quatre 
racines se rapporte a un des quatre triangles d’inflexion. 

On peut encore trouver les expressions (46, 47) des invariants 
par la considération suivante : supposant 23; =2%2,=1, on 
obtient x, par ’équation de la cubique qui donne 


(48) a> = 6axr + 9 = 0. 


Mettant y au lieu de EPpy et observant que, d’aprés (45), p’u 


est nul, on conclut que cette équation doit se transformer en 


par la substitution 
WGea)) a 4. bas 
6(ax—1) 


Ce procédé fournit immédiatement l’expression du discrimi- 
nant. Le discriminant de l’équation (48) est — 3°. 2°(8a3 +1); le 
déterminant de la substitution est —6(8a?—- Ig et 1 ODwen 
conclut 
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a 
BS 
t 


Multiplication de l’argument. 


Soit y le point d’argument zéro (= 0,72 =1, ¥3 =—1); 
ona 
¢ 
[xy?] =r. +23 —2ax, 


| yo?) = v3 + 200,23 — 22 — 207703 = (L3 — @3)( Xo + 3 — 242%). 


L’égalité (33), comparée avec (31), donne done celle-ci : 


+ (pou—puy= H 
k2 J J Se (Ze — 3 )*( Lo oT Re 


Comme, dailleurs (t. I, p. 96), 


bs u 
p2u—pu=— “—, 
pru 
il en résulte 
I ! (8a3 +1) 2H 
ee MOL) ees. ; 
JRS 8? 9(%-- %, —2a2,)3’ 


ou encore, a cause de f= 0, 


(82 +1) 274223 


' 
a Wie 

Uz U = ° 
ks ' Q(%2-+ @3 —2ax,)3 


Dans la multiplication de argument par 2, on peut procéder 
autrement. Considérons les deux équations 


5 
Vivi + youk + 7323 =0, V1 223 AW V2H3H 1 3X1 Hy = 0, 


qui, résolues par rapport aux y, donnent 


aha ae 2 hem 3 
2 — . 3 aS % % 2 
(@3— #3) %y(e3— a?) 5(@} — 3) 
yityity} _ ci+ e+ 2} 
SSW HH, X3 


La derniére égalité montre que le point y est surla cubique, en 
méme temps que x. Les deux premiéres équations font voir que 
ce point y est sur la tangente de la cubique en z, cette tangente 
ayant pour équation 


Vi Le H+ 203+ V3 L3H 2A 1 Ly X3 + Y2X3 XV) + Y3X1L_) — 0. 
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Ainsi y est le point ot la cubique rencontre la tangente menée au 
point x. L’argument de x étant u, celui de vy est — 2u. D’aprés 
Végalité (45), le changement de w en — u correspond al’échange 
des indices 2 et 3, comme on l’a déja observé plus haut. En 
conséquence, la multiplication de Vargument par 2s’opere au 
moyen des formules 


yaa Naat on it Ja oe 


(4 n= : 5 = 
2 maja) (jah) B(et a4) 
) N . , P é 
c’est-a-dire que, argument de x étant u, celui de y est 2u. 
On pourra donc obtenir p2u, p'2u en mettant, dans les 
expressions de pu et p’u, au lieu des x, les dénominateurs (49). 
Faisons le calcul pour p/2w; au lieu de 2, + 2; —2ax,, ona 


Uy (03 — vf) + 23(v}— v3) + 2an,(73 — v3) 


= (%3 — Lo) [X_%3(Lo +23) + HO} + 200)(02 +4%24%3 + x3) I. 


Remplacant 2} par son expression tirée de f=o, on obtient 
cette nouvelle forme 


(Lo— x3 3 (X2 + 13 — 2X), 


dapreés laquelle on conclut 


I eyes (8a3 + 1)(x2%3 + 7303 — x, 03 — 2323) 
ze) : 


3(%_q — #3 )3(X2 + 23 — 2aA2X,) 
Suivant une relation générale [t. I, p. 105, éq. (25)], ona 


v,u =— p'2u(p'u)'. 


Nous avons done 


1 hw (8a3 + 1)'(a43+ 73903 — Ly} — £3.23) 
ki? plu 3*( x2 +- %3 —2ax,)* 


Il est aisé de former maintenant les deux fonctions qui servent 


de fondement a la multiplication par un nombre quelconque 
(dénotées par x et y aut. I, p. 103), 


° 3 
Ye! Y =— 
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LS 
1S 


| 


Voici leurs expressions : 


ree 9(8a s+ 1) (21 2.23) 3 
— (Gas (ape are), 


(50) z Y= 


Tandis que Y ne contient pas explicitement la constante «, X la 
contient, au contraire; mais on peut la faire disparaitre en la rem- 


placant par 


= = 
OL, L223 


daprés Péquation de la cubique. Cette transformation est trés 
digne d’intérét, comme on va voir. Elle donne d’abord 


321 X223(2a t I) =- (a t= Bo X3)( a, + 0x_,+ 0x3 )(a2, + Pax, Sim 0 x3), 


Q étant une racine cubique imaginaire de l’unité. On en conclut 


27(21%223)?(8a3 +1) =— II (x, + ex + 8'@3), 
-le produit If s’appliquant aux neuf facteurs qu’on obtient en pre- 
nant, de toutes les maniéres, 
core BS 2 ie 

D’autre part, la transformation du dénominateur de X s’opere 

ainsi } 
3.29%3(L_ + Lz —2AX,) = LV} + (a. + 73)? = Ua, + &4%2 + 223). 
I] en résulte 


(Con) X=— pap rime tema e 
Bey SEPA 


'23), 


avec cette condition que ¢ et ¢’ doivent étre Ltoujours différentes 
entre elles dans un méme facteur, en sorte qu’il y a seulement six 
facteurs. 

La signification géométrique de cette formule est fort simple : 
dans chaque triangle d’inflexions, il ya un coété qui passe par le 
point d’inflexion choisi pour origine de l’argument. Il reste done 
huit droites d’inflexions qui ne contiennent pas ce point. On ob- 
tient leurs équations en égalant a zéro les huit facteurs du numé- 
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rateur de X; deux de ces facteurs sont x3 et £2; les autres sont 
soumis au signe II. 


Sur les combinants. 


La transformation qu’on vient d’opérer sur X peut étre faite 
aussi sur les expressions de pu et de p'u, qui ne contiendront plus 
a, mais seulement les coordonnées du point z. De cette maniére, 
tous les points du plan se trouvent représentés par des fonctions 
elliptiques. C’est une représentation analogue a celle qui a été 
envisagée au Chapitre précédent (p. 404). En un point quel- 
conque x passe une cubique appartenant au faisceau (43), ou a 
est arbitraire. On prend constamment le point (0, 1, —1) pour 
origine de l’argument sur chaque cubique. Le point ~ a, dés lors, 
sur cette courbe un argument bien déterminé, relativement a des 
fonctions elliptiques dont les invariants dépendent de ce point x 
lui-méme. 

Les fonctions fondamentales pour la multiplication de largu- 
ment sont figurées par les égalités (50) et (51). Par leur moyen, on 
obtiendra la solution des problémes ou: cette multiplication inter- 
vient. Que l’on demande, par exemple, le lieu du point dont l’ar- 
gument est la m*™? partie d’une période. Ce sera, pour m = 2, la 
droite 73—= 2, d’aprés l’expression de p'u; pour m= 3, le nu- 
mérateur de X devra étre égalé 4 zéro; ce seront donc huit droites 
Winflexions ; pour m= 4, on égalera a zéro le numérateur de Y; 
pour m=5, le numérateur de Y— X(t. I, p. 103); pourm=6, 
celui de Y — X—Y?, etc. C’est surtout quand m est un mul- 
tiple de 3 que ce lieu géométrique offre de Vintérét. Soit m = 3n. 
Le point x jouit alors de cette propriété que Pon y peut mener 
une courbe, du degré n, et dont tous les points d’intersection avec 
la cubique sont réunis au seul point x. Par une analyse semblable 
a celle quia été employée dans le Chapitre X, on reconnait que le 
lieu est alors décomposable, comme on vient de le voir pour le 
cas m= 3. Il se décompose en huit ou neuf courbes, suivant que 
nest divisible ou non divisible par 3. Nous renvoyons le lecteur, 
pour ces détails, aa Mémoire original qui les contient ('). 


(*) Recherches sur les courbes planes du troisiéme degré, par G.-H. Halphen 
(Mathematische Annalen, t. XV, p. 359). 
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{in se plagant a ce nouveau point de vue et pour s’affranchir de 
la considération des coordonnées particuliéres qu’on vient d’em- 
ployer, il faudrait mettre les expressions (37, 39) de p3u et 
p’3u sous une autre forme et y remplacer les numérateurs 9 et 4 
par des combinants. On nomme ainsi, dans le sujet actuel, des 
covariants qui restent inaltérés quand on remplace f par une com- 
binaison linéaire de f et H. On voit, en effet, par les expressions 
réduites de f et H, que toute cubique du faisceau s’obtient par une 
telle combinaison. Or il arrive, en premier lieu, que ¥ est effecti- 
vement un combinant; quant a 9, on change cette fonction en un 
combinant par la simple addition d’un covariant, multiphié par /. 
La relation (40), qui a lieu en vertu de l’équation f= 0, se change 
ainsi en une identité, fondamentale dans la théorie des cubiques. 
C’est ce que le lecteur pourra trouver dans les Legons de Clebsch. 


Biquadratique gauche. 


Les considérations générales, qui se trouvent au début de ce 
Chapitre, s’étendent tout naturellement aux courbes de l’espace, Il 
ne faut envisager qu'une coordonnée de plus. Les quatre coor- 
données homogénes x,, %2, £3, £, d'un point étant donc prises 
proportionnelles a quatre fonctions elliptiques, dont les poles com- 
muns soient en nombre n, on définit une courbe du degré n. Les 
déterminants binaires, formés avec les coordonnées et leurs déri- 
vées, ont 27 poles; les déterminants ternaires, formés avec les 
mémes éléments et les dérivées secondes, ont 3n poles. Les courbes 
dont il s’agit, quand elles n’ont pas de points singuliers (et, en 
général, elles n’ont pas méme de points doubles), sont ainsi carac- 
térisées par ces propriétés : la développable, dont une telle courbe 
est ’aréte de rebroussement, est du degré 27 et de la classe 3n. 

La moindre valeur que l’on puisse prendre pour nr, c’estrn= 4, 
sans quoi la courbe serait plane. Par le premier mode de repré- 
sentation (2), on voit, en effet, que, si m était inférieur a 4, les 
quatre coordonnées, s’exprimant linéairement par pu et p'u, se- 
raient liées par une relation homogéne du premier degré. Ce cas, 
n = 4, est le seul dont nous parlerons et fort sommairement, bien 
qu’il puisse donner lieu a des développements trés variés et trés 
intéressants. 

I. 29 
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Pour la courbe dont nous nous occupons (n= 4), les quatre 
coordonnées sont proportionnelles a quatre fonctions linéaires de 
pu, plu, pu. En prenant donc des coordonnées conyenables, on 
aura 

Ly Lo 2X3 Ly, 


(32) pu - pu ae pu I 


Par les relations 

p’=6p?—4te2, pt=4p?—62p— &3= 3(PP — &aP)— 43, 
on conclut 
(53) m2, =6272—fg.r,u,, 23 = 323(21— 82%.) — 83272; 


par conséquent, fa courbe est l’intersection de deux surfaces 
du second degré; c’est ce qu’on appelle une biquadratique. 
C’est une biquadratique quelconque, malgré la forme particuliére 
des équations (53), dont la premiére représente un cone. On sail 
bien, en effet, que par une biquadratique quelconque passent 
quatre cones du second degré. 

Dans les équations (52), les fonctions elliptiques, auxquelles les 
coordonnées sont proporuionnelles, ont un seul pdle, mais qua- 
druple, uw = 0. Comme on!’a vu précédemment, cette particularité 
correspond simplement au choix qu’on a fait pour l’origine de 
Vargument. On va, dans un instant, voir quel est ce choix. On 
trouve immédiatement les propriétés élémentaires suivantes : 
quatre points dans un méme plan sont caractérisés, sur la bi- 
quadratique, par ce fait que la somme de leurs arguments est 
une période. Deux points, dont la somme des arguments est 
zero ou une demi-periode, sont dans un méme plan bitangent 
a la courbe, c’est-a-dire que la corde qui les joint est la géné- 
ratrice d’un cone du second degré passant par la courbe. A un 
point correspondent, de la sorte, quatre points, qui sont les extré- 
mités de cordes analogues; ce fait correspond a l’existence des 
quatre cénes du second degré. Le plan osculateur, en un point 
@argument u, rencontre de nouveau la courbe en un point dont 
Vargument est —3u .Les seize points, dont les arguments sont 
séro, une demi-période ou un quart de période, sont ceux ow 
le plan osculateur a un contact du troisiéme ordre avec la 
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courbe ; le plan est surosculateur ou stationnaire. C’est en pre- 
nant un de ces points pour origine de l’argument variable qu’on 
réduit 4 zéro la somme des racines relatives 4 une coordonnée 
quelconque. 

L’étude des points ot: le plan osculateur est stationnaire est 
analogue a celle des points d’inflexion des cubiques planes : towé 
plan qui contient trots de ces points en contient un quatriéme. 
[1 existe des tétraédres dont chaque face est constituée par un de 
ces plans. Si l’on prend un de ces tétraédres pour figurer les coor- 
données, le second mode de représentation a les propriétés qu’on 
a signalées précédemment pour les triangles d’inflexions des cu- 
biques. 

Considérons une corde fixe G, dont les extrémités aient @ pour 
somme de leurs arguments. Pour toute corde D, qui rencontre G, 
la somme analogue est égale a — a, puisque les quatre extrémités 
sont dans un méme plan. Les cordes D sont les génératrices d’une 
surface du second degré contenant la courbe, et l’on voit que, sur 
une méme surface du second degré passant par lacourbe, chaque 
génératrice rectiligne, parmi celles d’un méme systéme, ren- 
contre la courbe en deux points dont la somme des arguments 
est constante. Pour les deux systémes de génératrices rectili- 
gnes, les deux sommes sont égales et de signes opposés. Les sur- 
faces du second degré sont ainsi caractérisées par l’argument + a. 
On a déja vu que, pour les cénes, cet argument est zéro ou une 
demi-période. 

On peut envisager, sur une de ces surfaces du second degré, 
une ligne polygonale formée successivement de génératrices rec- 
tilignes de lun et l’autre systéme et inscrite dans la courbe. L’ar- 
gument d’un sommet étant w, on a successivement, pour les autres 
sommets, les arguments 


a—u, —2a+u, 3a—u, —4fa+u, 5a—u, —ba+u, 


Une telle ligne ne se fermera jamais si a est quelconque. Au 
contraire, elle se ferme toujours, quel que soit w, si @ est choisi 
convenablement. Ainsi, ces lignes polygonales se ferment toujours 
sur des surfaces du second degré particuliéres ; les quadrilatéres 
se ferment sur l’une quelconque des siz surfaces correspondant 
aux quarts de périodes ; les hexagones, sur l’une quelconque des 


; I jen Ae 
fer) = 3 (yi ge + Oe eae wae 
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seize surfaces correspondant aux sixi¢mes de périodes. En géné- 
ral, les polygones de an cétés se ferment sur 2(n?— 1) surfaces 
différentes, quand n est un nombre premier, comme l’indique le 


degré de la fonction we, polynéme entieren pu (t. I, p. 99). 


Considérons le second mode de représentation (5) et supposons 
que un des sommets 2, = #,= 4; = 0 du tétraédre de référence 
soit pris sur la courbe méme, en un point d’argument «. Les trois 
fonclions 2, £2, £3; ont alors le facteur commun o(u—a). Si 
Von fait abstraction de x,, on voit que les trois coordonnées x, 
2, £3 sont proportionnelles a trois fonctions elliptiques ayant 
seulement trois infinis, d’ailleurs communs. Pour la cubique plane, 
perspective de la courbe quand le point de vue est pris sur cette 
courbe, nous trouvons ainsi la représentation elliptuque ordi- 
naire. La proposition relative au rapport anharmonique des tan- 
gentes (p. 424) conduit a cette nouvelle proposition : le rapport 
anharmonique des quatre plans tangents menés a la courbe 
par une corde (les plans, menés par la corde et les tangentes en 
ses extrémités, n’y comptent point) est constant; Cest Vinvariant 
absolu des fonctions elliptiques correspondant a la courbe. 


Nouvelle forme de l’intégrale elliptique de premiére espéce. 


Soient f= 0 et 9 =o les équations de deux surfaces du second 
degré passant par la biquadratique. Pour un point quelconque de 
la courbe, on a 


if 0) ORO; Sida, + fodiy+...=0, ©,da, + o,.da%,+...=0. 


Il est convenable ici de prendre, pour les polaires, la notation 
suivante, afin de ne pas confondre les polaires relatives aux deux 
surfaces : 


. I do (olen 
o(Zy) = AeA om eae 


of af \ 


en sorte que f(z) représente le polynéme f lui-méme. 
Soient encore y, %, ¢ des points quelconques de l’espace et 
a, b deux plans quelconques 


A= AX%,+ A,X, + A323 => AL, = Ax 


b = ba, + by% + b3%3 + b, ay, = by. 
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Si lon multiplie entre eux les deux déterminants 
(V1 32. 3. AL), igh: O22. a3. b,), 


en tenant compte des égalités (54), on trouve, pour le produit, 


Sey) f(#%) 0 o | 
ae oo js i. | = (adb — bda)[ flwy)o(wz) — f(ws)o(ay)]; 
by bz 6 ‘db | 
d’ot Von conclut 
(1. 52-X3-ALy, ) wiih — beln 


(55) 


== [ROS 


Fay yo(ws)—flasjelay)  fiw.gga.ay.b,) 


Cette égalité montre que les deux différentielles sont indépen- 
dantes, la premiére, des points arbitraires y, z; la seconde, des 
plans arbitraires a, b. En raisonnant comme on I’a déja fait plus 
haut (p. 425), on reconnait que ce sont bien la deux formes de la 
différentielle kKdu, u étant Vargument du point & sur la courbe. 

Cette forme nouvelle de la différentielle ellipque comprend, a 
la fois, celle qui s’est présentée pour la cubique plane et celle qu’on 
a rencontrée au Chapitre X pour la figure composée de deux 
coniques. 

A Végard de la cubique plane, considérons la fonction 


(56) F(xv)=f(2y) (2x) — o( ay) f( 2a), 
dont on obtient ainsi la premiere polaire 


Gr) 33y PY) un = f(¥S) (UU) + 2f( ay) O22) 
a — o( yz) f(vr) — 29(xy)f( x5). 


Supposant x en coincidence avec v, on en déduit 
Sar Fi(y) +... = oye) S(VY)—-LY4) OY): 


ce qui est zéro, quel que soit z, si y est sur la courbe. En ce cas, 
Véquation F =o représente donc un cone du troisiéme degré, 
céne perspecuf de la courbe, le point de vue étant en y. La 
fonction F est alors composée avec trois coordonnées homogénes 
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seulement, X,, X2, X3 par exemple, 
(58) MH My, — Bsr) Xo = %e¥4n—UWiY2, X3 = UL3Vi — LiVs- 


Pour une telle fonction, on a, en prenant les dérivées par- 
tielles, 
d 0 do d d 


? eee? 


vm OX; a 0x3 


( ae De ye eee 
M4 OX, gd OX, ee OXs | On; 


Si Von prend maintenant un autre point z et que l’on pose sem- 
blablement 


(59) Z, = 21 Vi, — 261) Ly = 22.4 — 242) Ls = 331 — 24Y35 
il en résultera 


0 0 J 9.50. CON onaae aero 
CBO); At ox, 8 phal tO RORE eee Lomne wedpee en aoe 


Si lon a soin de prendre, au lieu de F(z), son produit par yj, 
on a effectivement ainsi une fonction homogéne de X,, Xo, X3, a 
coefficients indépendants de y. Elle donne lieu a la différentielle 


Gc Xa kay 
Vi (Li Ey xX eee 


(61) EOD = 


ce qui, d’aprés les égalités (57, 58, 59, 60), peut s’écrire, o( xx ) 
et f(vx) étant nuls, 


(41. 2.23. dx, ) 


kdu=-— : s 
© OO Fwy) ees) — fle) olay) 


Col we 


C’est Pexpression (55) déja trouvée pour la différentielle de 
Vargument sur la biquadratique ; il faut avoir soin d’observer que, 
dans les formules (55, 61), on doit prendre 24! = 3k. Les for- 
mules établies plus haut pour les cubiques s’appliqueront ainsi a 
Ja biquadratique. Nous venons de voir que la polaire [ZX?] se 
remplace par 


2 


[2x*] = 3 | ay) e(@2)— Ses) 9(ay)] 5 
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la seconde polaire se calcule aisément par l’égalité (57), et l’on 
trouve 


[XZ7] ;| Pe ae | : 


~ 3L—e(yz) (tx) — o( yt) (2x) — 9( yn) f(t) 


Mais la substitution de ces expressions dans la formule (23), par 
exemple, offre trop de complications pour qu’on doive s’y arréter. 

La maniere la plus générale de réduire la différentielle (55) a la 
forme qu’on a trouvée dans Je Chapitre X consiste 4 supposer 
que la surface f= 0 soit un des cénes du second degré passant 
par la biq uadratique et que le point z soit le sommet de ce céne. 
La polaire f(2z) est alors réduite a zéro. On sait que la quantité 


P= 0( 4s)? — o( 7x) 0( 22) 


est le premier membre de l’équation d’un céne ayant son sommet 
au points. Enremplacant, dans la premiére expression (55), 9 (xz) 


par /®, et observant que f correspond aussi a un céne ayant z 
pour sommet, on n’aura seulement que des coordonnées ternaires, 
qu’on pourra introduire explicitement, comme on vient de le faire 
dans le cas précédent. On obtiendra ainsi la transformation de- 
mandée. 


Deux modes de coordonnées elliptiques dans lespace. 


La biquadratique a pour perspective, d’un point de vue arbi- 
traire, une courbe du quatriéme degré, a deux points doubles. 
Ainsi en un point quelconque de l’espace se croisent deux cordes 
de la courbe. Les quatre arguments des extrémités de ces cordes, 
arguments dont la somme est constante, constituent un systéme de 
coordonnées propres a représenter le point de croisement. Ce sys- 
téme de coordonnées, dont on pourrait, sans doute, tirer des con- 
séquences importantes, n’a point été encore étudié. 

Un plan quelconque coupe la courbe en quatre points, que l’on 
peut, de trois manicéres différentes, partager en deux couples. 

Si on a pris lorigine des arguments en un point ot le plan 
osculateur est stalionnaire, la somme des arguments dans un 
couple est égale et de signe coatraire ala somme analogue dans le 
couple conjugué. En faisant abstraction du signe, on a donc trois 


456 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


pareilles sommes, qui peuvent étre envisagées comme étant des 
coordonnées du plan. Changeant, par la dualité, les points en 
plans et réciproquement, on est ainsi conduit a un systéme de 
coordonnées elliptiques : chaque point de l’espace est déterminé 
par trois arguments, dont le signe est indifférent; la figure a 
laquelle se rapportent ces coordonnées, c’est le systeme des sur- 
faces du second degré inscrites dans une méme développable, 
transformée de la biquadratique. Ce sont 1a justement les coor- 
données connues sous le nom de coordonnées elliptiques, et dont 
il va étre question dans le Chapitre suivant. 
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CHAPITRE XII. 


EQUATION DE LAME (+). 


Coordonnées elliptiques. — Equation des potentiels en coordonnées elliptiques. 
— Formules diverses. -—— Les arguments elliptiques, considérés comme des tem- 
pératures. — Probléme de Lamé. — Fonctions de premiére sorte. — Fonctions 
de deuxiéme sorte. — Fonctions de troisiéme sorte. — Existence des fonctions 
de Lamé. — Transformation de l’équation de Lamé. — Solutions, sous forme 
algébrique. — Solutions, sous forme elliptique. — Intégrales définies. — Solu- 
tion; du probléme de Lamé. — Remarque sur les cas ot! le nombre 27 est im- 
pair. — Sur la seconde solution de l’équation de Lamé. — Intégrale de Liou- 
ville. — Attraction d’un ellipsoide. — Potentiel d’une surface ellipsoidale. — 


4 I as . , : ’ 
Développement de a Or Nouvelle maniére d’envisager l’équation de Lamé. — 


Intégrale sous forme de produit. — Produit des deux intégrales. — Solution. 
— Discussion. — Calcul de l’élément simple. — Cas exceptionnels de l’élément 
simple. — Digression sur l’équation de Riccati. — Forme générale de la solu- 
tion. — Décomposition de l’intégrale en éléments simples. — Recherche directe 
de Vintégrale. — Formules pour nm = 2. — Formules pour n = 3. — Formules 
pour n = 4. — Exemples de calcul pour n = 5. 


Coordonnées elliptiques. 


La définition des coordonnées elliptiques, que nous allons rap- 
peler, est fondée sur la considération d’un systéme de surfaces du 
second degré confocales. 

Par x,, 2,, 2; nous dénotons les coordonnées rectangulaires 


(*) A consulter : Lame, Mémoire sur l’équilibre des temperatures dans un 
ellipsoide a trois axes inégauz (Journal de Math., 17 série, t. IV, p. 126). — 
LiouviLLe, Lettres sur diverses questions d’ Analyse et de Physique mathéma- 
tique, concernant lellipsoide (tbid., t. XI, p. 217 et 261). — E. Heinz, Hand- 
buch der Kugelfunctionen, t: 1. — Hermite, Sur quelques applications des 
fonctions elliptiques. — Brioscul, Théorémes relatifs a l’équation de Lamé et 
Sur une application du théoréme d’Abel (Comptes rendus, t. XCII, p. 325, et 
t. XCIV, p. 686). 


458 DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS. 


d’un point quelconque de l’espace; par py, Ps, Ps les carrés des 
axes d'une des surfaces; enfin, par |’équation 


(1) ae | 2 ESO 


nous représentons une quelconque des surfaces du systéme; s est 
le paramétre qui caractérise cette surface. 

L’équation (1), quand on y considére les z comme donnés et s 
comme l’inconnue, a trois racines réelles, 4, », vy, qui sont ainsi 
rangées, avec les données, par ordre de grandeur, 


(2) My Pa se 


C’est ce qu’on voit immédiatement par le signe du premier 
membre (1) quand on substitue, a la place de s, V’infini négatif, 
puis des valeurs voisines de p,, P2, P3- 

Ainsi, par chaque point de lespace, il passe trois surfaces du 
systéme, savoir: un ellipsoide (s =), un hyperboloide a une 
nappe (s = »), un hyperboloide a deux nappes (s = vy). 

Les trois racines ), p, v de l’équation (1) sont les coordonnées 
elliptiques du point x. En fonction de ces coordonnées, on ex- 
prime, comme il suit, les coordonnées rectangulaires : 


gi i JL. a— Vv 
(3) AG )(pP )( Pa ¥) (ee 


r= * ==1, 2; 3). 
: (Pa— Pg)( Pa— Py) Deane 


Effectivement, si l’on pose 


(4) (s —pi)(S — P2)(s — ps) = f(s), 


on conclut de l’égalité (3) 


eS Sey ae “4 


ainsi que l’apprend la théorie des fractions rationnelles. On voit 
par la que, si les @ ont les expressions (3), l’équation (1) admet 
la racine s =. Elle admet aussi, 4 cause de la symétrie, les ra- 
cines p et y. Par la se trouve justifiée la triple égalité (one 

Voici maintenant comment on va introduire, ala place de A, p, v, 
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trois arguments elliptiques. Désignant par t un coefficient arbi- 
traire d’homogénéité, posons 


3ST ea = Pat Py— 2Pa (4, 8, Y =1,2,3), 
Ppo=—s+3( Pit Prt ps); 

d’ot. Von conclura 

(5) t2(pv — €g) = Pa— S. 


Suivant que s est une des racines ), % OuUY, py est, par rapport 
a €,, €2, 3, dans un intervalle différent. 

Nommons uw, ¢ ou w largumenty, suivant que s est une des ra- 
cines }, » ou y. Nous avons ainsi, d’aprés les inégalités (2), 


pura>Ppr> > pw > es. 


A des périodes prés, uw et w—w! sont réels, tandis que »— w est 
purement imaginaire. Les fonctions elliptiques employées ici sont 
a discriminant positif. 

La formule (3) se transforme en celle-ci 


ane — (PU Ca)(PY — ea) p(w — ea) 
6 eh = : 4 
(6) Fa (€g— €g)(ea— ey) 


On peut y extraire Ja racine carrée, ce qui donne (t. I, p. 194) 


(7) y= Uz en ae eae, Ug= ewe ? 

Le signe choisi en extrayant la racine au second membre est in- 
différent : ce second membre, en effet, est une fonction impaire 
de chaque argument. 

Si ’on augmente un des arguments de la période 2wg, %g se re- 
produit sans changement, tandis que xg et xy se reproduisent 
changés de signe. 

De ces deux circonstances, on conclut que, en faisant varier 
chaque argument dans l’étendue d’une demi-période seulement, 
on obtiendra tous les points compris dans un des huit triédres 
formés par les axes de coordonnées. 

La formule (7) présente cet avantage que, par elle, les coor- 
données w, 9,  conviennent a un seul point, tandis que les coor- 
données i, uw, v représentent toujours huit points a la fois. 
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Equation des potentiels en coordonnées elliptiques. 


Soit a une arbitraire : posons 


(8) , tS aa ay 


Dep Es 


Les x étant ae par leurs expressions (3), on a 


(9) P(a) = ae e(a@) =(a—A)(a—p)(a—y), 


comme on le voit par la décomposition en fractions simples. De 
Pégalité (8) résultent celles-ci : 


Le ws ive La —s 1 ” 
(10) ieee =— (4); >; (Geet ee '(a). 
a a 


Reprenons |’équation (1), qui devient une identité si l’on y met, 
pour s, l'une des racines, } par exemple. En différentiant par 
rapport 4%, ona 


ae 
ee, += Soom ee 
d’ou résulte 
ONE. DUR OK \? 4 
) Oty (Pa—) ®(A)’ > (sex) . BA) 


Sil’on prend une autre racine p., on conclut aussi de |’équation (1) 


Oh Ov. 


Sia Nii eras Oa OX y, ae 


résultat bien connu et qui exprime Porthogonalité des coordonnées 
curvilignes. 


Différentions encore, dans l’équation (1), par rapport a &q, il 
vient 


2, % 4 Ly On 02) ve Lf 
" (pa A)3, Oxy . »()" ee a) | pea eee uae 


2 8 x% hag B"(X) 80 eo x bate 
Pa— > (Pa— r)3 &'()) (Pa— h)® B2(i) Ox 4 Pi thd 
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Si l’on ajoute, membre 4 membre, les trois pareilles égalités, 
obtenues en changeant l’indice «, on voit, d’aprés les relations (10), 
disparaitre les termes du milieu; il reste 


Oe 2 f'() 
my f(A) BOY’ 
d’ot l'on conclut 


a eS) Oh \2 
oe 00% af) ee) as 
a a 


Conformément a l’égalité (2), on a 
<2(pu — eg) =Pa—A, we p?2u=—4 f(a), Con 2 f(A 
On en conclut 


Ud 2 9 fiat ) 
ji 2 eS 2 Dy ese G2 fe SEDO 
(14) wp’ udu dh, tp ud*u d2)h + sO : 


Par conséquent, 


pry ou ee (2 


eo dua 2 f(r) Ox y 
a a 


el, conformément a l’égalité (13), 


O2u 


2 
0x2, 
a 


(15) 


L’argument w satisfait, on le voit, a l’équation des potentiels; 
de méme aussi les arguments ¢ et . Prenons ces arguments pour 
nouvelles variables indépendantes et transformons |’équation des 
potentiels, a l’égard d’une fonction quelconque T. Voici la for- 
mule du changement de coordonnées : 


pr ero Ou y OTR Ow, OVRe oT Pu 
Oz2 . Ou? \dry]  —«OUOP Oey Ory, «Oty, O32, 


Suivant les égalités (12, 14), ona 


ou \2 4 Pi 2 
X(4) 7B ttp2ue() > (AQ 2X’Oy 
a 

Ou ov 


Oxy Oty, 
a 
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On obtient donc 


Hie A I ae 
ox2 Ess Eee 


a 


mais l’expression (9) de ® donne 


F(A) ®(A) = 9) = (A— BA =»). 


Nous avons ainsi, pour transformée de l’équation 


a ae 
oma? 
a 
celle-ci 
2'T o2T 02T 
(16) OVP @ ie Pw pu) ae + (pu PY) 3 0 


Formules diverses. 


L’équation (3), différentiée par rapport a i, donne 


( (2) = La oe 
On ~~ (Ppa aA)?? 


d’ot l’on conclut, d’aprés l’égalité (10), 


O@e\? sareyy—_. A[WA—y) _ A—wA—y) 
di) =—7PR'(A)= AFO) = pu 5) 
a 


OX y, \? 
XB) = 2(pu—pey)(pu—pw). 
lo 


Les coordonnées curvilignes wu, ¢,  étant rectangulaires, on 


déduit de cette derniére égalité et de ses analogues, pour ¢ et 9, 
lexpression suivante du carré de l’élément de longueutr : 


do? = (pu — pe)(pu— pw)du 
+ (pe —pu)(pe — pw)dv?+ (pw — pu)(pw — pe)dw?. 


Sur Pellipsoide w = const., l’élément aréolaire est 


ds =7* /(pu— pe)(pu — pw)(pe—pw) © dw. 
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rapa fel x ® oo . 
élément de longueur, normal a l’ellipsoide, a pour expression, 
suivant la précédente formule, 


de =—« V(pu—pv)(pu— pw)du, 


le signe moins, que nous mettons ici, se rapportant au cas de la 
normale extérieure, qui est celui dont nous nous seryirons plus 
loin. Effectivement, + étant supposé positif, et w variant de zéro 
aw, du est négatif a l’extérieur. 
Il en résulte 
du 


dy 
hea t(pe—pw) 7 ae. 


Sur la surface de l’ellipsoide,une des coordonnées,w par exemple, 
étant laissée constante, on décrit une ligne de courbure tout en- 
tiére en faisant varier l’autre coordonnée ¢ dans l’étendue d’une 
double période. Il suffira ensuite de faire varier l’autre coordon- 
née dans l’étendue d’une période pour parcourir une fois toute 
la surface. Mais, pour la symétrie, nous préférerons faire varier les 
deux coordonnées dans l’étendue d’une double période, 4w’ 
pour ¢ et 4w pour #; la surface sera décrite ainsi deux fois. Cette 
convention sera admise dans les diverses intégrales que nous au- 
rons a prendre plus tard, par rapport a ¢ ou #; nous nous dispen- 
serons d’y indiquer les limites, qui seront toujours supposées 
distantes d’une double période. 


Les arguments elliptiques, considérés comme des températures. 


L’équation des potentiels (15) est aussi Péquation d’équilibre 
de la chaleur. La coordonnée elliptique uw, qui satisfait a cette 
équation, exprime donc la température, dans un certain état 
d’équilibre. Il s’agit de définir cet état. 

L’argument réel wu peut acquérir la valeur zéro; les points cor- 
respondants sont a Vinfini. Il peut acquérir aussi la valeur w 
(demi-période réelle), qui donne x,= 0 : les points correspon- 
dants sont dans un des plans coordonnés. Il faut, toutefois, obser- 
ver que l’équation wv = const. (ou } = const.) représente un ellip- 
soide du systéme (1); ]’équation w= w représente ainsi un ellipsoide 
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aplati, c’est-a-dire une partie du plan 2, = 0, celle qui estintérieure 
4 Vellipse dont l’équation est 


(17) 


= T =I. 

(IRI AION 
C’est, pour emprunter l’expression de Lamé, une plaque ellip- 
tiqgue : « Si on suppose que l’espace solide soit infini et plein, 
que la température unité soit celle de la plaque ellipuque, et que 
zéro soit celle de la sphére de rayon infini(') », la température, en 


un point quelconque, est ~. Telle est la définition de état d’équi- 


: F ; : : f : u : a 
libre envisagé. Le lieu des points a température | est un ellipsoide; 


les carrés des axes de cet ellipsoide sont proportionnels aux trois 
fonctions pu — @,, pu — é2, pu — e3. 

Les points du plan x, = 0, extérieurs a lellipse (17), consti- 
tuent ce que Lamé appelle une plaque indéfinie, a vide ellip- 
tique. C’est Vhyperboloide a une nappe » = w. Semblablement, 
le plan x, = 0 est considéré comme formant deux plaques hyper-' 
boliques, lapremiére, a une nappe, limitée par les deux branches 


de Phyperbole 


la seconde, &@ deux nappes, comprise aVintérieur de lune et l’autre 
branche de cette hyperbole. La premiere représente ’hyperboloide 
a une nappe ¢ = w + o’, la seconde l’hyperboloide 4 deux nappes 
w=w-+ w!. Enfin le plan x; = 0 constitue une plaque indéfinie, 
hyperboloide a deux nappes w = wo’, 

Voici les états d’équilibre dans lesquels la température est pro- 
portionnelle 4 »—w ou aw —ao!: 

« Si lon suppose que l’espace solide soit infini et plein, que la 
température zéro appartienne a la plaque indéfinie, a vide ellip- 
tique, et que la température 1 soit celle de la plaque hyperbolique 


ie —— Al 9) 


Ul 


a une nappe », la température en un point quelconque est 


(*) Lame, Mémoire sur les axes des surfaces isothermes du second degre, 
considérés comme des fonctions de la température ( Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, 1° série, t. IV, p. 103; 1839). 
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‘ : ‘ : C=O) x ‘ 
Le lieu des points a température - — est un hyperboloide 4 une 
; ) 


nappe; les carrés de ses axes sont proportionnels aux trois fonc- 
tions pe — eg. 

Si on suppose que la température zéro appartienne ala plaque 
indéfinie, la température 1 ala plaque hyperbolique a deux nappes, 


lf 
, . (ee) ——— (0) . 
alors la température en un point quelconque OS, ===> [Le lan 


Ww 


¢ ; , wy — wo)’ ba ae 
des points a température ——— est un hyperboloide a deux nappes; 
G) 


les carrés de ses axes sont proportionnels aux trois fonctions 


pw — eq. 


Probléme de Lamé. 


Le Mémoire sur Véquilibre des températures dans un ellip- 
soide a trois axes inégaux « a pour objet la recherche des lois 
qui régissent l’équilibre de la chaleur dans un corps, solide et ho- 
mogéne, terminé par une surface de forme ellipsoidale. Je ne con- 
sidére, dit Lamé, que le cas le plus simple, celui ot la paroi 
extérieure du corps serait directement entretenue a des tempéra- 
tures fixes, mais variables d’un point a l’autre de cette surface ('). 
... Voici le probleme d’analyse correspondant : la surface de Vel- 
lipsoide ayant pour équation (?)» w= up, il s’agit de trouver une 
fonction T, qui vérifie l’équation (16) et qui, pour u = up, se ré- 
duise 4 une fonction donnée, de » et de w. Cette fonction T 
exprimera la température au point dont les coordonnées sont uw, 
9, #. 

Le probléme, dont on vient de donner l’énoncé, était déja résolu 
pour le cas ou la surface du corps, au leu d’étre ellipsoidale, est 
sphérique. C’est en considérant la solution propre a ce cas parti- 
culier et par induction que Lamé est parvenu a la solution géné- 
rale. Nous devons ici nous restreindre, autant que possible, a 
Vexposé de la partie analytique; aussi nous bornerons-nous a 
indiquer une idée fort simple qui conduit tout naturellement aux 
recherches analytiques, que nous avons hate d’aborder. 

Supposons la fonction T développable suivant la série de Mac- 


(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, t. IV, p. 126. 
(7) Lbid., p. 133. 
ett: 30 
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laurin par rapport aux coordonnées rectangulaires #,, %2, 3, 
en sorte qu’on ait 


alice T, t T,-4 Se Ih tro gers 


) 


T, étant généralement un polyndéme entier, homogéne et du de- 
eré n. Il est manifeste que T,, doit séparément satisfaire a léqua- 
tion des potentiels (15), dont le premier membre est ici un poly- 
ndme entier, homogéne et du degré(n— 2). Ce polyndme doit 
se réduire identiquement a zéro; de la +(n — 1)n conditions li- 
néaires, imposées aux coelficients de T,,, en nombre $(n--1) (m+2). 
La différence de ces deux nombres est 22 -+1. Ainsi, dans la sé- 
rie T la plus générale, qui satisfasse a l’équation des potentiels, 
le terme T, contient linéairement 27 +1 arbitraires. 

Si maintenant on remplace les 2 par leurs expressions ellip- 
tiques (6), T, devient une fonction homogéne et entiére, du 
degré n, par rapport aux trois variables 


(18) Vpueaei, V PU — 55. Wy Pee, 


ou encore une fonction entiére de ces variables, de pu et de p'u; 
cette fonction est du degré n, quand les quantités (18) sont enyi- 
sagées comme étant du premier degré, pu du deuxiéme et p’u du 
troisieme degré. En outre, T,, se trouve étre une fonction de cette 
méme nature par rapport aux arguments ¢ et 3; de plus, elle est 
symétrique relativement au, , 9. 

C’est donc une telle fonction, du degré 7, symétrique en wu, 9, 7, 
qu’il faut trouver, avec 27-1 arbitraires, et satisfaisant a |’équa- 
tion des potentiels (16). 

Soit y = f(u) une fonction de la seule variable w et satisfaisant 
a léquation différentielle 

: 


Chee 
(19) Ta = (Apu+B)y, 


ou A et B sont des constantes. Prenons T = f(u) f(») f(); on 


aura 


Ty flu) 
OU hi) 


=(Apu+B)T. 


Les deux autres dériyées partielles analogues sont proportion- 
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nelles a Apvy +B, Apw +B, et cette fonction T satisfait a l’équa- 
tion des potentiels. Si done on peut trouver 27 +1 systémes de 
constantes A, B, de telle sorte que, pour chacun de ces systémes, 
il existe une solution y = /(w) de ’équation (19), fonction entiére 
du degré 7, chacun des produits correspondants f(uw) f(v) /() 
fournira un terme de T,, : le probléme sera résolu. Ces systémes 
(A, B) peuvent effectivement étre trouvés et c’est par la que vont 
commencer nos recherches analytiques. Le coefficient A, pour 
tous ces systemes, a une seule‘détermination : A = n(n -+1). 


Fonctions de premiére sorte. 


Considérons la fonction 
(20) Sls pie?) ee a pir” ane, Ay p'r—8) ees, 


composée linéairement avec les dérivées de pw (la lettre wu est 
omise pour simplifier l’écriture ), 4 indices d’une méme parité. Le 
produit de y par pw est une fonction de cette méme espéce, our 
est remplacé par (n+ 2). Toutefois, le coefficient de la plus 


‘ose Bia I 
haute dérivée n’est pas l’unité : c’est ————. On a done 
n(n +1) 


(21) n(n+1)yp = pw + Ay pe» + Agpie—H +... 
Il en résulte 
y—n(n+1)yp = (a,— Ar) p?-2+ (ag— Ag) p?*§+.... 
Si l’on a done 
(22) ea Aq = b. a,—A,= Ba, a;— A3= Bas, Wieder 
il est visible que y satisfait a l’équation 
(23) yan(rn+i)ypu=By, 


qui est celle (19) dont nous nous occupons. Les coefficients A,, 
As, ... sont composés linéairement avec les coefficients inconnus 
@,, 42, ..., en sorte que les équations (22) sont linéaires par rap- 
port a ces derniers. Mais le nombre de ces équations surpasse 
d’une unité celui des inconnues a. Pour qu’elles soient compati- 
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bles, B doit étre racine d’une équation qu’on obtient par l’élimi- 
nation des a, et le degré de cette derniére est égal au nombre 
des équations (22), c’est-a-dire $m +11 7 est pair, (m7 —1) sin 
est impair. 

Pour obtenir effectivement la formule (21), il faut décomposer 
en éléments simples les produits pp’), dont est composé linéai- 
rement le produit de yv par p. Cette décomposition s’opére facile- 
ment au moyen du développement de pu (t. I, p. 93). 

Voici les premiéres formules : 


1 ede Pee 
p? = 6 P+ 72 &) PP’ =77P"5 
re 2 3 [pee se esl 3 
Pp’ = soP +s Sep +e 8s PP =a P’ +s S2P> 
ar le moyen desquelles on trouve 
) 
1s vy=p—<B, B?— 3 g2= 0, 
ih SB, Ves Be=o, 
3 3 9 PA 
n=4, yvyo=p—7 Bp +i B?— =e, B’— 52g,B-+ 560g3=0, 


n=5, y=p"—;Bp’, B2— 27 82 = 0. 


On peut encore faire le calcul autrement. Si n est pair, yv est 
un polynéme entier en pu, et du degré 3 n. Prenant pu pour va- 
riable indépendante, on a cette transformée de |’équation (23) 


ae ; dy 
(4p?— g2P — 83) Ga 4 (Sip es) oe on We EI) p+ Bly. 


Supposant, pour y, un polynéme entier, du degré 4 n, a coeffi- 
cients inconnus, on le substituera dans cette équation. Le terme 
du plus haut degré disparait et l’on doit identifier 4 zéro un po- 
lynéme enter du degré jn. De la ($n +1) équations linéaires, 
comme précédemment. 

Supposons, en second lieu, m impair; y est alors le produit 
de p’w par un polynédme z, du degré £(n—3) en pu. Posant 
y =sp'u, ona cette transformée de l’équation (23), | 


; ae : 3 
(4p3— g2p — 83) ape 3(6p?— ¢ 82) aoe [(n —3)(n+ 4)p+B]y, 


et le calcul peut s’effectuer comme pour la précédente : on doit 
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identifier 4 zéro un polyndme entier du degré 4(n—3); de 1a 
5 (nm —1) équations linéaires. 
Fonctions de deuxiéme sorte. 
Soit nm un nombre impair et, posant 
= a ey. 


prenons pour z une fonction qui soit encore de la forme (20), sauf 
changement de l’indice de dérivation, 


z= plr—3) ee a prs) te A, p\n—7) ieee, 2 


L’équation différentielle (23) se transforme ainsi : 


ft a ee 4'=[(n —1)(n+2)p + B—eg]z. 


On peut mettre zs’ sous la forme 


Z= p' (ao pr) + ay ple—) ae ane 


le second terme peut alors s’écrire ainsi 


4(p a eg)(P a ex) (ao p25) +a, p—7), . j= By piz—-2) = B, p\%—3) eee, 

) : i , onc iy 5 
comme on l’obtiendra par la décomposition en éléments simples. 
Par la premicre analyse du paragraphe précédent, on reconnait 
alors que B est racine d’une équation dont le degré est $(m + 1). 

Silon veut mettre z sous laforme d’un polynéme entier en pu, 
du degré +(m —1), on emploiera la transformée 


(Ap? — gop yee eames + (lop? feap-hek—tgny& 
: fe} dp? ES gee 


= [(r —1)(n+2)p+B—eg]<. 


Voici les premiéres fonctions : 


B =éq, 


nm=t, 41, 
: 2 6e, B+ 45e2 —15 82 =0. 


1 
=p+7zea— 7B, 


rs) 
| 


Op 
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Fonctions de troisiéme sorte. 


Soit n un nombre pair et, posant 


p= eV (pu— eg) (pu — €y), 
prenons 
z= pla) ais ape) + Az p(r—®) ai, te? 


Voici la transformée de Péquation différentielle (23) 


% p (2p. ea) r = 
& : Bs =([(n—2)(n+3)p+B-+ 3eg]z. 
(Pea CPi e%,) [ \ x a 


On peut opérer directement, par décomposition en éléments 
simples, sur cette équation. La constante B est racine d’une équa- 
tion dont le degré est $n. Si l’on veut prendre z sous la forme 
d’un polynéme entier en pu, du degré $( — 2), on emploiera la 


transformée 
dz dz 
(EP 2p — S32) dp? + (14 p?— heap —4ek — 3 &2) ap 
= [(n— 2) (n+ 3)p+ B+ 3eg]z. 
Voici les premiéres fonctions : 
== £5 Nt, B =— 3é,; 
V=4, 2=p—fey-- aR, B2+ 10€, B — 35e€4—7 £2=0. 


Existence des fonctions de Lamé. 


Quand n est impair, B peut étre déterminé des diverses ma- 
nicres suivantes : 1° par une équation de degré £(m—1), corres- 
pondant aux fonctions de premiére sorte; 2° par trois équations 
du degré $(m-+ 1), correspondant aux fonctions de deuxiéme 
sorte et aux trois indices «. C’est donc, en somme, une équation 
du degré 2n +1 qui détermine B. 

Quand n est pair, on a une équation du degré +n +r pour les 
fonctions de premiére sorte, et trois équations du degré +n pour 
les fonctions de troisiéme sorte. C’est, en somme, une équation 
du degré 2n +1 qui détermine B. 
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Pour conclure a l’existence des (2 +1) fonctions, il faut s’as- 
surer que les (2m +-1) racines B sont inégales. On verra plus loin 
cette preuve, avec celle de la réalité des racines B. 

Nous allons, d’une autre maniére encore, établir l’existence de 
ces fonctions. 


Transformation de l’équation de Lamé. 


Prenons 4 u pour variable indépendante et changeons aussi |’in- 
connue, en posant 


(24) C—O, B= Vi(pives 
Voici la transformée : 


" u Nee ‘ 
a! ant B's [mney (2) —vnps| a= Aa eae) pas B |Z, 


Mais on a (t. I, p. 95) 


i (ER) 
apy pav=7 (ir) > 
i 


p’ v 
en sorte qu’il reste 


u 


25 gi—on Pb gis n(2n—1)pv— Blz=o. 
( j 


a) 18) 
J 


Cette équation, analogue aux précédentes, peut étre traitée de 
la méme maniére, et l’on reconnattrait ainsi qu'elle admet une so- 
lution de la forme 


B= plr—Dy + ayplir—Yv +... 


si B est racine d’une équation de degré 2n-+-1. On serait ainsi 
conduit, d’un seul coup, a toutes les fonctions précédentes. Mais 
nous voulons suivre une autre voie. 

En prenant pv pour variable indépendante, on a la trans- 
formée 


d?z 


(ip oop — 83) dp? 


—(2n—1)(6p?—3 6) + 4[n(2n--1)p—B]z=0. 
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Changeons ainsi les notations 
Dif. == Nis i= or 4 £20 — 6s = 9(@). 


L’équation s’écrit alors sous la forme 


Ie 
"& 


dz i 
—t(m—1)9' + [qs m(m—1)9"—4B] 2s =0. 


dx 


Q)& 


(26) Us 


a? 


Nous allons, au lieu de la variable x, en prendre deux, x, et 22, 
pour établir une homogénéité. A cet effet, nous poserons 


Le De DAO, Lp 


en sorte que Zet ® sont des fonctions homogénes en x, et £2, 


ayant les degrés respectifs m et 4. 
Soit posé, comme il est d’usage dans la théorie des formes, 


; [ 22 

Z\, = ———. ag) 
m(m—1) 0x} 

5 I ZL 

Lio ? 
m(m—1) 021 0%% 

a I PZ 


m(m —T). 0273 ; 


On trouve, par différentiation, les accents servant 4 dénoter les 
dérivées prises par rapport a 2, 


uv 


MM 1) Li Cees 
m(m —1)Zy9 = (m —1) xy 24' — a3 gy 2", 
” 


m(m —1) Lo. = m(m —1)2 "2 = 2(m —1) ae as oes. 


En supposant, pour un instant, une fonction analogue T= x2 ¢, 
composée avec une fonction ¢ de la variable x, on aura, pour T, 
des formules semblables, par ot l’on vérifiera l’égalité 


m(m—1)p(p—t)(T22Z1; — 2 T12Z42 + Ty Zo2) 
=[p(p —1)tz’— 2(p —1)(m— 1)’ 4+ m(m— 1) zener’. 


Prenant ici p = 4 et mettant ®, au lieu de T, nous avons 


m(m — 1)(PooZ4; = 2PyoZy9-+ P 1; Zo.) 


=[s"— 3(m —1)9'2'+ fy m(m—1) 9" 2] a%, 
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en sorte que |’équation (26) devient 


4B 


(2, Opes nia DE figs Gy (Ay a If 
(27) 224141 — 2Pi2419 11422 m(m —1) 


La recherche des fonctions de Lamé revient donc 4 celle des 
formes binaires Z, qui sont identiques au covariant 


Poo L414 — 2Py9Z 42+ Py1 Zo9, 


composé avec Let une forme ® du quatriéme degre. 

Il faut maintenant observer que m est le double de 7, en sorte 
que les fonctions de Lamé correspondent aux formes Z de degré 
pair. Mais le probléme algébrique actuel peut étre posé, dans les 
mémes termes, pour les formes de degré impair. Quand on |’aura 
résolu, on aura des solutions de l’équation de Lamé dans des cas 
nouveaux, pour lesquels n sera la moitié d'un nombre entier. 

Profitant de la forme invariante donnée a |’équation (27), nous 
pouvons effectuer sur les variables une substitution linéaire. Soit 
une telle substitution 


og z = t z a 
U1 = P1r_sis Y152) L_= Pr2s1+ Y252, D = p192— 91 P2- 


Le changement des variables w en € n’altére la forme du cova- 

riant (27) qu’en le multipliant par D?. Ainsi, avec les variables €, 

on a encore l’équation (27) ot seulement B est remplacé par BD?. 
Il existe des substitutions linéaires qui réduisent ® a la forme 


(28) P — fi— 6 Petes ee, 


et nous rappellerons plus loin quelles sont ces substitutions. Le 
covariant (27) devient ainsi 
(63 — PE?) Zi, 4+ 4 PE, &2 Z10 +-(€2=—— PE2) Zoe 
= €2Z1,+ 6PE, bo Z19+ &? Zoo — P(E? 244 + 2P Ey bo Z12+ 63 Zoe). 


La derniére parenthése n’est autre que Z. En posant donc 


i eee 
(29) = ty eee 
on a l’équation 
(30) E3Zy1+ 6PEiEoZi2-+ b} Lo = AZ, 


dont nous allons maintenant nous occuper. 
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Solutions, sous forme algébrique. 


Soit, en employant l’algorithme C* 


pour les coefficients de la 


puissance m**™* du bindme, 


em—1& 2 Em—2 £2 ' gm 
Li acy Ch ab." a C?, a2b 4 Fee ee megs 


L’équation (30) fournit cette relation générale entre les coef- 
ficients 


(31) Cr Ak+2 CRer ak Crs ap—2 = Bh hap. 


Il y figure seulement des indices d’une méme parité pour les 
lettres a, en sorte qu’on a deux systémes d’équations, enti¢rement 
séparés, l’un pour les coefficients d’indices pairs, l'autre pour les 
coefficients d’indices impairs. C’est dans la composition de ces 
deux systémes que s’accuse une différence entre les deux cas a 
distinguer suivant la parité du nombre m. 

Occupons-nous d’abord du cas ot m est impair. Les coeffi- 
cients a sont en nombre m + 1; ily a}(m-+1) équations de chaque 
sorte. Les deux systémes sont composés, de part et d’autre, des 
mémes équations, sauf changement des indices 0, 2, 4, ..., con- 
tenus dans un systéme, en m, m—2,m— 4, ... contenus dans 
Vautre. La possibilité d’un de ces systémes impose ah la condi- 
tion de satisfaire a une équation dont le degré est $(m +-1).Quand 
on prend, pour h, une racine de cette équation, les deux systémes 
deviennent, a la fois, compatibles. Dans chacun d’eux subsiste un 
coefficient arbitraire; en vertu de leur symétrie, on arrive a cette 
conclusion : Quand m est impair, h doit étre racine d’une équa- 
tion dont le degré est $(m-+1), et, pour chaque racine h, il 
existe une solution sous la forme 


Lie at, f(§?, b3)+- béo f(§3, 2), 


ou a et b sont des constantes arbitraires. 

Prenons, en second lieu, le cas ot m est pair, m= 2n. Les 
deux systémes d’équations linéaires sont différents : l'un, celui 
qui content les deux équations extrémes (k= 0 et k= 2n), 
contient (7+ 1) équations, l’autre en contient seulement mn. Cha- 
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cun d’eux reste inaltéré si l’on change chaque indice & en 2n — k. 
Pour rendre un de ces systémes compatible, on devra soumettre h 
a une équation de condition; l’autre systéme ne sera satisfait alors 
que par des valeurs nulles, données aux inconnues qu’il contient. 
On voit done déja deux équations de condition, une pour chacun 
des deux systémes : on peut choisir Pune ou l’autre pour obtenir 
une solution. Soient maintenant 


An t+ Ayn—p= bz; 2 Ore 


L’équation (31), combinée, par addition et soustraction, avec 
celle qu’on obtient parle changement de k en (m— k), donne lieu 
a deux équations toutes semblables, contenant l'une les lettres 6, 
Vautre les lettres c. Chaque systéme se décompose ainsi en deux 
autres qui, au premier abord, paraissent coincider complétement. 
I] n’en est rien cependant et ces deux systémes différent entre eux, 
de part et d’autre, par la derniére équation. 

En premier lieu, envisageons, pour k, les valeurs de méme parité 
que n. La derniére valeur de 4, savoir k = 7, donne l’équation 


MOK. Op Ol Ot Din (O01 


c’est l’équation (31) elle-méme, ot l’on a mis 2n et nm pour m 
et k. Il n’y a point d’équation semblable pour les inconnues c, et 
effectivement, c, étant nul, ces inconnues sont en nombre infé- 
rieur d’une unité a celui des inconnues b. Ce sont donc bien deux 
systémes différents; ils contiennent respectivement $n-—-1 el 57 
équations, si n est pair; $(m-+-1) et $(m—1) équations, sin est 
impair. 

Prenons, en second lieu, les valeurs de & dont la parité est op- 
posée a celle den. La derniére valeur de k, savoir k =n —1, 
donne les deux équations 


Cee On=s = (Chai — 6 PCL, — Ce) Ona 


C853 Cn =(CRg th — OPCRz2, + CPzts Cnt. 


Les deux systémes different, on le voit, par un signe dans la der- 
niére équation; ils ne peuyent étre, tous deux a la fois, compa- 
tibles. Is contiennent, tous deux, des équations enméme nombre, 
4(m-+1) ou 47, suivant la parité de n. 
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Si l’on rend compatible l’un des deux systémes (0), les ¢ sont 
nuls et Z est symétrique en E,, &. Si l’on rend compatible un sys- 
téme c, les b sont nuls et Z est alterné. Si les coefficients qui sub- 
sistent sont d’indices pairs, Z ue contient que des puissances des &, 
4 exposants pairs; si les coefficients sont d’indices impairs, il n’y 
a que des exposants impairs. En résumé, pour déterminer /, on 
peut prendre une quelconque de quatre équations, dont trois ont 
le degré $n ou $(m+1). La quatriéme a le degré $n-+1 ou 
+(m—1), suivant que nm est pair ou impair. C’est ce qu’on a vu 
déja par d’autres moyens. 

Quant aux formes de Z, les voici. En indiquant par Sp, une 
fonction symétrique du degré p, on a les quatre formes ci-aprés : 


Sn (Et, §3), 
€4 50 Sn—1(83, €3)5 


(G2 i : : Dis pce © 
(£7 — 22 )S a1 (ER, EDs 


L’équation récurrente (31) permet d’établir aisément, par la 
méthode de Sturm, que les équations 4 inconnue h ont toutes 
leurs racines réelles et inégales. Considérons, en effet, une suite 
indéfinie de quantités ap, Ap i2, Apyi, -.- déduites les unes des 
autres suivant cette loi (31), en supposant @p_»= 0, dp==1. Ce 
sont des polynémes entiers en h, dont les degrés vont constam- 
ment en croissant d’une unité, d’un indice au suivant. 

L’équation (31), mise sous la forme 


Cre A+, +(6 bGe a (Oy) oy Cisse Ap—2; 


montre que ces polynémes forment une suite de Sturm. De 
plus, pour / infiniment grand, leurs parties principales sont suc- 
cessivement h, h*, h?, ... multipliés par des coefficients positifs. 
La suite, de h =— « 4 h =-+, perd donc autant de variations 
quelle contient de termes. Done tous les polynémes a ont leurs 
racines réelles et inégales. Or, en prenant p = 0 ou p=1, nous 
avons ainsi les coefficients a qui doivent figurer dans Z, a condi- 
tion de prendre h de telle sorte que la suite de ces coefficients a 
s’arréte. L’équation de condition est donc celle qu’on obtient en 
égalant 4 zéro un certain terme a: elle a toutes ses racines 
réelles et inégales. 
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Solutions, sous forme elliptique. 


Il nous faut rappeler quelle est la substitution linéaire par la- 
quelle le polyndme ® prend la forme réduite (28). Soit posé 


€y— €2= gc?, €2— €3 = 9?, €3— = 962, 
d’oti résulte 
é, = 3(c?— 52), €2 = 3(a?— c?), a3 = 3(6?— a2), 
La substitution demandée est exprimée par les formules 


an p(a1— e122) = gibe[ at, +(c+ ib)ta], 


p%= at;—(c+ ib )é, 
moyennant laquelle on trouve aisément 


KX (2, — €,%_) (21 — €2X2) (41 — 322) 


hes fhe P Ge 
=~ EF wretat(o+ hy (HH OO 883 + 8h) 
p* €2— €3 


On deyra prendre 
ot = — §.g? b2c2 a*(e + 1b)?. 
D’autre part, le déterminant de la substitution est 


1Sibea(c + ib) 
9 3 


DS= 


: 4 4 ace ; 
par con sequent, 2— — a : ! Ainsi la forme re- 
ga 6; — @3 


duite (28) s’obtent par la substitution (33) et Pona 


B 
ey i ke ej 16 


IPs = = ; : 
Cnaees é5— 63 m(m —1)(€,— 3) 


Bien entendu, on peut intervertir les indices de e,, @2, €3; il y 
a done diverses substitutions conduisant au méme but, et qui doi- 
vent fournir les mémes polynémes Z. 


me : ae vy 
Pour revenir 4 la variable primitive 2 = 7? On trouve, par les 
2 
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formules de la substitution linéaire ci-dessus, les résultats sui- 


vants: 


Ve1— es Ve1— e3 ¢ 


iy eye; ci 
(a — ey)? — (€2— €3) (€2— €1) = Ve1— es (£2 + 83), 


(aw — €3)?—(€3— 1) (€s— en) = V1 — es (£3 — §3). 


(@ — €1)*— (e1— €2) (C1 — 3) = 2 ba, 


Rappelons-nous maintenant que l’on a x= pu = pju, et que 
Vinconnue primitive y est égale a z(p'u)~”. 

Le résultat que nous avons acquis pour le cas ot. m est impair 
(m= 2n) donne lieu a la conclusion suivante : l’équation de 
Lamé (23), dans laquelle n est la moitié d’un nombre impair 
et dans laquelle on prend, pour B, une racine d’une certaine 
équatton, dont le degré est n+ }, a pour intégrale ctnirate le 
quotient d’un polynéme entier en pxu par (p' su)”. 

Prenons maintenant le cas le plus important, celui ot 7 est un 
nombre entier. Il faut y faire apparaitre les fonctions de l’argu- 
ment w, qui seules doivent subsister. 

A cet effet, considérons la formule de duplication (t. I, p. 95) 
pour y retenir seulement ce résultat que le produit pau p'2u est 
un polynome du quatriéme degré en pv, avec Vunité pour coeffi- 
cient du premier terme. Méme chose pourra étre dite du produit 
(p2v—e,)p?v. Formons directement ce dernier polynédme, 
d’aprés ses racines, qui sont piw et p(w! + Sw), au nombre de 
deux seulement, doubles par conséquent. Prenant les expressions 
de ces racines (t. I, p. 54), nous concluons, en extrayant la racine 
carrée, 


pv Vp2r—e, = (pv — €1)?— (€,— €2) (ey — €3). 


Nous avons pareilles formules avec les indices permutés. En 
comparant ces derniéres égalités avec les précédentes, nous con- 


cluons 
+ > { Ven = es 1 —_—————_—. 
S15 oat piuV~pu— ea, 
2 Ve1— ey Vie es 
a I eee ks 
(34) E7 +83 = ——— p'}uy/pu—ey, 


Ve 2 


2 — —2 = —__—._ p/lu /pu—e. 


Ve1—es 
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Les diverses formes (32) de Z sont homogénes, du degré 2n en 
€, et ; par cette derniére substitution, elles deviennent homo- 
génes et de ce degré par rapport aux trois quantités \/pu— ey et 
contiennent, en outre, le facteur (p'}w)”. Mais, puisqu’on a sup- 
posé 2,—1, Zest autre que z : en revenant ay, on voit dispa- 
raitre (p'5u)”", puisque w= 2v; par conséquent, on obtient les 
fonctions de Lamé en substituant, dans les fonctions (32), 


I Veo am c3 


ae ——— 
SiS) == 5 Vpu—e 
2 1/6, 16> Ve1— 3 

T ey 

b+ 03 = ——— /pu— en, 

Vei— es 
I $$$ 
t7— 03 = ———- /pu — 6; 


Ver— es 
les constantes P, h doivent étre prises ainsi 


pies ee = “1 we 


€2— 63 Cx — 63 ay) mn) (ene) 


Ces fonctions se reproduisent ou se permutent les unes dans 
les autres, quand on échange entre eux les indices de é,, é2, e3. 

Chacune des fonctions symétriques S peut étre mise sous la 
forme d'un polynéme entier en E? +4. & et €2€? et ne contient 
calors, a ’égard de la premiére quanuté, que des puissances dont 
les exposants sont d’une méme parité. Par la on reconnait que les 
quatre fonctions sont entiéres en pw, sauf des facteurs \/pu — eg; 
c’est ce qu’on a déja trouvé par le premier procédé ('). 


Intégrales définies. 


Nous revenons maintenant aux notations que nous avons em- 
ployées au début de ce Chapitre : u, », s désignent trois coor- 


(') Malgré une grande dissemblance dans la forme, ce second mode de forma- 
tion des fonctions de Lamé est précisément celui que M. E. Heine a donné dans 
le bel Ouvrage, intitulé : Handbuch der Kugelfunctionen ; voir, dans la 2° édi- 
tion (1878), t. I, p. 372. L’analyse employée par M. Heine n’a pas permis a cet 
éminent analyste d’apercevoir les conséquences qui sont relatives au cas ou 7m est 
la moitié d’un nombre impair. C’est M. Brioscui qui, par d’autres moyens, a 
reconnu, le premier, ces cas nouveaux ou |’équation de Lamé est intégrable algé- 
briquement. 
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données elliptiques. Par U, V, W, nous désignerons une méme 
fonction de Lamé avec les trois arguments wu, ¢, #. On mettra des 
indices et Yon écrira U,, Vi, W,, quand on voudra, en méme 
temps, représenter une autre fonction analogue. 

Si Pon donne a uw une valeur fixe wy, alors ¢ et ~ sont les coor- 
données d’un point quelconque sur un ellipsoide fixe. En faisant 
varier 9 et », chacun dans Vintervalle de la demi-période corres- 
pondante, w’ pour ¢ et pour #, on obtient un huitiéme de cet 
ellipsoide. Nous conviendrons de faire varier ces deux arguments, 
chacun dans l’intervalle d’une double période, 4w! et 4w; de cette 
maniére, la surface de l’ellipsoide est décrite deux fois. 

Nous allons avoir a considérer des intégrales doubles, ‘ot les 
variables seront ¢ et «; nous nous dispenserons d’y mettre 
des limites : il sera entendu que ces intégrales seront prises, 
comme on vient de le dire, entre des limites constantes, par 


exemple de zéro a 4 “= et de zéro 4 4, pour les variables réelles 


Vv —wWw } 
; el w— w’. 


Le carré de toute fonction de Lamé est un polynéme enter en 
pu, et la décomposition en éléments simples donne 


2=at+bpu+cpu+ep"*ut..., 
Wpu=a+ b'pu+ec'p'u+e'p’u+.... 


Ces fonctions ont pour intégrales générales 


au—bCu+epu+ep"u+t..., 


@u—b'Cu+c'p'u-ep"u+..., 


dont les premiéres parties, seules, ne sont pas doublement pério- 
diques. Les intégrales étant prises dans les limites ci-dessus, on a 


done 
SV?2de = 4(a w'— b 1'), SW'2dw = 4(aw—byn), 
SV? pede = 4(a'w'— b'n'), SW? pwdw = 4(a'w—b'n). 


De la résulte 


SS (pe — pw) V2 W2 de dw 


(35) 
= 16(ab'— ba’) (nw'— 7'm) = 8(ab' — ba’ ) iz. 


Au lieu de V? si W?, sil’on met VV, et WW,, produits de 
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deux fonctions différentes, l'intégrale analogue est égale a zéro. 
Effectivement les équations différentielles 


Vv’ =(Ape+B)V, 
Vi. = (Ape + Bi) V1 
donnent 


[Ap A pete B,— BI VV, = VVI = VV se (VVRHRVAV’), 


La fonction VV',— V,V’ admet la période 4w’; Vintégrale du 
premier membre est donc égale a zéro. On a, par conséquent, 


(A,— A) SVVi pede = (B—B,) fVVide, 
(A,— A) SWWipw dw =(B—B,) f WW, dw: 


d’ou Von déduit 
(36) SS (pe — pw) VV:1WW, de dw = 0, 


égalité ou la démonstration suppose A, — A et B, —B différents 
de zéro, mais qui reste vraie quand une seule de ces conditions 
est remplie. 


Solution du probléme de Lamé. 


Revenons au probleme de Lamé. La température T), donnée 
en chaque point de l’ellipsoide (u=w)), peut, on le suppose, 
étre représentée par une série dont le (nm +-1)!*™*. terme se com- 
pose de la somme des (2m-+ 1) produits VW, affectés de fac- 
teurs constants, et formés avec les (2-+1) fonctions relatives 
au nombre n. Soit a déterminer, dans cette série, le coefficient 
d’un terme en VW. Maltipliant par (py —pw) VW et intégrant 
dans les limites ci-dessus, on voit disparaitre tous les termes, sauf 
un seul. Pour ce dernier, l’intégrale est fournie par l’égalité (35), 
en sorte que le coefficient est représenté par une intégrale définie 


i 
i 8(ab!— sayia_| {Tol pe—peyVWae dw. 


La température, permanente a la surface, étant ainsi représentée 


par la série 


(39) T= A VW, 
I. 31 
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soit Uy la fonction U ot Yon met Vargument wo, au lieu de uw, 
on aura, pour la température d’équilibre en un point quelconque, 


Le probléme de Lamé est ainsi résolu, sauf examen de la possibi- 
lité pour ces développements en séries; mais cette étude ne rentre 
pas dans le cadre du présent Ouvrage. 


Remarque sur les cas ot le nombre 27 est impair. 


On n’a point, jusqu’a présent, étudié quel parti, dans le pro- 
bléme de Lamé, on pourrait tirer des solutions de l’équation ou n 
est la moitié d’un nombre impair. Il est cependant certain que 
ces solutions peuvent servir aussi a représenter des états de la 
température en équilibre dans un ellipsoide. 

Prenons pour exemple le cas le plus simple, n= 4. L’équa- 
lion (25), ot l’on doit supposer B= 0, admet les solutions sz =1 
et 3 = pv. Ainsi l’équation 


a pour intégrale générale (a et b étant les constantes arbitraires ) 


xf 
y=(p'gu) (a+ bpku). 


L’équation différentielle restant invariable si l’on y augmente wu 
dune période, il est clair que le méme changement, opéré dans 
Vexpression de y, fournit encore l’intégrale générale sous une 
nouvelle forme. C’est la une propriété, extrémement intéressante, 
de la division par 2; mais nous ne devons pas l’approfondir ac- 
tuellement, réservant cette étude pour le tome III, quand nous 
nous occuperons des théories relatives a la division de Vargu- 
ment. C’est alors aussi que nous reviendrons sur l’expression al- 
eébrique de vy en fonction de pu, telle que la pourraient fournir 
les formules (34) relatives a £, et §,. Pour le moment, contentons- 
nous de mentionner quelques conséquences. 
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Prenons, avec l’argument ¢, la fonction 


1 —_ 
V=(p'ze) 2+i(p'de—w) 2, 


wie 


: rt (4d) 
qui est réelle, comme 


- Prenons, avec l’argument «, la 


fonction 
1 t 
W=(p'tw) 2-—(p'tw—o') 2, 


réelle aussi, comme # — w’. Prenons enfin, avec l’argument uw, la 
fonction 


1 


U=(p'su) 3; 


ceci posé, la fonction UVW représente un état d’équilibre de la 
température. Cet état pourrait étre aussi représenté au moyen des 
fonctions de Lamé; mais ce serait alors par une série illimitée. 


Sur la seconde solution de l’équation de Lamé. 


Revenons a l’équation différentielle, telle que Lamé I’a considé- 
rée : 72 est un nombre entier et la constante B est choisie de ma- 
niére qu'il y ait une solution y, fonction de premiére, de deuxiéme 
ou de troisiéme sorte. L’équation admet alors une seconde solu- 
tion dont la forme est fort différente et que l’on peut figurer ainsi 


re fs 
———— > ? 
if y 


comme on le sait par la théorie générale des équations différen- 


tielles linéaires. Pour obtenir 3 explicitement, il faut décomposer 
I £2) 2 2 es en hs a _ i r 

—, en éléments simples, puis lintégrer. Examinons cette décom- 
If 


position. 

La fonction y n’a pas de racine multiple et chacune de ses ra- 
cines est aussi racine de sa dérivée seconde. Ceci résulte de l’équa- 
tion différentielle et de celles qu’on en déduit par différentiation, 


y' =[n(n+1)put+Bly, 
y"=[n(n+1)pu+Bly+n(n+1)p'w.y, 
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Toute racine commune a y et 7/ appartiendrait non seulement a 
y", mais encore ay”, puis ay", ..., ce qui ne se peut. 
Les demi-périodes, qui peuvent étre racines de y, fournissent, 


: nee I 
dans la décomposition de mu des termes p(u — W,,) et des termes 


constants (t. I, p. 205). Soit maintenant uv == uw, une autre racine 
de y. La méthode de décomposition consiste a développer suivant 
les puissances ascendantes de (u — u,). Comme u, est racine de 
y", ona 

y= (U—m) ¥, He(U— MY] o+...,; 


m 


Y= (u-—myPyPa s(u—uMyryyi Vit... 
| I oe 
en sorte que, dans le développement de —, le résidu est nul, 
of 


Se V0 é I 
c’est-a-dire quil y manque le terme en ae On a donc 
a 7 


1 


77) = c+) Ap(u— wu), 


et le signe sommatoire s’applique a toutes les racines de y, les 
demi-périodes s’y trouvant comprises. De la résulte 


a C’+- Gu—SAg(u— uw). 


ee 

On peut grouper les termes pour ne laisser subsister qu’une 
seule fonction ¢. Comme y? est une fonction paire, on a, a la fois, 
avec mémes coefficients, les deux termes C(w = w,), qui fournis- 
sent ensemble la somme 

A (2 Cut |, 
cv. pu—py 

Si wu, est une demi-période, on n’aura qu’un terme, mais on 

pourra |’écrire 


L’intégrale peut ainsi étre mise sous la forme 


SS BHC ANT Pes p CENT 
ye y fu 


Fu est une fonction enti¢re de pu, fu est le facteur irratiennel 
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qui figure dans la fonction vy de Lamé. Le quotient de p/w par fu 
est aussi un de ces facteurs /, ~, complémentaire de fu, composé 


avec celles des trois racines carrées \/pu— ey, qui n’entrent point 
dans fu. Par la on obtient, pour la seconde solution z, l’ex- 


pression 
s=fyuFu+(C+ Dtu)y. 


La premiére partie est analogue aux fonctions de Lamé, la se- 
conde en différe essentiellement en ce qu’elle n’est pas pério- 
dique. Mais on doit signaler encore une autre différence, que l’on 
va reconnaitre en examinant ce que deviennent les deux fonctions 
pour u=o. 

La fonction y, du degré {nr en pu, devient infinie et sa partie 


. . I . 
principale est ja? Si nous convenons de l’affecter d’un facteur con- 


stant convenablement choisi. Précisons complétement 3 en pre- 
nant y comme on vient de le dire et posant 


(38) sa(oneny f au 
0 


alors, pour w infiniment petit, la partie principale de z est u”*'. 

C’est seulement la coordonnée uw qui peut devenir nulle; cette 
valeur de w répond aux points a l’infini. C’est aussi avec le seul 
argument w que la seconde solution z va intervenir dans des ques- 
lions nouvelles que Lamé n’avait pas eu a examiner. Mais déja, en 
changeant un peu l’énoncé du probléme de Lamé, on peut en 
montrer Putilité. 

Supposons, a la surface de l’ellipsoide wo, la température per- 
manente représentée par la série (37). Admettons maintenant 
que cet ellipsoide limite, non plus le solide intérieur, mais l’es- 
pace extérieur, indéfini, solide et plein ; alors la série 


“ks 


A) VWs 


ht) 


représenterait, dans l’état d’équilibre, la température en un point 
quelconque de cet espace; elle serait nulle a Vinfini. 

Revenant a la notation U, au lieu de y, pour une fonction de 
Lamé avec l’argument wu, nous emploierons la notation Z pour la 
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fonction s correspondant a U. L’argument de Z sera toujours u. 
De la définition (38), on conclut la relation 


z dZ aU _ 
(39) DS aie ae 


Intégrale de Liouville. 


Les coordonnées uw, v,  étant celles d’un point x, soit 2’ un 
autre point quelconque et désignons par 7 la distance de ces deux 
points. I] s’agit de calculer Vintégrale 


deo dw 


l=ff(pe—pw)VWw 


uw 


qui, étendue, comme il a été convenu, a tout lellipsoide (w) sur 
lequel se trouve x, doit étre une fonction de w et des coordonnées 
de x’. Nous allons d’abord montrer que cette fonction de w satis- 
fait aussi a l’équation de Lamé. 

Le point a’ n’étant pas situé, on le suppose, sur la surface de 
Pellipsoide, 7 ne devient pas nul et l’on peut différentier sous les 
signes d’intégration. On a donc 


art off C2 D\ Ch 
Ou? =Sf(py—pw)VW (sa *) —dw. 


. I . . x A . c 
On sait que = satisfait 4 l’équation des potentiels, en sorte 


qu'on a identiquement 


Cent 


Ow? r 


? 


02 2 
(pe P®)54 = (pw pu)- So (p= pe) 


r Ov2 7 


el nous pouvons substituer cette expression sous le signe d’inté- 
gration. Mais on a 


OP ii @) Ii 1 dV t a2V 
ay (ete y= V— 1 - 
gN (x *) ahea OCT naa? he dv? He 


Les termes, dégagés du signe d’intégration, étant périodiques, 


donnent zéro dans l’intégration définie. Soit maintenant 


y =(Apu+B)y 
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Péquation de Lamé a laquelle satisfait U; nous pouvons rempla- 


BV 
cer —] par (Ape + B)V; donc 


0 Apv+B)V 
(A aes a = f° om de, 


SIf( pe — pu) WV (= 7) dvdw= p fies: Helene RR ea I de dw. 


r 


Méme transformation étant faite pour lintégrale analogue oti wv 
s’échange avec ¢, ona, sous le signe d’intégration, le facteur 


—(pw—pu)(Ape+B)—(pu—pev)(Apw+B)=(pe—pw)(Apu+B). 
Il vient ainsi 


021 dv ae 


To =(Apu+ B) ffi (pe — pw) VW 
C’est ce qu’on voulait prouver, et l’on en conclut que I est une 
fonction linéaire de U et de Z, aZ+- bU, a et b dépendant uni- 


quement des coordonnées du point z!. C’est, de plus, une fonc- 
tion continue, tant que w, en variant, ne devient pas égal a la 


=(Apu+B)I. 


coordonnée uw du point 2’. 

Il est clair que I tend vers zéro quand Vellipsoide est infini- 
ment grand, c’est-a-dire quand wu est infiniment petit. Or Z tend 
vers zéro, tandis que U devient alors infini. Donec, si le point 2’ 
est intérieur a lellipsoide (uw), Vintégrale I est égale a aZ, et il 
nous reste a trouver la quantité a, fonction des coordonnées de 
a’. Pour y parvenir, considérons la combinaison suivante, qui, 
d’apreés l’égalité (39), sera proportionnelle a a@ : 


)=(2n+1)a. 


Ge) dl I dU “f (u al 7 dU 


du Lu du du, 


Si lon met T ala place de UVW, le premier membre peut s’é- 
Pp » Fe fF i 


crire ainsi 


i (pe—pw) dwt * cof foe pw) a = dw - 


ou bien encore, en tenant compte de ce que I’ellipsoide est par- 


couru deux fois, 


; 2 Gh AN Nee n ait 
— ye ell ace 
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Ici les notations, déja expliquées (p. 462 ), sont les suivantes : 
ds désigne l’élément aréolaire de l’ellipsoide, qui doit étre, dans 


ea : Ae: ; d ‘ x 
Vintégration, décrit une seule fois, et le symbole oF s'applique a 
iY 
une variation suivant la normale 4 cet ellipsoide. 
ee aa I : ae ‘ 
Les fonctions T et = satisfont, toutes deux, a l’équation des po- 


tentiels. Elles sont continues et bien déterminées a l’intérieur de 
lellipsoide; la seconde seule devient infinie au point x’. D’aprés 


ees “0p, , te : 
un théoréme de Green ('), la différence (41) est égale a peas sl 


Pon désigne par T’ la fonction T ot l’on met les coordonnées de 
x’, au lieu des coordonnées du point variable z. Nous avons donc 
ainsi @ et, en définitive, pour le cas ot le point x’ est intérieur a 
Vellipsoide, 


_ dy dw 82 Vi WU’? 
(42) =f {(pe-p w)VW fee == eee CESS Ne 


De = 1 


Avant de passer outre, examinons une sorte de paradoxe qu’il 
est bon d’éclaircir. 
On pourrait envisager, au lieu de la combinaison (40), cette 


autre 
dl al 


Fae aS ere ey | 
du du 


Z 


qui doit fournir zéro pour résultat, tandis que le théoréme de 
: : 8r : 
Green semble lui assigner pour valeur ee si lon prend 


S = ZVW. Effectivement, comme T, cette fonction est continue 
et finie a Vintérieur de Vellipsoide et satisfait a l’équation des po- 
tentiels. 

Cette objection embarrasserait beaucoup, si ’on ne remarquait 
point que S n’est pas une fonction bien déterminée a lintérieur 
de Vellipsoide, condition essentielle 4 laquelle satisfait T, fone- 
tion entiére des coordonnées xy. Pour s’en convaincre, il suffit 
d’observer ceci: le point x ne change point si l’on change 4 la fois 
u,?, @ respectivement en 20 — wu, 20' + ¢, 20 + 20'’— WW, nou- 


(*) Voir, par exemple, le Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnique, par 
M. C. Jordan, t. II, p. 214. 
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re 


veaux arguments qui ont encore les formes admises pour uw, ¢, 9, 
et qu’on peut relier aux premiers par une série continue dans la- 
quelle le point # revient a sa position premiére, sans sortir de 
Vellipsoide. Mais la fonction S ne revient pas a sa valeur initiale ; 
elle n’est donc pas bien déterminée a Vintérieur de |’ellipsoide. 
Elle Vest, au contraire, a Vextérieur; car la suite des valeurs 
qu’on vient d’examiner fait passer la coordonnée wu par la va- 
leur w, et celle-ci correspond a l’ellipsoide aplati, dont les points 
sont intérieurs a tous les autres ellipsoides du systéme (1). 

La formule (42) subsiste quand le point x! est sur l’ellipsoide: 
car le premier membre représente un potentiel de surface qui doit 
rester continu et le second membre est effectivement continu. 
Comme les coordonnées wu et w! sont alors égales, ona 


(43) of {we —pw)VW ae = SEEN DUS (=a): 


27-1 


Et maintenant, suivant une remarquable observation faite par 
Liouville ('), on peut en conclure, pour le cas d’un point exté- 
rieur, 


(44) of (pe—peyvw2 —§ 8a V' W'Z'U wee 


I= 4k 


Effectivement, le second membre est, en ce cas, a l’égard des 
coordonnées de x’, cette fonction S, qui est bien déterminée; il 
est, en outre, fini, satisfait a l’équation des potentiels et coincide, 
a la surface de l’ellipsoide, avec le potentiel cherché. Mais on sait 
que le potentiel cherché a seul ces propriétés; il est done bien 
exprimé par le second membre de Végalité (44) et celle-ci se 
trouve prouvée. 


Attraction d’un ellipsoide. 


En introduisant l’élément aréolaire et parcourant une fois seu- 
lement la surface, on peut écrire |’égalité (44) sous la forme 


AL. VW ds _ ar wWie U 
V Ce Se) De Did seit 


(‘) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, t. XI, p. 225. 
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Soient y et y’ deux autres points, liés aux points « et a’ par les 
conditions 


(ACMA MN Cray cg A RO NS 


ry ap) V3 Dy Ls Ls 


Pour ces points, les quantités analogues a ds et r sont k?d¢ et kr 
Entendant maintenant que ds et r se rapportent a y et 7’, on 


aura donc 


(45) aie VW ds {nV W'Z'UkR 
; 5 Oe eae 2nr+1 


Au premier membre, l’intégration est faite sur la surface d’un 


cllipsoide homothétique au précédent et qui a pour équation 


2 ; 72 
SA = dS s \ 4 3 5 ke, 


Au second membre, V’, W’, Z’ contiennent les coordonnées du 
point x’. 

Supposons & variable et, prenant deux ellipsoides homothét- 
ques, correspondant a k& et a k + dk, cherchons la longueurjde la 
normale, éleyée au premier, au point y’, cette longueur étant com- 
prise entre le pied y et le point de rencontre, infiniment voisin, 
avec le second ellipsoide. Si l’on désigne par ¢,, 2, ¢; les cosinus 
des angles de cette normale ayec les axes et par di cette normale, 
on devra avoir 


¥ pee cqdl)? Ya | = d(k*); 
Pa—h Pa 


to 


dot l’on tire 
2 dl ~ SAE CY 
Poi 
a 


On a, d’autre part, 


cays a ae 
Da ee ea. 


Nous avons, par l’égalité (10), l’expression de cette derniére 
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quantité et nous pouvons conclure 


ep ea aoa, 
v—fO) 


Vaprés quoi, Pégalité (45) prend la forme 


VW did antVW'Z'U ,——— 
af {—— =* © VFO) al). 


2nr—-1 


Le produit d/ds exprime un élément de volume compris entre 
les deux ellipsordes, en sorte que le premier membre représente 
le potentiel d’une couche, infiniment mince, limitée par ces deux 
ellipsoides homothétiques. Au second membre figurent, dans 
V', ..., les coordonnées du point z’, variable avec k, tandis que 
le point attiré est y’. 

Nous nous bornerons a considérer le cas le plus simple pour les 
fonctions qui figurent ici, le cas m = 0; on a alorsU=1etZ=vu. 
L’égalité 


lid —_—.. u’ 
(46) Jf: = =ony/— fOr) = d(k?) 


fournit l’expression du potentiel d’une couche homogéne, dont la 

densité est l’unité. On remarquera que, si le point attiré était in- 

térieur, il aurait fallu prendre l’égalité (42); on aurait w, au lieu 

de wu’, au second membre, qui serait ainsi indépendant du point 
) ) p 

atuiré; c’est le théoréme de Newton, d’aprés lequel |’attraction 
’ y) i q 

d’une pareille couche sur un point intérieur est nulle. 

Il s’agit maintenant d’intégrer le second membre (46) depuis 
co) ro) 

k= 0 jusqu’a k =1. On aura, de la sorte, le potentiel de l’ellip- 
JUsq , , 

soide (zw) sur le point fixe y’, si l’on a soin de considérer wu' comme 


la coordonnée du point x’, variable avec k. 
L’intégration par parties donne 
fud(k?) =u (P=) +f(ii— k?) du’. 
Lorsque & est nul, le point x’ est a l’infini et w’ est alors nul. La 


partie intégrée est donc nulle aux deux limites et l’on doit consi- 


dérer seulement lintégrale 


i (1— k2) du’. 
0 
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Comme u! est la coordonnée du point 2’, on a 


19 


Lop F 
ee 
> pu — ey 
a 


Remplagant x’ par zy: on conclut 


"9 2 

—2 f-2 — Na. ae Poet eae ae 

ok? — . ata . [p(w + we) $a] (eu eg Ga ey) 
a 


a 


uw 19 
Va r ! 
v2 hk? du =— z U -+- Wy )—Ny- Cyt |. 
i Dreerierern a) — Nar eat] 


On peut réduire les transcendantes ¢ a une seule d’entre elles 
par l'emploi de la formule 


r 
i pu 
U+Wy)—Qe=Cu+t - — 
By 4) No S 2 pu ex 


Comme les coordonnées du point attiré subsistent seules, nous 
mettrons z au lieu dey’; nous supposerons aussi, ce qui est per- 
mis, A= 0 pour l’ellipsoide envisagé. Avec ces conventions, voici 
le résultat final : le potentiel de l’ellipsoide homogéne 


2 2 2 
46% ae a 


eee: 0 ache st E— | ( 2 ays 
rah Pr fi (Prix P2< p3) 


sur un point extérieur, de coordonnées x4, £2, X3, est égal a 
la somme de trots quantités, dont deux transcendantes, sa- 
your 

an Vp) Po ps(E+ Fu+ Gtu); 


u désigne la premiere coordonnée elliptique du point x (avec 
Ge= 1) eaer plus, 


Bi ty (pr A ee pee =e : 
4 PA eR ee 


I ( I I ) 2 
Fo=r—, dS — | 2x, 
3 Pa Pg Pu— Py 
a 


=), Lo, , 
(Pa Pg)(Pa— Py)” 


fits 


Q 
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i est la plus petite racine (négative) de l’équation 


Potentiel d’une surface ellipsoidale. 


Revenons aux notations primitives, x désignant un point de 
Vellipsoide, x’ le point attiré. Supposons la densité 6 dela matiére 
attractive sur la surface, au point x, représentée par une série, 
comme il suit 


ee ed bee hVW, 
eae 


h étant un coefficient constant, qui change d’un terme 4 l’autre. 
S’il en est ainsi, le potentiel T se trouve déterminé par une série 
analogue 


h 
T= in SV WZ! Ue» Glu), 
27t =— f 

Celle-ci convient au cas du point extérieur. Pour le point inté- 
rieur, on mettra U/Z au leu de Z'U. Pour un point situé sur la 
surface, on mettra UZ. 

Réciproquement, ce potentiel a la surface, c’est-a-dire pour 
un point situé sur elle, étant développé sous la forme 


aS AON, 


on en conclura la densité de la distribution 


Tc EV (on -+ijk . 
6= ee VW. 
laa BZ 


Développement de - : 


Parmi les résultats généraux que l’on conclut des intégrales 
. , 1 
(42, 44), l'un des plus importants concerne le développement de —, 


inverse de la distance des deux points z, x’. Supposons, pour 
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fixer les idées, u’< u, c’est-a-dire x intérieur a l’ellipsoide sur le- 
if : : . ane : 

quel se trouve x’. En ce cas, =, qui satisfait, pour z, al’équation 


des potentiels, pourra étre développé en une série LAUVW, la 
fonction U, et non Z, étant indiquée pour les raisons qui ont été 
expliquées précédemment. Nous admettons ici la possibilité du 
développement et nous en cherchons les coefficients h. 

Ce développement étant substitué sous le signe d’intégration 
(44), il ne reste, au premier membre, d’aprés les formules (35) et 
(36), que le seul terme 

8h(ab'— ba')xU, 


qui doit reproduire le second membre (44), en sorte qu’on a 


VW Z' 
(an +1)(ab'— ba’)’ 


el finalement 


ey VW'Z'VWU 
( 


2n+1)(ab'— ba’) ey 


Tel est le développement demandé; il représente, en effet, la fonc- 
tion; mais nous ne pouvons ici entrer dans plus de détails a ce 
sujet. 


Nouvelle maniére d’envisager l’équation de Lamé. 
L’équation de Lamé 
(47) y"=[n(n+1)pu+Bly 


n’avait été considérée que pour les valeurs particuliéres de B dont 
nous avons parlé; en découvrant qu’on peut Vintégrer, guel que 
soit B, M. Hermite a ouvert aux fonctions elliptiques un nouveau 
champ d’applications, dont le Chapitre suivant montrera tout le 
prix. Déja dans le Tome I (p. 235) et dans celui-ci (p. 130), 
nous avons effectué cette intégration pour les casm =1 et n=>2. 
Nous allons maintenant nous occuper du cas général, en suppo- 
sant que #2 soil un nombre entier quelconque. Ce nombre peut 
étre supposé positif, puisque 2(z +1) reste inaltéré par le chan- 
gement de 2 en —(n +1). 
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Soit y une fonction doublement périodique de deuxiéme espéce, 
ayant le seul pole w= 0, multiple d’ordre n et, par conséquent, 
n racines. Sa dérivée seconde y" a les mémes multiplicateurs; le 
quotient y": vy est doublement périodique. Si cette fonction y est 
choisie de telle sorte que toutes ses racines appartiennent aussi 
ay", alors y": ya le seul pole u = 0, qui est double; décomposé 
en éléments simples, ce quotient ne comprend que deux termes 
n(n +1)pu +B, et B est une constante. Ainsi, une telle fonction, 
si elle existe, satisfait 4 une équation de la forme (47). Mais on a 
imposé, en somme, aux constantes indéterminées de y, n condi- 
tions, tandis qu’une fonction doublement périodique de deuxiéme 
espéce, avec le pole u=o0, multiple d’ordre n, abstraction faite 
d’un facteur constant, contient (7 +1) constantes arbitraires. I] 
faut done conclure que l’on pourra satisfaire 4 toutes les condi- 
tions, en laissant B arbitraire; on pourra donc intégrer |’équa- 
tion (47) au moyen d’une fonction doublement périodique de 
deuxiéme espéce, convenablement choisie. C’est en cherchant 
cette fonction qu’on aura une preuve rigoureuse. 


Intégrale sous forme de produit. 


Prenons y sous la forme 


(u+ o(u + a) % 
, e-ula 
(48) aS [ [3 Cacu J 


le produit II se composant de z facteurs qu’on obtient en mettant 
nm arguments a, b, c,... au lieu de a. Cen’est pas l’expression 
la plus générale d’une fonction de deuxiéme espéce, avec le seul 
pole u= 0, multiple d’ordre 7; il y manque un facteur exponen- 
tiel ef”. Mais, si l’on introduisait ce facteur, on trouverait de suite 
qwil doit étre constant. Prenons la dérivée logarithmique de y; 


. I pu—pla 
= Dieu +a)— tu — ta] =) pupa 


Différentions encore 


ce sera 


y 


2 (2 )'= Dipe—pu+a)l. 
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Mais l’équation précédente nous donne 
ees pu—pia (p'u—p'a)(p'u—p by 
(Z) apa =e pa (pu—pa)(pu—pb) 


Invoquons maintenant la formule d’addition 


bs ( Pane ae p(u+a)+pu+pa 
4 sree ae me? oe 


pour conclure 


a 


bee (p'u— p'a)(p'u— p'b) 
=anpu+Spa-+ - (pe paripu—po) - 


Il nous faut maintenant décomposer la derniére somme en élé- 
ments simples. Prenons un terme. Ona 


i (pap ap up 6) 
2 (pu—pa)(pu—pbdb) 


pat p’b 
pa—pb 


=o2(pu+pat+pb) [C(u+a)—C(u+ b6)—Ca+Cb]. 
Pour s’assurer de cette formule, on observera que tous les termes 
y sont immédiatement déterminés par la théorie générale, sauf le 
terme constant, et c’est ce dernier qu’il faut vérifier. On le fera 
aisément, soit en considérant le second terme du développement 
suivant les puissances ascendantes de uw, terme qui est 2(pa+pb), 
soit en envisageant la valeur particuliére wu =—(a- b). 

Réunissons maintenant tous les termes ¢(u+ a)— Ca entre 
eux et égalons a zéro la somme de leurs coefficients; faisons de 
méme pour ((w+ 6)—{b, etc. Ceci nous donne n équations. 
Pour abréger, mettons 


irae Die 0 pose, Dios 


Voici alors ces équations 


[a+ 8 Mein Ape ctn ele 

i enh ie ee pea! 
B+ B+y B+ 0 

(49) (Pia see pany t c=5 Sees 05 
pac gic ee lea 

ou Rianne =hs 


ya y—8  y—3 


Cate es OROlUA TAL) 4. Cue Teer a me Decl eee 1, Och cra ad 
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La somme des 7 premiers membres est identiquement nulle, en 
sorte que l’on a seulement (7 —1) équations distinctes entre les 
n inconnues, comme on l’avait prévu, l’inconnue 9 ayant été sup- 
primée. Supposant ces équations satisfaites, il nous reste 

¥ | 
—=n(n+1)pu+(2n—1)=upa, 
a 
comme on le voit, en réunissant les divers termes. 

Lintégration effective dépend ainsi de la résolution d’un sys- 
téme d’équations algébriques entiérement déterminé, savoir le sys- 
téme (49), joint a celui-ci 


Wipe? 
G2 = 4a8— Soa fa, 


B2= 46?— 2.8 — £5, 


avec cette derniére équation 
(50) (an—1)(a+B+y+...)=B. 


On ne pourrait assurément espérer une résolution explicite de ce 
systéme d’équations, si l’on ne trouyait, dans le sujet lui-méme, 
des ressources nouvelles. Ces calculs fournissent néanmoins, avec 
facilité, les solutions, déja connues, pour les casn =1 etn= 2. 
Pour le premier, m =1, il ne subsiste que la derniére équation (50). 
Pour le second, on a simplement 


pat+pb=o0, pa+pb=B, 


ce qui conduit aux résultats déja trouvés (p. 131). Le calcul direct 
n’offre pas, non plus, de grandes difficultés pour le cas n == 3. 
Voici d’abord une observation qui va dégager du systéme (49) 
les rapports mutuels de @’, 6’, y',..., exprimés en fonction de a, 
Cm aeneare 
L’équation différentielle n’est pas altérée par le changement 
de u en — u. Elle admet donc aussi la solution 


Pm = c(a— tu) ee 
= Cau : 
qui donne Pégalité 


== = 3[t(u+a)—C(u—a)— 2a] =— Serve 


II. 2 


we 
7. 
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On a aussi 
o(a+u)c(a—-u . 
(51) ya =] i ea ee 


acu 


Mais, ’équation différentielle manquant du second terme, nous 


avons 
ye — by = 2G, 


et C est une constante. Il en résulle 


» pce 2G 
pupal pupae 
ou, avec les notations ci-dessus (¢ étant mis pour pu), 


a! G’ yy! 2C 
52 = + : | S65 oe = 7, > 
NG he veer = aay APS (=a t= HG=y)... 


identité qui doit avoir lieu, quel que soit ¢. Le second membre 
étant décomposé en fractions simples, on conclut 


ee 2C 
TC] De, 
(52a) yah 2C 
ram (= ogee aaa 


Ces expressions de @’, 8/,... satisfont effectivement aux égali- 
tés (49). Un pas important vient d’étre fait. Mais, pour arriver 
rapidement au but, on va employer encore |’équation différen- 


tielle. 
Produit des deux intégrales. 


Dans une équation différentielle linéaire du second ordre 
Gay, 
si ’on change d’inconnue, en posant 
Sa 
on peut éliminer y comme il suit : 


Y= 2 yy’, 
Vea yey) =e y Pye oye aey, 
(Yi =o PY Jet y = AP yy GaP yl 
Y"— {PY —-'9 PY Yao 
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On trouve ainsi, pour l’inconnue Y, une équation linéaire du 
troisiéme ordre. Si y et z sont deux solutions de la proposée, 
py + q est aussi une solution, quelles que soient les constantes 
P, 7, et (py +45) est une solution de la transformée en Y. 
Cette derniére admet donc les trois solutions distinctes y?, yz, 3°. 

Dans le cas de l’équation (47), voici la transformée 


Y"— 4[n(n+1)pu+ B]Y'—a2an(n+1)p'uY=o. 


Suivant Végalité (51), cette équation doit avoir pour intégrale 
particuliére un polynéme entier du degré n en pu. Soit pu= 1, 
pris pour variable indépendante; on a la transformée 


BY ay 
(4 t8 §2t &3) dt3 3 (622 282) dt2 
(53) 


dy . 
—4[W? + n—3)t+ Bl —2n(n+1)Y =o. 
Posons, avec des coefficients indéterminés, 
(54) Y= t+ @,t?-14 agt™—?+...4- An t+ Gp. 
Voici, pour trouver ces coefficients, l’équation récurrente 


2(n—p)(2p+1)(p + W+1)ap—y 
(55) + 4(p + 1)Ban—-y-1- 2 2( et + I)(e 4 2)(2 + 3) An—p,-2 


+ 83(f-F1)(p + 2) (%+3)an-p-3 = 0. 


Cette équation, appliquée successivement en supposant 
p=n—l, n—2,..., 


détermine, sans ambiguité, le polynéme Y, dont l’existence effec- 
tive est ainsi prouvée et que dorénavant nous pouvons admettre 
comme entiérement connu. 

Le calcul de ce polynéme offre une simplification si, 4 exemple 
de M. Brioschi, on l’ordonne suivant les puissances de la va- 
riable s suivante : 


T 
ee = alan 3) 
Posant alors 


e(t)=40— git— gs 
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et mettant, pour abréger, 9, 9’, o” au lieu de o(b), 9(d), 9"(d), 
on peut écrire l’équation (53) sous la forme 


BY aey 
CBS g GST O'S Ie) 5 oa (18s?+ $0"s +20') 


ds? 


ice 
= [ acne Nee oee 5 : | = —oan(rn+1)Y=o. 


De cette maniére, Y manque du second terme : 
VOSS ets Ag PBs NSS ig oem Ny, 
Effectivement, |’équation récurrente entre les A est la suivante : 


2(n—p)(ap+1)(p+ m+ I)Ag—y, 
=12(e-+-1)(¢ +1— n)(p +I mOA, 
+3(%+1)(e+ 2)(2p + 3) 9'(b) An ps 
(at 1)(u + 2)(u t+ 3) @ (b)Anyos, 


et l’on voit qu’en supposant p = n —1 on trouve A,= 0. Voici 
les premiers coefficients : 


n(n —i)e 
A= San 3)? 

ee) n(n—t)(n—2) 4 
A= Ta(an—5)°' eras mere are mata Oe 


On aura, plus loin, besoin de connaitre, dans le polyndme (54), 
le terme du plus haut degré en B. La forme récurrente (Gayle 
donne aisément sous cette forme 


(Bye 
[3.5...(2m —1)]? 


Yi 


Solution. 


Servons-nous d’abord de ce polynome pour établir, avec plus 
de rigueur, que y a effectivement la forme (48). Soient y et z les 
deux fonctions dont Y est le produit. Nous avons, en méme 
temps, 

WE=N,  Yemsy =2G, eae SY. 
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De la nous concluons 


(56) ae ee y — aY¥"—Y'?+ 4(? 
pre ee ONS at Ean 74 x 
Vy BY y 4 Y? 


Substituant dans l’équation (47), nous obtenons 
(57) 4 C?=Y?— oVY"+ 4[n(n +1) pu+ B]Y?, 


égalité remarquable, dont le second membre (oti les dérivées sont 
prises par rapport a w) se présente sous la forme d’un polynéme 
enlier en pu:ce polynéme se réduit a une constante 4C?. Soit 
% = pa une racine du polynéme Y. Prenons, dans cette égalité, 
u = a, ce qui fait disparaitre, au second membre, tous les termes, 


: ; Qi 
sauf le premier; remplacons Y! par p/w “77 €l mous avons 


L 
jora pra (SY 


dt rag 


Les diverses racines de Y étant désignées par a, 8, ..., ona 


(F =(4x—6)(41—y).... 


dt; t= 


Mettant, comme plus haut, « au lieu de p/a, nous obtenons, en 
extrayant la racine carrée, 


(58) 2C=24'(a—8)(2—yY)...5 


de méme pour les autres racines. Ainsi sont retrouvées les rela- 
tions (52a). Mais c’est y qu’il nous faut obtenir et, pour ce but, 
notons la relation actuelle sous la forme 


(59) 2G =V,=Vp=Y. =... 


sea, == 6, 4c, ... étantzles racines de Y,. considéré comme 


‘ j at : C 
fonction de uw. Décomposons en éléments simples 7; ce sera 


y= ~ St(u—a) —f(u+ a) + ata]. 


En effet, les résidus sont tous + 4, d’aprés les relations (59); 
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et, de plus, la fonction se réduit a zéro avec wu. Ecrivons ceci sous 
la forme 


ve (ut a)je—ula Ze yy F d log] (jh S09) enuta, 
=<, 10 fanaa ~ OY ee ou 


V pu—pacu 


pour en conclure, suivant la premiére égalité (56), 


we 
v =5 - 


loa ts 
( ie ‘ 22) e-ula 


Tut 


et, par conséquent, l’expression (48), supposée précédemment 
pour y. 

Le probléme, qui consiste a intégrer l’équation (47), est main- 
tenant résolu comme il suit : par l’équation récurrente (55), on 
calculera le polynéme Y; par Végalité (57), on aura la con- 
stante C?, dont on prendraune racine carrée C. Soient 4, B,... 
les racines de Y; on prendra 


a ores (6), boner 
et l’on achévera de préciser les arguments a, b,... par les 
é galités 


2G a8 


Te eres Bing wee Gat aks Neneh sear 


Cela posé, on aura une intégrale y par la formule 


Or eye 
y=] j F (tt CU a 
ou 


En prenant l'autre racine carrée de C?, on obtiendrait l’intégrale z, 
déduite de y par le changement de uw en — uw. 


Discussion. 


L’égalité (58), appliquée aux diverses racines successivement, 
fait voir que C peut étre nul dans le seul cas ot toutes les racines 
seraient, ou des racines multiples, ou des demi-périodes; l’une, 
en effet, de ces deux circonstances est nécessaire pour annuler 
Pun des facteurs du second membre. Mais, d’abord, les demi-pé- 
riodes ne peuvent étre racines multiples, comme on le voit par 
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Péquation (53). Si, en effet, ¢=e) était racine double de Y, 
tous les termes du premier membre (53) seraient nuls pour 
¢ = e, sauf le second, qui devrait donc s’annuler aussi. Mais alors 
la racine serait triple. Différentiant, par rapport 4 ¢, on formera 
une nouvelle équation analogue, d’ot l’on conclura que la racine 
est quadruple, et ainsi de suite, ce qui ne peut étre. 

Toute autre racine peut étre double, mais non triple; le méme 
raisonnement le prouve. 

Il est acquis, par conséquent, que les cas ot C est nul sont ca- 
ractérisés par ce fait : le polynéme Y a, pour racine simple, une 
ou plusieurs des quantités e) et toutes ses aulres racines sont dou- 
bles. Admettons qu’il en soit ainsi; Y a, dés lors, la forme 


Y=(pu— e,)&(pu— e,)'(pu—e3)* I(pu—pa)?, 


(Gee S]OOn 1), 


Comme C est nul, Y est le carré de y?; il en résulte donc 


y= V(pu—er)e(pu — é,)*(pu—e;)* (pu —pa). 


C’est, on le voit, le cas considéré par Lamé, ot. y est un polynéme 


entier en pu, sauf les facteurs \/pu—e,, .... Ainsi, c’est en 
supposant C =o qu’on trouve les cas envisagés par Lamé. Met- 
tant l’égalité (57) sous la forme 


AOS ee ayy? yt 
ec Re aaa? ane) (Se a dt? 


Ce + 4[n(n+1)t+B]Y?, 


(60) 
et observant par la formule récurrente (55) que les coefficients 
de Y ont successivement les degrés 1, 2, ..., m en B, on recon- 
nait que le second membre est précisément du degré 2n-+-1. 
C’est le degré de l’équation C = 0 parrapport a l’inconnue B; c’est 
donc aussi le nombre des fonctions de Lamé, résultat déja trouvé 
par analyse primitive. 

Ces cas, envisagés par Lamé, étant mis a part, la solution pré- 
cédente ne se trouve jamais en défaut et l’équation (47) est com- 
plétement intégrée. On peut cependant perfectionner encore 
cette solution; décomposant la fonction y en éléments simples, on 
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n’aura plus qu’un seul argument constant, au leu des n argu- 
ments a, b,c, .... La solution sera alors tout a fait explicite. 
Auparavant, nous allons examiner comment C? se décompose en 
facteurs. 

Une équation, du degré $(m—1) ou $n-+1, suivant la parité 
de n, détermine les valeurs de B auxquelles correspondent des 
fonctions de premiére sorte (p. 467). Soit P le premier membre 
de cette équation. Siz est impair, chacune de ces fonctions con- 


tient le facteur p’w; ainsi ¢, ¢ 


, ©” sont, tous trois, égaux a l’unité, 
et P entre en facteur dans les trois quantités Y(e,), considérées 
comme des polynémes entiers en B. Si, au contraire, 7 est pair, 


aucune des fonctions de premiére sorte ne contient les facteurs 


\/pu—e,, et P n’entre en facteur dans aucune des quantités 
Na(ey). 

Trois équations, chacune du degré $(-+-1) ou $7, suivant la 
parité de n, déterminentles valeurs de B auxquelles correspondent 
des fonctions de deuxiéme sorte, si n est impair, de trotsiéme 
sorte, sin est pair. Soit Q, le premier membre d’une de ces équa- 
tions. Quand on a Q, = 0, la fonction de Lamé contient le facteur 
Vpu—e,, sin est impair; ou bien, si 7 est pair, elle contient 
les deux autres facteurs analogues. Dans le premier cas, Q, est 
facteur de Y(e,); dans le second cas, il est facteur de Y(e2) et de 
Y(e;), et alors Y(e,) contient le facteur Q,Q3. 

Achevons de préciser les polyndmes P, Q,, Qz, Qs, entiers 
en B, et disons que, pour chacun, le terme du plus haut degré a 
pour coefficient l’unité (1). Posons 


I 


(61) Ge= 


9 


3.5...(27 —T) 


et rappelons-nous que le terme du plus haut degré en B, dans Y, 
ne contient pas ¢, qu’il est du degré n en B et que son coefficient 
est (—1)"c?. Nous pourrons conclure que l’on a 


nimpair. Y(e,)—=— c?PQ,, Y(e.)=— c?PQ,, Y(e3) =— c? PQs; 
mpair... Y¥(e,)= €?Q:Q3, Y(ez)= ¢7Q3Q1, Y(es)= c?QiQs. 


(*) Par les lois de formation expliquées précédemment, on yoit que ces poly- 


nOmes sont entiers en g,, g,, Ou entiers en g,, g,, @, Sil s’agit de Q,. Ils sont 


homogénes, B étant regardé comme du méme degré que é,, e., e 


3° 
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Effectivement, la somme des degrés de P et de Q, dans le premier 
cas, ou le double degré de Q, dans le second, est précisément égal 
an, degré de Y en B. Quant a C?, ce polynédme se compose tou- 
jours du produit des quatre facteurs. Le coefficient du premier 
terme nous est fourni par la relation (60); il provient uniquement 
du produit 4 BY? au second membre; nous avons donc 


(62) C2 = c'PQ,Q2Q3. 


Si l’on veut éviter d’introduire les quantités e,, e2, @; et n’avoir 
que des fonctions entiéres de B, g» et g3, on considérera le produit 


Q = 21:22Q3, 


qui est une telle fonction entiére, et C? se décomposera seulement 
en deux facteurs. Soit R le résultant de Y et dey=4t?— g.t—g3, 
égal au produit des trois quantités Y(e,), etc. Dans le cas o8 nest 
impair, le quotient R: C? est un carré, dont Ja racine est P; sin 
est pair, R est lui-méme un carré, dont la racine est Q. 

Ce résultant, produit des 3n facteurs analogues a (%—e@,), 
peut se représenter sous deux formes, savoir 


R= ie Leo 
ens ’ rg c§ P3Q, n pte, 
aa eae maintenant les relations (58) 


2G = Ve(a)(a—B8)(a—7).-- =VEUB)(B—2)(B — 1). = 


Soit D le discriminant de Y, ou produit des carrés des différences 
(a — B)?, etc. Nous aurons 


922 C2 — D?Io(«)= 4” D? R. 
Remplacant C? et R par leurs expressions, extrayant la racine 


carrée, nous aurons D avec une ambiguité de signe. Ce signe sera 
déterminé plus loin; voici le résultat : 


(63) D= 


n pair. 


— Nw 
Z 
Sh 
eh 
S 
¥} 
u 
oe 
ag 
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Calcul de l’élément simple. 


Dans l’élément simple, propre 4 la décomposition de y (t. I, 
po220)s 


eee Cie) 


elx—Co)u 
TVCU 


(64) J(u) 


Vargument ¢ est la somme de a, b, c, ...; on a, en outre, 
to) bat) ’ ) } 


a=Cv—Ca—Cb—Cc—..., 


oC eee 


On va montrer que pe s’exprime rationnellement en fonction 
de B, tandis que x et p'» contiennent en facteur l’irrationnelle C, 
racine carrée d’un polynéme entier. Cette circonstance est con- 
forme a la nature des choses; |’élément simple f(— w) convient a 
la décomposition de z, et f(w) se change en /(— w) si l'on y rem- 
place » par — ¢, ala condition que x se change aussi en — 2. 

Considérons la fonction 


o(u—a)o(u—b)...c(u+ ev) 


Co a Oe Gacob...cv(cou)r+t 


I 
= Ss SS 0 
P (pw) see P (pu), 


que nous figurons, au second membre, sous la forme générale 
d’une fonction entiére de pu et p'u, ® et W étant des polynémes 
entiers. Dans cette forme, que nous avons vue maintes fois, les 
degrés des polynédmes sont déterminés par cette condition que 
le degré soit (rn -+1), pu étant du second degré et p/w du troi- 
sieme. 


Degré de ®. Degré de W. 
TYAN DAL St aR oe ee 3(nm+1). 4(n—3); 
palliie cae eee a eee + it, tn—1 


Nous avons désigné par & une constante, dont nous disposerons 
plus loin. 

Crest le calcul des polyndmes ® et W qui va nous occuper. Ils 
sont déterminés par la condition que la fonction ait les racines a, 
b,c, ...; ces m racines entrainent, en effet, la derniére racine 
—v, comme l’apprend le théoréme d’Abel. 
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Pour la racine a, nous avons la condition 


I 
G2 F(4)=0 (@ == pao — pi a), 


(66) P(%)— 


2, 


ou, suivant la relation (58), 


adyY 
Gh SS th = 
| dt Ege o 


Méme égalité ayant lieu pour chaque racine de Y, on en conclut 
que le polynéme entre crochets est divisible par Y; donc, E étant 
un polynéme entier en ¢, 

dyY 


67 ar a ie AGS 
(67) eae: Y EY 


Cette relation détermine ® et W de la maniére la plus simple, en 


A E é Fi ir ae 
faisant a ttre — : a c s 
pparaitre = comme une réduite de la fraction + oF Effec 
livement, on en déduit 
m dY Y 
£519 A 
Y di Pey 
Le dernier terme est, par rapport 4 ¢, du degré — $(n + 3) ou 


—(4n-+1),’suivant les cas, tandis que ® est du degré $(m+-3) —1 
ou ($n-+1)—1. La condition que le développement du premier 
membre, suivant les puissances descendantes de ¢, manque des 
termes a exposants négatifs, depuis |’exposant — 1 inclusivement 
jusqu’a — 4(n + 3) ou —(}n +1) exclusivement, cette condition 
détermine entiérement ®, a un facteur constant prés. Soit 


ge ee. 
aie Se es Ore 
© = Biv+ By fv-1+...4+ Byt+ By (v=4(n+1,#t7). 


(68) (ON 10 = a), 


Voici les équations de condition : 


bo By + 51 By—-1 + 52 By-2 +... + byB =0, 
b, By + by By—1 + b3By—2 + ... + Oyi4 B =o, 


O57 By by By—4 ae Dye By—s +...+ Bey 8 On 
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Soit généralement 


by b, bz sae bm 
(69) tn cea ae 
bn Om+1 Om+2 OO bom 
Sil’on prend 
8 = by=15 


on aura, pour tous les coefficients 8,, 82, ..., des fonctions en- 
tiéres de by, b,, by, .... Ces derniers sont fonctions entiéres des 
coefficients de Y (sommes des puissances semblables des racines), 
donc fonctions entiéres de B, 2, g3- Ainsi le polynéme ®, dont 
le premier coefficient est 8 — 6,_y, est entier en ¢, B, go, gs. len 
va de méme pour W et E, qui s’en déduisent. Le premier coeffi- 
cient de W est 
bey by+1By—1-+. «+ Day 8; 


il est égal a 6,. Mais, 4 l’égard de ce polyndme YW, il y a une obser- 
vation importante a faire. 

Supposons d’abord 7 impair et prenons, pour B, une racine de 
Péquation Q,=o. Alors Y est le produit de (¢ — e,) par le carré 
U? dun polynéme U, du degré +(n —1). U est facteur de Y et de 
dY 
dt 
de W étant seulement $(7— 3). W est done alors nul. En consé- 
quence, B étant quelconque, VW considéré comme une fonction 
de B, contient le facteur Q, et, de méme, les facteurs Q, et Qs. 

Supposons maintenant 7 pair; prenons, pour B, une racine de 
Péquation P = 0, ce qui fait de Y Je carré V? d’un polynéme V, 


; d’aprés (67), il lest aussi de W, ce qui ne se peut, le degré 


du degré $n, tandis que W est du degré $n —1. Par le méme rai- 
sonnement, on conclut que W contient le facteur P. Nous mettrons 
donc QO ou P@ a la place de V, suivant les cas, et remplacerons 
Stag ‘ 
Pégalité (67) par celles-ci 


| nimpair..... © oe — Q0= EY, 
‘ 
(70) 
; dY : 
| 7Uip) alleareevoteras ? are oa PO ys 


ot toutes les fonctions sont entiéres; le premier coefficient, 8, 
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de ® est égal a 6,_,; le premier coefficient, y, de Oest le quotient 
entier de 6, par Q ou P. 


Les éléments de la formule (65) étant connus, nous allons en 
urrer, d’un seul coup, x, py et p’yv. Prenons, a cet effet, la dérivée 
logarithmique du premier membre; c’est 


C(u—a)+ C(u—b)+...4+C(u+e)—(n+1)bu; 


développons-la, suivant les puissances ascendantes de u, en pre- 
nant les quatre premiers termes; ce sera 


7a 7 


2 
+e—(a+B+...+po)u——ple—..., 


comme on le reconnait d’aprés l’expression de x et d’aprés les 
égalités (58), ot l’on voit que p’a + p’b-+... est égal a zéro. 
Soit, d’autre part, a un facteur constant prés, 


Bory Tew Pty SIS 


ye ue ary wet ur—2 


le développement du second membre (63); on en conclura, pour 
la dérivée logarithmique, , 


eases t 
u 


gr (gr Gat + Ggs— 39igat Qywa... 


La comparaison des deux développements fournit l’expression 
des inconnues. 


Soient 
1 1 i 
; : 5(n+41) 5 (2-1) 5 (2—3) =(n—5) 
n impair: ® = $2 + p12 Staats 0 =? a= Wee Aron 08 
1 1 : 
. =n re | -n—1 —n—2 
Te patito P= Bt = Oye ae... C= 72 0) yt? +s 


On aura, dans le premier cas, 


\ 16) 
n= oy nah 93> Ge? 
et, dans le second cas, 
ce 1G CB, 


a= py? Oy) 1p 
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De larésultent les formules suivantes, ou lasomme «+-8-+... 
est remplacée par — a,, que donne |’équation (55) : 


x= 8 =. 39 p’ 
Ae Oy? 2/, B 
; . LOM cP B2 g nargergs 
(71) n impair... 
'p 2 (ONG BOK ei eens Q 
LO C2 c* P B3 G2 t B ) P 
r B 
Pe eine baggy 
\ 22 Y Sah 
CB _ 28) /Q 
gest = se 
Y Y Ie 
py ct QB? V1 B 
= opus =) 
(Gi), Tepalt rents ii ry 2-1 — I 
DY == — "3.07 LQ bee oiee a g 
Py == — 2 Py3 2 as z . 
pe , re igh 38, : B ' 
reid robe ¥ 8 276 — 


On peut procéder autrement et obtenir des formules d’un aspect 
différent. Et d’abord déterminons la constante k. La partie prin- 


: : : ‘ k 
cipale du premier membre (65), pour uw infiniment petit, est arse 


Celle du second membre est fournie par le premier ou le second 
terme, suivant que n est impair ou pair. Il en résulte 


[MINE Son cuRmoe Goo 6 i 


Multipliant le premier membre (65) par l’exponentielle dont 
lexposant est n,(@+b0-+...—v)=0, exponentielle qui est 
Punité, puis supposant uv = w,, on a immédiatement 


O18 610... O10 
(72) i cadhea po et) ek 


Multipliant, membre a membre, les trois équations analogues 
et se rappelant l’égalité (t. I, p. 196) 


O1,UC2U TZU 


Ul 
C= — 2) 
Pp o8u 


’ 
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on en déduit 
Ke p'ap'b...p'v = (— 2)" 1b, by bs, 


puis, d’aprés les égalités (58), D étant le discriminant de Y, 


(n 


1 
(73) (— 1p" as Crplo = (—1)"+12 &(e;) (es) &(e5)D. 


En élevant au carré dans les deux membres (72), on a aussi 
(74) (— 1)? k? Y(e1)(pe — e1) = 92(e4), 


avec deux relations analogues. Quand n est impair, cette formule 
se simplifie. L’identté (70), ot l’on prendra t = e,, ot, par con- 
séquent, Y devient — c?PQ,, montre que ®(e,) est divisible par 
Q,. Semblablement pour ®(e.) et pour ®(e;). On a donc, en 
mettant ®, pour ®(e), 


Nv impair.... ®,=Q,F), p= Q.Fo, P3 = Q3F3. 


Remplacons maintenant k, C, D, Y(e,) par leurs expressions 
précédentes et concluons des égalités (73, 74) celles-ci : 


:: ee See P’ Q = 1293, 
(GD) n impair.; oF 
la 
py €) c2B2P’ 
». 28D, Dod, /Q = 

(75a) 7 pair ae el Vr , ae 
| e—¢e)= GEN, 

P — “2p 


Le calcul effectif sera facilité par les considérations suivantes. 
Ecrivons la relation (60) sous la forme abrégée 


; dY\? 
gct=MY+9 (F)- 


M est aussi un polynéme entier par rapport aux diverses quan- 
tités t, B, go, gs. De cette relation et d’une précédente (67), on 
conclut 

‘ dy * 


dY 2 ae a 2 Ys 
((ae— ew) =YUCE+ My); 
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par conséquent, [ étant un nouveau polynéme, encore entier, 


dY 
4 C2 UP .)P 
@E+MW De 
(76) (Cro = ow +Ty. 


De cette derniére, enfin, et de la relation (67), on conclut 


ee ones fo peer ® + of 
(Ga) P FOR ae ae © WEN 


Si l’on change wu en — u dans Végalité (65) et qu’on multiplie 
membre 4 membre, on aura, au premier membre, les divers fac- 


teurs 
c(u—a)c(u+a) 
Stactu 


=pa—pu=a4—; 


le premier membre devient donc (—1)”k? ¥(pe — t), tandis que 
le second membre est précisément la quantité dont nous venons 
d’obtenir l’expression (77). Il en résulte donc 


Cao Dita Oar, 


Suivant la parité den, VW est égal 4 PO ou A QO; en méme 
temps, I est divisible aussi par P ou Q, comme le montre l’éga- 
lité (76). On a done les résultats suivants, ot l’on a mis PG ou 


QG au lieudeT: 


-, ONG 
4otPE +M0=G—, 
(78) n impair..... (otP® = ge ays 
Bete ee G+ cKO. 
P a hicebaieames 


ayY 
4OEK + = G— 
4c Q Me in? 


(78a) 1 (Woo nod (orQn= got + GY, 
G+ ock@ 
Let = — : 
4y2P 


Ces expressions de py sont d’un usage assez commode, a cause 
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de Varbitraire ¢, dont on peut disposer 4 volonté. Pour n impair, 
la seconde formule montre bien que ®, est divisible par Q,; le 


. Pete es I 
quotient F, est égal 4 — ja Gr 


On peut encore conclure des relations (77) et (78) celles-ci : 


4c*P &2— Qe? 


i nm impair i ee carrer ey STC T hg a 

fool « 

: nm pail JOS ARO eo eat) 
Pp SeOR ORONO CS J 4 PY, 


Ces formules ont l’inconvénient que les seconds membres y 
contiennent, en dénominateur, le facteur étranger Y; ils ne sont 
pas réduits ala plus simple expression. Elles peuvent étre utiles, 
néanmoins, comme nous le montrerons par un exemple. 


Cas exceptionnels de élément simple. 


L’élément simple subsiste sous la forme (64) dans tous les cas, 
sauf un seul, celui ou l’argument ¢ est nul. On voit, en effet, soit 
par les formules ci-dessus, soit par la définition de x, que cette 
inconnue x devient infinie seulement quand pe devient infini lui- 
méme. Ce fait se produit de deux maniéres différentes : par l’éva- 
nouissement de %, si n est impair; de y, sin est pair; ou bien par 
l’évanouissement de P. 

Si Pon prend, pour B, une racine de P, l’intégrale y est une 
fonction de Lamé et de premiere sorte : ’élément simple est pw. 

Nous parlerons dans un instant de l'autre cas; mais, pour en 
finir avec les fonctions de Lamé, disons encore ce qui caractérise 
l’élément simple correspondant aux fonctions de deuxiéme ou de 
troisiéme sorte. Elles correspondent a l’évanouissement de Q. Les 
formules montrent qu’alors x et. p’y s’évanouissent; 9 est une 
demi-période. Par les formules (75), on voit méme que l’évanouis- 
sement du facteur Q) correspond a » =. L’élément simple est 
alors ¢,u:¢u, dont le multiplicateur est +1 pour la période 
20 , et —1 pour la seconde période. 

L’argument ¢ est encore égal a w) dans d’autres cas, correspon- 
dant a l’évanouissement de F) ou de ®), suivant la parité de 7n. 
Mais, pources cas, x n’est pas nul: l’élément simple est eo, u2 ou. 

i: 33 
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Ses multiplicateurs ne sont pas +1. De plus, il y a, comme dans 
le cas général, deux intégrales distinctes, doublement périodi- 
ques de deuxiéme espéce; |’élément simple, pour la seconde inté- 
erale, est e~*™ ou: ¢u. Au contraire, dans' le cas des fonctions 
de Lamé, nous savons déja que la seconde intégrale est d’une 
forme trés différente. 

Parlons maintenant du cas ot s’évanouit le dénominateur 8 ou 
y, commun a x, pe, p'v. La forme (64) de l’élément simple dis- 
parait. Puisque la somme ¢ des arguments a, b, ... est nulle, 
Vintégrale (48) est le produit d’une fonction doublement pério- 
dique ordinaire par une exponentielle. C’est donc ici ce cas sin- 
gulier, ou les logarithmes des multiplicateurs sont proportionnels 
aux périodes correspondantes, et dont il a été question au Tome | 
(p.8239)) 

L’élément simple est alors Cw. ee” et il s’agit de trouver la con- 
stante 9, qui, au moyen des arguments a, b, ..., a pour expres- 
sion 

oe =—Ca—Cb-.... 
Conservons, a cet effet, la fonction (65), mais en y supposant 
” = 0, apres avoir supprimé ov au dénominateur. Nous poserons 
done 


o(u—a)o(u—b)... 
QUES Oascl(G wr 


(80) (—1)?ky = &,(pu)— <aPuvr(pu), 

®, et W, étant encore des polynoémes enters, puisque, a+ b+... 
étant nul, le premier membre est une fonction entiére de pu et 
de p’u. Mais ici le degré est n, non plus (nm +1), comme précé- 
demment. Il en résulte, si n est impair, que le degré de W, coin- 
cide avec celui de W, tandis que le degré de ®, est inférieur d’une 
unité au degré que ® atteint généralement. Mais, par hypothése, 
8, premier coefficient de ®, est nul; ©, et ® sont donc d’un méme 
degré. Si n est pair, les mémes circonstances se présentent dans 
Vordre inverse, en sorte que ®, et VW, ont les mémes degrés, res- 
pectivement, que ® et W. On déterminera ces deux polynémes en 
assignant a la fonction les racines a, b, ..., ce qui donne lieu en- 
core a n conditions semblables a la condition (66), mais dont une 
rentrera dans les autres. On voit par la que ®, et W, sont préci- 
sément les mémes polynémes que ® et W. 
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Prenant maintenant la dérivée logarithmique aux deux mem- 
bres (80), la développant et considérant le second terme, comme 
on Va fait déja, on aura o pour coefficient de ce second terme. 


Considérant maintenant le second terme dans le second membre, 
on a immédiatement 


8 2 
PEMOP ARS We eee vale ea oS a7a oo (5 (B= 0); 
OUND ods eect De OO = ao = ae i (SO): 


Il faut observer que o est exprimé en fonction de B, mais que B 
n’est plus arbitraire: c’est une racine de |’équation 8 = 0 ou de 
Péquation y = o. 

On ne peut guére espérer de trouver des expressions simples 
etexplicites pour les fonctions qui figurent dans les formules (71, 
79, 78). Mais il importe de bien connaitre leur composition géné- 
rale et la valeur numérique d'un coefficient dans chaque formule. 
C’est pour ce but que nous allons, un instant, envisager un cas 
trés particulier. 


Digression sur l’équation de Riccati. 


Supposons, pour les fonctions elliptiques, le cas ultime de dé- 
générescence £.7= 23-0, ol pu se change en l’inverse de wu?. 
Mettons aussi B—1. L’équation de Lamé se change en celle-ci 


connue sous le nom d’éqguation de Riccati; c est, du moins, une 
transformée fort simple de l’équation qui porte habituellement ce 
nom. Elle admet, pour intégrale, la fonction 


dr elu AN ii 
(81) Vv =uttle-u ( ai = —“ev, 


du” \ yuri ur 


A, est un polynéme entier en wu, que voici : 


(n+ 2)(n+1)n(n —1) 
2.4 
—-(—1)"3.5...(2n —}). 


Mp ur— 4 n(n +1)ur—l unr—2. 
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Il satisfait aux deux équations récurrentes 


wA',1—= An+(2n —1— u)An-1, 


ey AU Aa eee 


Soient a, 6,c,... les racines de Az; a, b,c, ..~ les racmes 
de A,_,;. Mettons, dans la premiére de ces relations, a la place 
de w, une racine a’; nous aurons 


a'(a’'— b')(a’— Cc’)... =(a@—a)(a—b).... 


Multipliant, membre 4 membre, les (7 —1) relations analogues, 
désignant par A,_, le discriminant de A,_,, et remplagant le pro- 
duit des racines a’ par le dernier coefficient de A,_,, pris positive- 
ment, nous obtenons 


a n— =?) 
(—1)? art 355 Salon ae [ (a'— 2). 
a,a’ 


Semblable opération étant faite dans la seconde relation (82), 
avec les racines a, nous avons pareillement 


whe 


(—1)' pes sea aes Si ices {Oi py] [ca het une 


a, a’ 


Les deux produits If coincident entiérement; car les facteurs y 
sont les mémes, sauf le signe; mais le nombre des facteurs est pair, 
n(n —1). Il s’ensuit done 


1 
Yat Fae )(m—2) 


ee 
A= [ho AOS ay) (1) Mes 


(1) 
On conclut de la 


57) 


ynin / 29n—3 F2nN—8 —2N—7T 
(—1) AV pee SUG SOG IO (eee 8) (Cy), 


Telle est expression du discriminant pour les polynémes A, CN 
On peut appliquer a l’équation (81) la méthode d’intégration 


(*) Par le moyen de la seconde relation (82) et la connaissance du signe de 4,, 
on démontre aisément que A, a une seule racine réelle, ou n’en a aucune, suivant 
la parité de 7. 
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que nous avons exposée pour I’équation de Lamé. Changeant, 
dans y, wen — uw, on obtient une seconde solution; le produit Y 
des deux fonctions est le quotient de An(u)An(— u) par u2”. 
Mais Y a été considéré sous la forme d’un polynéme entier en 


. my 2Oe al fi . . . 
t== pu, ce quiestici |: Le discriminant de Y, polynéme en ¢, a 


donc l’expression suivante 


[ 1 \2 i 
: =“IIG os 5) = tab ren [] e+ ma — oy, 


dont le dernier facteur est A,, et dont les autres facteurs sont po- 
sitifs, comme étant des fonctions symétriques, affectées d’expo- 


sants pairs ('). En conséquence, Da le méme signe que Ap, celui 
1 
-~n(n—t) 

de (—1) ; 

Par hypothése g.= g3;= 0, les polynémes P, Q, qui sont en- 
uers en B, go, gs et qui ont pour premier coefficient l’unité, 
se réduisent a lunité avec B. On a trouvé précédemment l’expres- 
sion (63) de D, dans le cas général, mais avec une ambiguité de 
signe. Cette ambiguité se trouve levée conformément a ce quia 
été alors annoncé. 


Forme générale de la solution. 


L’intégrale de Véquation de Riccati peut étre décomposée en 
éléments simples, comme y dans le cas général. Pour éviter une 
confusion dans les notations, considérons la fonction z, dont nous 
avons appelé a, b, ... les racines, et supposons que, g» et gy de- 
venant nuls, z prenne la forme (81). L’élément simple, propre a 
la décomposition de z, 


devient 


' \ = AGS en Na ell: 
Ae (5 ;) 4 


(‘) Par expression (63) de D et cette derniére relation, on trouve 


LW (2i= S/d) = AEB ao (Ons Cae 
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car il est certain que l’exponentielle doit y étre la méme que dans 
Vintégrale (81). Quant 4a ¢, nous savons que c’est la somme 
a+b-+..., comme on pourrait, au surplus, le trouver directe- 
ment. Cette somme est 4 n(n +1). Voici donc a quoi se réduisent 
ici les inconnues, savoir 


P = 57072 1-1), GV — 2 — 1; 


3 5 . . I 
d’ou se déduit x, si l’on remplace Cy par =" 
Au lieu de supposer B = 1, si l’on veut laisser B quelconque, il 


suffit de changer, dans |’équation de Riccati, wen + uw\/B. Nous 
uvons done conclure ainsi: Quand g» "3 deviennent nu 
ouvons done concl rd gr et g3 deviennent nuls, 
les formules (71) se réduisent aux suivantes : 


Vint) >= 
pee ee Dec 


men + 1) 
: eit tale q 
ee aes la | ME 
10) (— Sete Ve 


n3(n-+1)8 


la racine carrée de B est prise 4 volonté, mais de Ja méme ma- 
niere, dans les deux formules. 

Nous allons maintenant chercher les degrés des polynémes qui 
figurent dans les formules (71, 75). De l’équation récurrente (55): 
il ressort que Y est homogéne, ¢ et B étant considérés comme du 
premier degré, g. comme du second, g3; comme du troisi¢éme 
degré. Il est, de plus, entier par rapport a ces quantités. On re- 
connait, dés lors, les mémes faits dans les polyndmes ® et 0, dé- 
terminés par V’identité (70). Ace point de vue, le degré de ® est la 
somme de son degré en ¢ et du degré de son premier coefficient 8. 
De méme, pour 9 et son premier coefficient y. 

Un déterminant tel que 6, (69) a, pour poids, m(m +1), 
c’est-a-dire que, dans chacun de ses termes, aprés développement, 
la somme des indices des lettres best m(m +1). Le coefficient gé- 
néral b,, est du poids m relativement aux indices de a, ag, ... 
coefficients de Y. Pour ces derniers, l’indice est égal au degré, 
entendu comme nous venons de le dire. Or B.et y sont, un 6,_,, 


5 
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Vautre le quotient de 6, par P ou Q, dont on connait déja les de- 


grés. D’aprés ces indications, on constituera aisément le tableau 
suivant des degrés : 


nm impair. n pair. 
Diet awakes t(m+1) tn, 
Omer ta: +(n?—9) 4(n—2)(n+4), 
Biren ecient os, 88 + (n?—1) ¢n(n—2), 
andar ere, | acre 4(n+1)(n—3) i (n?— 4), 
Beata haces (nm —1) (fh += 2), 
Oe ay Ca Se 3(n +1) an, 
Oe nae 4(n +1) tn. 
ENE Santas: tte +(n?—1) 


Pour résumer maintenant les formules (71, 75) en ne faisant 
ressorur que les degrés, nous dirons, en modifiant les notations : 
On obtient les constantes de l’élément simple, 


c(u+ 0) a 
Bee elx—y: wy 


(84) aun a 


Q= Q,Q2Q;, ee leralia cls 


dans lesquelles toutes les lettres représentent des fonctions en- 
tiéres et homogeénes de B, gy et 83, ces quantités étant envisagées 
comme ayant les degrés 1, 2,3. En outre, Q) et T) contiennent 
e, qui, pour Vhomogénéité, est considérée comme du premier 
degré; les trois fonctions Q; se déduisent les unes des autres 
par le seul changement de e,; de méme pour les trois quanti- 
tés T,. Les degrés de ces divers polynémes, comptés comme on 
vient de le dire, sont les suivants : 
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n impair. n pair. 
eee tc i(n+1)(n—3) 4+n(n—2) 
DU Ss bere elf 4 (n?—1) 4 (n2?— 4) 
OMe aee eo 2(n +1) - on 
| Def, Bae ae 4(n—1) 3(n+2) 
NS ot et eee tn(n+}) tn(n+1) 
ip at gh oer a 3 (m?—1) +n2 
On iia ane 4(n-+1) in 
ol Bins ae idee i(n?—1) +n? 


En bornant chacun de ces polynémes a son terme du plus haut 
degré enB, on réduit les formules a celles qui ont été indiquées 
plus haut (83). 

Les fonctions de Lamé correspondent aux valeurs de B qui 
font évanoutr P ou Q; a@ Vévanouissement de WL correspond 
l’élément simple Cu.ee", dans lequel p est fourni par la for- 


mule 
He 22: 
eS 5% oO 


II, étant aussi un polynéme homogéne de degré supérieur, 
d’une unité, a celui de I. 


Décomposition de lintégrale en éléments simples. 


Pour effectuer la décomposition, il nous faut, d’aprés la mé- 
thode générale, développer y suivant les puissances ascendantes 
de wv. Pour ce but, développons chaque facteur de 7, pris sous la 
forme (48). Ce développement se trouve au tome I (p. 231), sauf 
un changement de notation. Le voici 


o(u+a) me ite. u U2 us 
SL ach Ot ee haa Tr P,2— + Ps - Ps - 
Cacu go PP TES yy og { ‘ 
pra=--pa=—-%, P= pe x’, 
Pre — 3a2+ 3 So, Ps=— 222, 


I] faut y remarquer que py, est homogéne et du degré m, quand a, 
a, £2, #3 sont considérés comme ayant les degrés 2, 3, 4, 6. Les 


coefficients d’indice impair contiennent le facteur a. 
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Multipliant entre elles les diverses fonctions analogues, pour 
former v, on obtient 


I I I 
85 oe =X pe xp 
Se) J Ur 2 yr—2 Pa DU as z 
I ANS 6: 
a5 pa; , Day a) =f 
5 Sawe! Pia P2P| 


Portons notre attention sur les coefficients des termes de rang 
impair. Ils sont visiblement formés des sommes symétriques 


t 


te At ae Saka). : 

Zpe’, 2Bae’, Bara’, ; 

ZB%a’, TS2aa’, a 

LBya',  UByaa’, ; 

=B3a’, ; 

EBya', ’ 
dont toutes se raménent a celles de la premiére ligne, multipliées 
par des sommes symétriques ne contenant pas a’, 8’, .... Ainsi 

Si880ye = as Soy —— D0,81a1/ 


? 
EP2ya' = Lab? Dea’ — LarLae’— Ladara’+adaie, 


L’homogénéité fait reconnaitre que la plus élevée de ces sommes, 
figurant dans le terme u?”t3—”, est Lama’. 
Reprenons maintenant lidentité (52) 


a! G 9 
t—2 ¢t— “ (t—ajy(t—$)... 


Le développement des deux membres, suivant les puissances 
descendantes de ¢, fournit les relations 


210, Did e's SO0r Dart—2a' = 0, Ge ==) Ore 


Considérant les sommes qui sont ici nulles, nous concluons 
que le développement (85) de y manque des divers termes de rang 
impair, sauf le premier, jusqu’au terme en w”~'. Ce développe- 
ment a donc la forme suivante 


1 D 
Y= FIP QVw+ Gurr gout... 


(86) 


+ Jan dant U2"41 + danrg ut? ...), 
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et les lacunes cessent d'exister 4 partir du terme en uw”, Nous al- 
lons, tout Aheure, voir quel parti on peut tirer de cette circon- 
stance pour en déduire une nouvelle méthode d’intégration. Bor- 
nons-nous d’abord a considérer les termes dont les exposants sont 
négatifs et qui nous fournissent la décomposition en éléments 
simples par la formule suivante, ou f est ’élément simple (64), 

f I 


‘ I 
\ € 1)?—-1 y — an fi ts Gea G2 fe 


n—1)! 


le dernier terme contient f ou /f’, suivant que n est impair ou 
pair. Quant aux coefficients g, ce sont des fonctions symétriques 
de a, 8, ..-, exprimables par les coefficients-a,, a2, ... de Y; 
par exemple : 


(88) 


la B? power), 


US (ovees) 2n—tI ime) 


Ce développement de y est valable, avec ces coefficients, dans 
tous les cas, sauf un seul, celui ot l’on a Po, ot y est une 
fonction de Lamé, de premiére sorte. On a, en ce cas, avec les 
mémes coefficients, 


I I 
=f) 27/4 y(2r—2) 7 etna) L 
as ] =e ae 


(m—t1)! 


I 


f 
— @ip'9u-+... 
(n— 51 744 is 


Il y a un autre moyen, plus simple, de déterminer les coeffi- 
° 5 ee) : roy r 
cients g : c'est celui que nous avons déja employé au tome I 
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XQ 


(p- 236) et qui consiste 4 substituer Je développement (87) dans 
Péqnation différentielle, en se servant du développement de pu 


Cte Lapxcgs) 


if 
te ear C2 U2 + C3U*+ C,U8 + 4.. 


Ce procédé conduit aux équations ci-aprés (') 


' 2(2N—1)g2 +B=o0, 


4(2n—3)q, + Bg2ztn(n+1)e,=0, 


2h(2n — 2h +1)qana- Bdan_2 


+ N(N+1)(C292n—4+ C3 9anot..-+ Cn) =0; 


d’ot l’on conclut les valeurs ci-dessus de gq» et de g,, puis 


§2B 


Ie= I [» n(n+1)(6n— 7) 


 48(an—1)(an— 3)(an —5) 10 


2 
= =O a= (on —3)ga]. 
/ 


Nous connaissons maintenant, outre |’élément simple /, les 
coefficients de la formule de décomposition en éléments simples 
pour Pintégrale y. En résumé, nous avons exposé deux méthodes 
pour intégrer l’équation de Lamé; toutes deux sont fondées sur le 
calcul du polynédme Y, produit de deux solutions. La premiére 
donne immédiatement, Y étant censé calculé, |’expression de y 
sous forme d’un produit de fonctions o, ot figurent symétrique- 
ment les arguments @, qui correspondent aux racines % = pa du 
polyndme Y. La seconde méthode fournit y décomposé en élé- 
ments simples et les constantes se calculent explicitement, au 
moyen de Y, sans intervention des racines de ce polynéme. 


(1) Par ce moyen, on trouye, sous la forme suivante, la décomposition en élé- 
ments simples pour Vintégrale de I’équation de Riccati : 


ht ae (nm —1)(n—2) ack (2 —1)(n—2)(n—3)(n—4) 15) 
LR 2(2n —1) aie a 2.4.(2n—1)(2n—3) fs ae 


roe OBA) Ts. 
Ue Mew caraiar ned 
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Il nous reste enfin 4 expliquer une troisiéme méthode, par la- 
quelle, sur l’équation elle-méme, on trouvera directement y, dé- 
composé en éléments simples, sans intervention du polynéme Y. 


Recherche directe de Vintégrale. 


La recherche directe peut se faire de deux maniéres. Voici 
d’abord la plus naturelle. 

Calculons, par les formules (89), qa, Gay «++ Jusqu’a Jn41 OU 
Jn, Suivant que 7 est impair ou pair. Prenons l’élément simple f, 
ou y et & sont inconnues, et formons y d’aprés l’égalité (87), ot 
le dernier coefficient g calculé n’est pas employé. Ceci étant, le 
développement de cette fonction y coincidera, dans tous les termes 
a exposants négatifs, avec celui de l’inconnue y. En le prolongeant 
de deux termes, on aura 


5 : I dJ2 ra 
7 pat... a y= — A = Ro ge a Aa ee pu s..s} 
u ul—2 u 
. I 72 Tn—2 > 
TU. Pally aor s eee Ye epee e aye Ma plut.... 


Les coefficients i, » ou XV’, »! sont des fonctions de 9 et de x. Dé- 
terminons maintenant ces inconnues par les conditions 


n impair..... Ts == Oe te hae S 


(ODA 6 eon be N= oy, 
Ceci fait, le développement de 
(go) y'—[n(n+i)pu+Bly 


ne contient plus aucun terme a exposant négatif. Mais ceci est 
une fonction doublement périodique de deuxiéme espéce (ayant 
méme multiplicateur que 7’), dont w= 0 est le seul pdle. Ce pdle 
ayant disparu, la fonction est nulle et y est effectivement |’inté- 
grale cherchée. 

Dans cette méthode, la seule difficulté est de résoudre les deux 
équations qui déterminent z et ». Mais nous connaissons d’avance 
la forme de la solution et nous pourrons en Urer parti. 

La seconde maniére de rechercher directement Vintégrale est 
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fondée sur la propriété que nous avons reconnue au déyeloppe- 
ment de y : il présente des lacunes, de deux en deux rangs, jus- 
qu’au terme en uw”. Cette propriété, trouvée ici trés indirecte- 
ment, est d’ailleurs trés visible sur l’équation différentielle. On y 
voit, en effet, quil existe une intégrale dont le développement 
commence par un terme en u”t!, Soit donc y la premiére inté- 
grale, dont le développement commence par un terme en u~”; 
soit s celle qu’on en déduit par le changement de u en — u; il 
doit exister une combinaison linéaire de y et de z, dont le déve- 
loppement manque de tous les termes jusqu’a w” inclusivement. 


Cette combinaison est nécessairement y,= y+ (—1)"~'z, et il 
en résulte que le développement de y doit présenter les lacunes 
annoncées. 

Mais on peut prouver maintenant que |’existence de ces lacunes 
suffit 4 caractériser y. A cet effet, considérons les deux fonctions 


Ve Ity. I, SAIS 


qui, toutes deux, sont doublement périodiques ordinaires, y et 3 
ayant des multiplicateurs inverses. Elles s’offrent, de plus, comme 
ayant le seul pdle w= 0. Prenons les parties principales de y et 
dey: 

I 


i oa Qe WEE oe 
u 


Il en résulte les parties principales suivantes : 
GV — Ni HANI) NVI H— n+ 1)en+1)u?+..., 


La premiére fonction n’a pas le pole wo; c’est done une 
constante et l’on en déduit 


Dead toga C: 
La seconde ale péle double u = 0; elle est de la forme 


—(an+1)[n(n+1)pu+B], 


ou B est une certaine constante. De ces faits résulte que y et 7, 
sont les intégrales de l’équation 


y'=([n(n+1)put+ By. 
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Si lon avait abordé cette étude ainsi, il faudrait maintenant 
s’assurer que les lacunes exigées dans y sont en nombre inférieur 
d’une unité A celui des constantes contenues dans 7’. On saurait 
ainsi que B est arbitraire. Ce compte est facile a faire, mais nous 
pouvons nous en dispenser. 

Voici donc la derniére méthode d’intégration : on prendra y 
sous la forme (87), ot. non seulement x et ¢, mais encore les coef- 
ficients seront inconnus. On formera, dans le développement de 
y suivant les puissances ascendantes de w, les coefficients des 
termes oti les exposants sont positifs et de parité opposée a celle 
de n, jusqu’au terme en w” inclusivement. On égalera ces coeffi- 
cients 4 zéro. Par ces équations, toutes les inconnues seront dé- 
terminées en fonction de l’une d’entre elles. Que gq, soit cette 


derni¢re. On remplacera gz, en vertu de légalité (88), par 
I 

2(2n —1) 

Cette derniére méthode est complétement en défaut quand il 


B, et Vintégrale sera trouvée. 
) D 


s’agit de former les fonctions de Lamé; avec ces fonctions, en 
effet, les lacunes dont on vient de parler existent dans le déve- 
loppement, indéfiniment prolongé. Elle s’applique, au contraire, 
sans obstacle dans les autres cas exceptionnels. 

L’autre méthode est toujours valable; elle exige, toutefois, 
une légére modification dans le cas ot y est une fonction de 
Lamé, de premiére sorte, et dans celui ot |’élément simple est 
Cu. er, 

Le nombre n étant impair, si y doit étre une fonction de Lamé, 


de premiére sorte, son développement ne doit pas contenir de 


I AO},o Gee 
terme en —- La condition caractéristique de ce cas est donc 


Gn-1= 0. Il n’y a plus, dés lors, qu’a former y avec les coeffi- 
cients précédents. 

Le nombre n étant pair et y devant étre une fonction de pre- 
miére sorte, p/ sera nul d’aprés la nature de la fonction. Ayant 
déterminé y comme ila été dit, on conclura que la fonction (go) 
est constante; pour la rendre nulle, il faudra encore envisager, 
dans le développement de y, le terme en w?, et égaler son coeffi- 
clent a Jnso- 


Considérons maintenant le cas de l’élément simple Cu. eF”. 
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Sin est impair, supposons déterminé y par les mémes condi- 
tions que dans le cas général, sauf la seule condition p = gn4i, 
que nous omettons. En ce cas, la fonction (go) semble avoir 
le péle simple w= o0. Mais cela ne se peut, vu sa nature par- 
ticuhére, qui exige au moins deux pdles (t. I, p. 233). Elle 
n’en a donc point et se réduit a exponentielle e¢”, multipliée 
par une constante. La condition p= qn4, est done remplie 
d’elle-méme. Pour achever, il faut égaler a zéro le coefficient sui- 
vant. 

Si nest pair, on voit, de méme, que la condition j2'= o est con- 
tenue dans les précédentes; il faut égaler a qn4». le coefficient 
suivant. 


Formules pour 7 = 2. 


Dans les calculs que nous allons développer, on mettra simple- 
ment 9 et 9 pour 7(b) et o/(b). L’emploi de la notation 0, au lieu 
de B, offre des avantages pour la simplicité des formules : 


Yosety, baa, Bas, 0=-f tak, P= 
Y(e1) =(e1— 692+ 3621 eg, 
= €9€3 +206 (€9+ €3) +402? =(206+ e2)(26 + €3) = 67 Q2Q3;3 


Ce as Q,= § (2b +e). 


En prenant s racine de Y, on a, suivant l’équation (60), 


het PQ = 4C?= 4s? 9(t) =— o'( 458+ 1268?-+ s0'4+ 9) =— 9 (e— 36¢), 


33 
Q=—(3b9 o), 
4 
8 
G= 3 8($ +3). 
by'—o &(b.— €))?(2 6 = €}) 
ee ) ON i ah 4 


169) 
7 


TRE ee , 
3b0'—o 20 3 b60'—o pe 
a iS DAI 0) (0 = ‘ 7 a) +pe=b. 
i) ) ye 22 
‘ 
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Formules pour 7 = 3. 


1 
Y =s?+ Ags +A3;=s3+ 49's +40— bo’, 


o(t) = 4s? 1203? o's + 9, 


Y = {o(t) — b(o' + 38?), 


Y(e1) =— [e+ 3(e1— bP J=—-CQP; c= oe 
[PP = DD Oy 2.5 [0 + 3(e,— b)?]. 
@ = — 6A_gs5?+ 9A35— 4 A2, 
E = — 9(2A2s —3A3), 
y¥Q=— (GAs 42742) (1) 
te 
4 ys ' 
G= 35-53 (35? + 96s + Az). 
a 03 + 2702 108 boo’, 
pe—b= i 
ne AR OO) ey OO ae eal 
J A 36025 5 
oe ae: 4 AZ +27A2 
2a a5/ enna 
pe LWpoe eats 
pete aa ee 
L’équation 


y'=(U2pu+15b)y 
a pour solution 


y=f"—30f, ies CTO) Fee oie. 


ou 


Le cas exceptionnel a lieu pour 9! =c, c’est-a-dire 12 b? — £2=0; 
on a, en ce cas, 


Y = (Cuepr)’ — 3bEuepu+ abpepr, 5A Sib: 


(*) Cest le discriminant de Y; mais cette circonstance ne se présente pas au 
dela de n= 3, comme I’a écrit M. Brioschi, par une légére inadvertance qui 
n’te rien a l’importance du Mémoire cité en téte de ce Chapitre. 


CHAPITRE XII. — EQUATION DE LAME. 529 


Formules pour 7 = 4. 


Y = st+ Ags?+ Azss+tA2—32A3), Ag= 39’, As;= 49—4be', 
p — — 4(2A,5?— 2A35+ A3), E =— 32( Ags —- A3), 

PA — 93, 37.5.7As=— DAs, 

© =— 4{A[4(A34+ 9A20)s + 3A —18A3 5]. 


Soit M, la valeur de M pour so; ona 


dY axY 
—— 6 ee at =. . 
Nios 2 -30(Y)o 9 (=), 20 (Ge Vb 


Mo=—~ As(2Az+ 8162), 


Par la, en faisant s =o dans l’égalité (60), on obtient Q, qui 
n’est pas indispensable : 


het XO = 2 (aAy + 8162)( Ad — 18A,6) — 2A5(3Agb 8A, 5), 


’ eaten 


Pour calculer pe au moyen de la formule (79), on peut procé- 
der comme il suit : 


4chPQ&2— 0(t)P202 4 C2@2— o(t) P202 


pet 


Arye P2Y : 42 P2Y 
‘e i 9 dY 2 g 

_ MOY + 9(2) E (=) el pre? 

cE A(Pay i 


Faisant s = 0, on a 


dY\? 
Dees ANP. 2' 2 
w2 (2°)*_ peo 


Y =— 28A3(A}3 —18A;3 6) =); 


d’ot: résulte 


a 24(A3-+ 9A, 6)? Ag 
pe _ 3A$—18Asb  3An 
St Ng Gg AnD) AS 


re 34 
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L’équation 
y" = (20pu + 28b) y 
a pour solution 


y = f"— 12bf", Yes o( — eto. 


Le cas exceptionnel a lieu pour A; + 9A,b= 0, c’est-a-dire 


40+ 32 be'= 0. En ce cas, ona Pintégrale 


y = (Cu. ee)” —12b(Cu. er)’ + 30(o2 + 482) en, 02 = 126, 


Exemples de calcul pour 7 = 5. 


Soit A trouver directement la solution relative au cas exception- 
nel. Elle sera de la forme 


VY = (Gu. em") + 12 go( Cu. ek") +- 24g,Cu.ep¥ + A ene 
et Yon devra avoir (t. I, p. 234) 
(91) STOO yers= DiGi, == Oo 


On va exprimer que le développement de y, suivant les puis- 
sances ascendantes de w, manque du terme constant et du terme 
en u?. Pour effectuer ce développement, on met d’abord y sous la 
forme suivante 


y= ePHlEN + Gol” + (Gee + raga)"+(4p3-+ 24 gap)O + A], 


et l’on développe la fonction entre crochets, ce qui donne 


5 82(p?+2q2)|u 


(L}sa+ sogalet+ Ggalout .... 


Prenant maintenant le développement de Vexponentielle, on 
multiplie entre eux les deux développements et Von égale a zéro 
les coefficients précités. De la deux équations : 


29(2p*-+ 2092 0?+ oo) = SA, 


en ry \ ; i MO 12 4 
arp’ += 3920! B20" 4-7 Set ss G9 ee = 5 eo, 
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En éliminant A et 9 entre ces équations et légalité (gr), on 
aura la relation de condition, gz et gq, s’exprimant au moyen des 
formules (88). IL y a ensuite une seule valeur pour 07, puis une 
valeur {de A pour chaque valeur de 9. Il n’est pas utile de conti- 
nuer ici ce calcul. Le premier membre de |’équation de condition 
est la quantité II des formules (84). 

Pour trouver la solution générale, relative 4 n=5, par le 


moyen du développement de l’élément simple, on devra poser 
¥ =f¥+129¢2 f'+ 24g, /S, 


puis développer y et chercher les coefficients du terme constant 

et du terme en w, pour les égaler a zéro et a gy. D’aprés le déve- 
»>P 8 qd p 

loppement de f(t. I, p. 231), on aura ainsi 


4(25+ 10P, 73+ 10P37?2-+ 5P,x + Ps) 
+ 492(v3+3P,2+ P3)+ 249,07 = 0, 
(92) 


4 (a6 +15 P,2*+ 20P373+15P, 22+ 6Psx7 + Po) 


+ 3q2(a'+ 6Pox?+ 4P3u+ P,) +1292(e2+ Pe) = ge. 


Dans ces deux équations, on devra remplacer les coefficients P 
par leurs expressions en pe et p’g données en Vendroit cité, puis 
en tirer x et pe. Ce calcul offrirait de grandes difficultés, si l’on 
ne savait d’avance la forme du résultat. 

Soit a trouver la quantité X, qui figure au numérateur de x. 
On supposera « =o dans les égalités précédentes. La premiére 
équation se réduit a 


$P5+49q2P3= oO, 
c’est-a-dire ; 
py =— 10g,2= 5B. 


La seconde donne ensuite 
— Sp?o— g2pe +P gs+ 1892($82— 3p?) — 729, pe = Ge- 


Substituant a pv, G2, Jay Jo leurs expressions explicites, on trou- 
vera l’équation de condition dont le premier membre est X. 

Si, dans les équations (g2), on supprime Ps; et P;, que l’on 
remplace, dans P;, P, et Pe, py par e, puis que l’on élimine z, on 
obtiendra une équation de condition dont le premier membre sera 
la quantité T, des formules (84). 


——— 
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CHAPITRE XIUL. 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 


Théorémes sur les équations différentielles linéaires, en général. — Equations de 
M. Emile Picard. — Propriété des polynémes entiers en uw et Cu, a coefficients 
doublement périodiques. — Forme générale des intégrales. — Equations pour 
lesquelles les rapports des intégrales sont uniformes. — Changement de l’incon- 
nue. — Théorémes sur les équations de la seconde classe. — Cas particuliers. 
— Equations différenticlles linéaires, attachées a la division de l’argument par 3. 
— Equation du quatriéme ordre. — Equations différentielles linéaires, atta- 
chées ala division de l’argument par un entier quelconque. — Autres équations 
d’ordre quelconque. — Troisiéme groupe d’équations d’ordre quelconque. — 
Exemple d’équation de la premiére classe. — Autre exemple. 


Théorémes sur les équations différentielles linéaires, 
en général. 


L’intégration de l’équation de Lamé, telle que nous l’avons expo- 
sée dans le Chapitre précédent, et a laquelle restera attaché le nom 
de M. Hermite, a été lorigine d’une découverte importante, celle 
de deux grandes classes d’équations différentielles linéaires, inté- 
grables par les fonctions elliptiques. Mais cette découverte ett 
été impossible sans les progrés de la théorie des fonctions, inau- 
gurée par Cauchy. Ce n’est plus, en effet, dans la forme extérieure, 
que l’on cherche les caractéres distinctifs des fonctions ou des 
équations différentielles, comme on faisait jadis, en considérant, 
par exemple, les équations linéaires 4 coefficients constants. On 
recherche maintenant des caractéres plus cachés, que réyéle l’étude 
des points singuliers. 

Pour les équations différentielles linéaires, cette étude des 
points singuliers a provoqué des travaux considérables, dus aux 
meilleurs géométres contemporains; elle donne lieu a des pro- 
blemes difficiles, dont la solution n’est pas encore atteinte. On 
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n’aura besoin de connaitre ici que des propriétés extrémement 
simples, dont nous allons briévement parler ('). 
Soit une équation, d’ordre m, 


SM ayy) + agyM—M.. +amn_ty' + amy = 0; 


dont les coefficients sont supposés étre des fonctions de la va- 
riable indépendante u, uniformes et fractionnaires. Considé- 
rons une valeur wo, attribuée a w. Il s’agit de reconnaitre les con- 
ditions pour que les intégrales soient déyeloppables en séries 
procédant suivant les puissances ascendantes de (wu — wy). 

On doit distinguer deux cas : le premier a lieu quand les coef- 
ficients ont, tous, des valeurs finies pour vw = wy. Toutes les inté- 
grales sont alors développables en séries de Maclaurin. C’est un 
théoréme de Cauchy. 

Le second cas se présente quand quelques-uns des coefficients 
deviennent infinis pour vu = uy; c’est alors que l’on appelle wy un 
point singulier. Considérons les divers produits 


(1) (U— U)a1, (U—Uy)2a2., ..., (U— Uy)” ay». 


Supposons que l’un d’eux, au moins, n’ait pas une valeur finie 
pour w=up. Sil s’en trouve plusieurs, admettons que ceux de 
rang mn, p,.-- soient infiniment grands d’ordre q, supérieur a 
Yordre des autres. Supposons maintenant qu'une intégrale soit 
développable et que son premier terme soit du degré s. En substi- 
tuant le développement de cette intégrale dans |’équation différen- 
tielle, on aura, au premier terme, du degré (s — m— q), le coel- 


ficient 
$(s —1)...(s —~m+n+1)b,+5(s—1)...(s—m+p+I)by+..., 


b, et b» désignant les limites de (u— uo)"*7 a, et de (u — Uo)? *7 ap, 
pour u = uy. Ce coefficient doit étre nul. De la une équation a 
laquelle doit satisfaire l’exposant s. Mais cette équation est de de- 
eré inférieur a l’ordre m de |’équation différentielle. Les intégrales 


§ 
ne sont donc pas toutes développables. Ainsi, pour que toutes les 


(*) On pourra consulter, sur ce sujet, le Cours d’Analyse de l’Ecole Poly- 
technique, par M. Camille Jordan, t. III, p. 177- 
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intégrales soient développables, il est nécessaire que les produits 
(1) alent tous des limites finies. 

Supposons cette condition remplie, et prenons les développe- 
ments des produits (1) : 


(u— Uo) a = by + 8 (u—uw)+ 6, (u—wyr+... 


(U— Uy)? ay = bg + 6, (u— w)+ 65 (u— Ww)? +... 
(U = Uo)" An = by + OB), (U — Uo )+ On (U — Up )?+.... 


L’équation, dite déterminante, qui a pour racines les exposants s, 
est la suivante : 


F(s)=s(s—1)...(s —m-+1) 
(2) | 


+ b18(s—1)...(s —m+2)+...4+ by1s + by = 0. 


Soient maintenant 


EF’ (s)= b)s(s —1)...(s —m+2)+...+ 5), ,54- Oi, 
F"(s)= bi s(s —1)...(s—m+2)+...+6),_,54+ 6) 


Carer onek Oe MCA URC ret Cul Crh ors OtMtP ORO aT UO cet OO MOO OOO G 


Substituons a y, dans l’équation différentielle, le développe- 
ment 


(3) yy =(u — Uo)" [1 + ¢1(U — Up) + Co(U — Uo)?-+...]. 
Nous aurons, pour déterminer les coefficients c, Jes équations 


( c, F(sy + 1)+ F'(5,)=0, 
(4) « ¢gF(sy+ 2)+ ey F'(5, +1) + F"(s,)= 0, 


Oe, 6 aap aliener est 016 eis Lone Tbs) wie tel eee nelyNeeleite.¢ die) la 1a) \« le 


Ayant pris s, racine de l’équation (1) et déterminant ainsi ¢,, 
C2,+++, nous formons un développement (3) qui, s’ilest convergent, 
satisfait & Péquation différentielle. La convergence, sur laquelle 
nous ne nous arréterons pas ici, a été démontrée par M. Fuchs. 
Le point sur lequel on doit porter lattention est le suivant : les 
coefficients c se déterminent, par les équations (4), sans embarras, 
si aucune des quantités F(s,+-1), F(s,;4+-2),... n’est égale a 
zéro, c’est-a-dire si l’équation déterminante (2) n’a aucune autre 
racine surpassant s,; d’un nombre entier. Mais, dans le cas opposé, 
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Pexistence du développement (3) est subordonnée a des conditions 
subsidiaires évidentes : sil’équation déterminante, en méme temps 
que la racine s,, posséde aussi la racine (s; +n), m étant entier, 
on deyra avoir 


Cn—1 F'(5y + 2 --1) + Cp—2 F"(54 + 2 —2)+...=03 


dou, par Pélimination de cp_4, Cy_2, +--+ entre cette égalité et les 
précédentes, résulte une équation de condition. Si cette condition 
est satisfaite, c, est indéterminé, comme cela doit étre en effet : 
la coexistence de l’intégrale (3) et d’une autre intégrale, dont le 
développement commence par un terme du degré (s,-+-n), permet 
de former une combinaison linéaire ott le terme de ce degré aura 
un coefficient ad libitum. 

En résumé, pour que l'intégrale générale soit développable, il 
faut et il suffit : 1° que tous les produits (1) aient des valeurs fi- 
nies; 2° que l’équation déterminante n’ait pas de racine multiple 
(sans quoi il n’y aurait pas m exposants s); 3° que, si elle a des 
racines a différences entiéres, certaines conditions subsidiaires 
soient satisfaites ('). 

Ces conditions remplies, il y a m intégrales parliculiéres déve- 
loppables sous la forme (3). Chacune d’elles correspond a une ra- 
cine de l’équation déterminante ou, comme on dit, appartient a 
un exposant égal a cette racine. 

Voici maintenant les conséquences dont nous aurons besoin. 

En premier lieu, si, en chaque point singulier, les exposants s 
sont des nombres entiers, les intégrales sont des fonctions uni- 
formes pour toutes les valeurs de la variable; ce sont des fonctions 
entiéres siles exposants s sont tous positifs; elles sont fraction- 
naires dans le cas oppose. 

En second lieu, si, pour chaque point singulier, les exposants s, 


(1) La remarque suivante est utile dans les applications : si, dés le début, les 
développements des coefficients a,, a,, ... présentent, tous, les mémes lacunes, ces 
lacunes se reproduisent dans le développement (3) de y. Si, par exemple, Dre 
b5, ..-, Uj, sont nuls, c, est nul aussi. Si ces mémes lacunes se reproduisent pé- 
riodiquement dans les coefficients, il en est autant dans y. Qu’on suppose, pour 
les coefficients, des fonctions alternativement paires et impaires, par rapport a 
(u— u,), le premier coefficient a, étant impair; en ce Cas, ¢,, C,, C,,-.. sont tous 
nuls. S’il se trouve alors deux racines s A différence impaire, la condition subsi- 
diaire, relative 4 cette différence, est satisfaite d’elle-méme. 
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sans étre entiers, ne différent que par des nombres entiers, les 
rapports des intégrales sont des fonctions uniformes pour toutes 
les valeurs de la variable. 

Ce sont les équations ayant ces propriétés et dont, en outre, les 
coefficients sont des fonctions elliptiques, que nous allons inté- 
grer. 

Pour fournir au lecteur des renseignements complets, nous 
ajouterons qu’on sail reconnaitre, sur une équation différentielle 
linéaire quelconque, si, par un changement de la variable indépen- 
dante et de l’inconnue, cette équation est susceptible d’étre ra- 
menée au type dont nous parlons. Mais cette théorie ne saurait 
trouver place dans le présent Ouvrage ('). 


Equations de M. Emile Picard (2). 


Les équations dont lintégration générale est due a M. Picard 
sont celles que nous venons de mentionner en premiére ligne, ou 
Pintégrale générale est uniforme. 

Pour bien comprendre le sujet, il faut se rappeler la proposi- 
tion suivante, qui appartient a la théorie des substitutions li- 
néaires : Solent 14,72, --+)Vm diverses quantités variables, sur 
lesquelles on effectue une substitution a coefficients constants, 
remplacant yx par Yx, 


Vp = 1 V1 Ma bY 2 eet Am kYm (=a tata T20)) 5 


Il existe au moins une combinaison linéaire z de ces quantités, 
et a coefficients constants, 


‘gia byt ba¥2-. 1. OmYms 


pour laquelle Veffet de la substitution est simplement de la 
multiplier par un facteur constant : 


ZL= pZ. 


(") Voir, a ce sujet, le Mémoire sur la reduction des equations differen- 
tielles linéaires aux formes intégrables, par M. Halphen, dans le tome XXVIII 
du Recueil dit des Savants etrangers, p. 155. 

(*) Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, t. XC, p. 128 et 293, et Jour- 
nal fir reine und angewandte Mathematik, t. XC, p. 281. 
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La démonstration, qu'il n’est pas nécessaire de reproduire in 
extenso, consiste a substituer, au second membre de cette der- 
niére équation, l’expression supposée pour z, puis, au premier 
membre, la méme expression de Z par les Y; y remplacer les Y 
par leurs expressions en 7, enfin a identifier les deux membres, 
terme a terme. De'la découlent m équations linéaires et homo- 
génes en b,, by, ..., bm et, par suite, pour p, une équation de con- 
dition, qui est du degré m. Cette équation a au moins une racine 
et la proposition est prouvée. 

Arrivons aux équations de M. Picard, et supposons donc une 
équation a coefficients elliptiques dont lintégrale générale soit 
uniforme. Soit alors ,(w), 92(u), «++, %m(wu) un systéme d’inté- 
grales linéairement distinctes. 

Changeons wen u-+2w. L’hypothése sur Ja nature des 
coefficients entraine cette conséquence que 9,(u+2W), ..., 
m(u + 2) sont aussi des intégrales. L’hypothése sur la nature 
de l’intégrale entraine, 4 son tour, cetle autre conséquence que 
ces derniéres quantités sont bien déterminées, ont, en d’autres 
termes, une valeur, unique pour chacune d’elles, quelle que soit 
la maniére dont la variable passe de ua u+ 20. 

Les nouvelles intégrales sont des fonctions linéaires des précé- 
dentes, a coefficients constants, comme étaient tout a l’heure les 
quantités Y relativement aux quanttés y. Il existe donc une com- 
binaison linéaire, c’est-a-dire une intégrale 9(w), ayant la pro- 


priété 
Cy) o(u+ 2H) = pou), 


ou wu est une constante. 
Prenons maintenant les fonctions 


filw)=o(u), fr(u)=e(u+20'), 6.0, fasi(w)=o(u+ano’), 


qui, pour les mémes raisons, sont des intégrales bien détermi- 
nées. Il ne peut exister que m intégrales linéairement distinctes. 
On est donc assuré que, en prenant m égal ou inférieur a m, on 
aura une relation linéaire 


Favs (bya fi) 7 ae fe(ejyarwee+ ihn ca). 
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que l’on peut écrire ainsi 
Fn(ut+ 20’) = ay fi(U) + ae fo(U) +... + An fnr(X). 
En la joignant aux relations 


Ji(@+ 20') = fo(u), 
fr(u+ 20’) = fa(u), 


on a encore les formules d’une substitution linéaire et l’on peut 
conclure a l’existence d’une combinaison linéaire f(w) ayant la 
propriété 


JS(u+ 20’) = p'f(u). 


Mais cette fonction f, comme les éléments f,, fo, .-. qui la 
composent, a aussi la propriété exprimée par la relation (5). En 
conséquence : 


Toute équation différentielle linéaire, a coefficients ellip- 
tiques et aintégrale générale uniforme, posséde au moins une 
Le, e 
intégrale doublement périodique de deuxtéme espéce. 


C’est ici qu’intervient de nouveau la théorie des fonctions, 
pour nous faire connaitre (t. I, p. 460-463) les seules fonctions 
uniformes de cette nature, celles qui s’expriment par la fone- 
tion o. La composition analytique d’une intégrale nous est ainsi 
connue : on est assuré de trouver l’intégrale elle-méme, qui con- 
tient un nombre déterminé de constantes. Nous y reviendrons 
plus loin; mais l’équation de Lamé nous a suffisamment préparés 
pour que, dés a présent, on soit conyaincu du succes. Pour le 
moment, il nous faut pousser plus avant et reconnaitre que l’inté- 
grale compléte est exprimable par la fonction ¢. 

Dans bien des cas, il existe des intégrales doublement périodi- 
ques (de premiére ou de deuxiéme espéce) en nombre égal a 
Yordre de Péquation. C’est ce qu’on a vu pour l’équation de 
Lamé, quand la constante B est indéterminée. Mais, pour cette 
méme é€quation, dans les cas mémes ot Lamé l’envisageait, il n’en 
est rien : la seconde intégrale contient des termes, non périodi- 
ques, wel Cu. Les équations de M. Picard présentent des circon- 
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stances analogues : l’intégrale compléte peut se composer, de la 
maniere la plus générale, d’un polynéme entier en u et Cu, 
ayant pour coefficients des fonctions doublement périodiques 
(de premiére ou de deuxiéme espéce) ('). 


Propriété des polynémes entiers en wu et Cu, a coefficients 
doublement périodiques. 


Considérons un tel polynéme, et d’abord, pour éviter une dis- 
cussion inutile, introduisons uw — a et €(w—a), au lieu de u et 
Cu, ce qui se peut, a cause de la formule d’addition 

C(u— a) =Cu—Ca+ ‘ a A 
2 pu—pa 

C’est done un polynéme entier en (w—a) et C(w—a) que 
nous envisageons, avec des coefficients doublement périodiques 
(de premiére ou de deuxiéme espéce). La constante a est a vo- 
lonté; il demeure entendu que uw =a ne correspond a aucun péle 
du polynéme enyisagé. Soient maintenant 


r [ 
a(u)= = [q4(u—a)—wl(u—a)], B(u)y= a [w’C(u—a)—71/(u—a)|. 
Nous introduirons ces deux fonctions « et §, au lieu de (uw — a) 


et C(u— a), ce qui rend lexposition plus claire, a cause de leurs 
propriétés simples : 


% a(U+ 2W) = a(t), a(U+2u')=a(u)+t, 
SS B(u+2w) = 6(u)+1, B(u+2w’)= B(u). 


Voici maintenant un lemme presque évident, dont nous allons 
faire usage : 

ASB, ..-, &) Vy-+-,%, p,...-etant- des quantités fixes, et k 
un entier arbitraire, st Von a, quel que soit k, 


Ge) Aktpk+ Bkpeyk+...=0, 


toutes les quantités A, B,... sont nulles. 


(*) Ce résultat est di a M. G. Floquet (Comptes rendus des séances de l’Aca- 
démie des Sciences, t. XCVIII, p. 82). . 


a 
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On démontre ce lemme, avec la plus grande facilité, en consi- 
dérant, pour k, une valeur infiniment grande, et nous Vadmet- 
trons sans nous y arréter davantage. 

Envisageons un polynéme entier par rapport aux quantités 
et 8, avec des coefficients doublement périodiques 


JN) es OCHO? if 


Nous allons chercher sous quelle condition ce polynéme est la 
dérivée d’une fonction uniforme. 

Soit u=v un pole de F; c’est, comme on l’a dit plus haut, un 
pole dune ou plusieurs des fonctions f, qui servent de coeffi- 
cients. Soit p le multiplicateur de f pour la période 20, A son 
résidu pour le pdle ». Cette fonction fa, pour le pdle ¢ + 2kw, 
le résidu p* A. Suivant les propriétés (6), le résidu de F, pour ce 
dernier pole, est 

Ear(B+ ky ykA =o, 


que nous égalons a zéro, condition nécessaire pour que F 
soit la dérivée d’une fonction uniforme. Si nous développons 
(8+ k)™, nous avons la une quantité analogue a celle (7) qui a 
fait Pobjet du lemme. Prenons seulement les termes du plus haut 
degré en k et concluons ainsi: dans les divers termes du plus haut 
degré en 8, composant F’, 


mM yn Rr pyr! Qmayn" 
Be oleie Ne ge Ti BROOTe fa yin eee 


distingués les uns des autres par les multiplicateurs différents p., 
iy eo, ---,) appartenant aux coefficients /, f,, fo, ... et relatifs 
ala période 2, les résidus sont nuls. 

Dans ces termes, faisant maintenant abstraction du facteur 
commun 8”, considérons le pdle » + 2kw’; c’est alors « qui se 
change en « + 2h, et le méme raisonnement conduit a la conclu- 
sion suivante : parmi les termes précédents, prenons ceux dans 
lesquels « est affecté du plus grand exposant; ces termes ne se 
distinguent plus que par les multiplicateurs des coefficients /; 
pour chacun de ces coefficients, le résidu est nul. 

D’aprés les formules de décomposition en éléments simples 
pour les fonctions doublement périodiques de premiére espéce 
(t. I, p. 205-207) ou de deuxiéme espéce (t. I, p. 229 et 233), 
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cette seule circonstance que les résidus soient nuls permet de 
mettre immédiatement /(w) sous la forme d'une dérivée og! (u). 

Pour la seconde espéce, 9(u) est aussi une fonction de seconde 
espéce ; mais, si f(w) est de premiére espéce, ¢(u) peut contenir 
dans sa décomposition un terme en u et des termes en €(u — ¢) 
dont la somme des résidus peut n’étre pas nulle. Pour embrasser a 
la fois les deux cas, disons que ¢(w) est, de la maniére la plus 
générale, un polynéme du premier degré en « et 8, avec des coef- 
ficients doublement périodiques. 

Ceci entendu, nous avons 


F(u) = a? 80+. Fy, (wu) = (280) + Fi(u) —( 228), 
in(an gm) = naX1Bm[4 + w p(w —a)] — ma" Bt, 4! + w'p(u—a)]. 


Cette derniére dérivée est, elle aussi, un polynédme en « et (, a 
coefficients doublement périodiques; mais les degrés maxima y 
sont moindres que dans F(w). En posant done 


F(u) = (2”8"o)'+ (wu), 


on aura, pour ®, une fonction de méme nature que I’, avec abais- 
sement des degrés maxima. Raisonnant de méme sur ® et ainsi de 
suile, on voit que F se compose d’une somme de termes analogues au 
premier («”@”0)'. Mais, a cause de la nature de 9g, on peut aussi 
considérer ce premier terme comme étant formé par la somme de 
trois analogues ot les fonctions analogues a 9 sont doublement 
périodiques. Donc, en conclusion, guand un polynéme entier 
en uet Cu, a coefficients doublement périodiques, est la déri- 
vée d’une fonction uniforme, cette derniére est un polynéme 
de méme nature, mais dont le degré peut surpasser d’une 
unité celui du polynéme primittf. 

Dans l’analyse précédente, en passant de 9/(w) a o(w), on n’a 
point mentionné la constante arbitraire d’intégration. Il est clair 
qu’en ajoutant ensuite cette constante on n’a point a modifier 
Pénoncé final. 


Forme générale des intégrales. 


Supposons d’abord une équation du premier ordre, qui nous 
donne le rapport jy’: y exprimé par une fonction doublement pé- 
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riodique de premiére espéce. En raisonnant comme on l’a déja 
fait au tome I (p. 211), on trouve immédiatement que y, supposée 
fonction uniforme, est une fonction doublement périodique (de 
premiére ou de deuxiéme espéce). C’est aussi, d’ailleurs, ce que 
analyse générale de notre premier paragraphe nous apprend, 
puisqu’il existe une seule intégrale. Pour une équation d’ordre 
quelconque, complétons lénoncé déja donné en disant que /’inté- 
grale complete se compose d’un polynéme entier en u et Gu, a 
coefficients doublement périodiques, et d’un degré inférieur, 
d’une unité au moins, a Vordre de l’équation. 

Soit, en effet, f(w) Vintégrale doublement périodique qui 
existe cerlainement pour une équation d’ordre quelconque m. 
Changeons d’inconnue et prenons, au lieu de y, celle-ci 


La transformée en 3, comme on sait, est d ordre (m —1). Ad- 


mettons l’exactitude du théoréme pour cet ordre (m—1). En ce 
cas, s est un polynéme entier en wu et Cu, de degré au plus égal a 
(m—2). Mais, suivant les hypothéses, zs est la dérivée d’une 
fonction uniforme, y: /. Cette derniére, suivant la proposition 
du dernier paragraphe, est done aussi un tel polynéme, dont le 
degré est, au plus, (m —1). Il en est autant pour y. La proposi- 
tion est ainsi prouvée. 

On peut préciser davantage en distinguant les intégrales partl- 
culiéres, comme il suit : 


Les intégrales se répartissent en groupes : dans un méme 
groupe, contenant n intégrales distinctes, l’une d’elles est dou- 
blement périodique, une autre est du premier degré en u et Gu, 
une autre du second degré, etc., une seule est du degré (n—1). 
Tous les coefficients ont les mémes multiplicateurs que la pre- 
miére intégrale. 


Supposons, en effet, que ce groupement ait lieu pour les inté- 
grales s, définies par Pégalité (8) et appartenant a une équation 
(ordre (m—1). L’intégration, telle qu’on l’a expliquée dans le 
paragraphe précédent, laisse subsister ce groupement. Envisageons 
d’abord un groupe (s) ot les coefficients soient de seconde espéce. 
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Dans l’intégration, le degré en u et Cu ne s’éléve pas; la multipli- 
cation par f(w) fournit ensuite un groupe (jy), dont f(z) ne fait 
pas partie, et qui est composé, relativement au et Cw, comme le 
groupe (z) lui-méme. Prenons maintenant un groupe (3), ot les 
coefficients soient de premiére espéce. L’intégration de ces fonc- 
tions peut fournir un groupe dans lequel il ne se trouve pas de fonc- 
tion doublement périodique; mais on doit rattacher ace groupe la 
constante arbitraire d’intégration. En multipliant ensuite par f(w), 
on obtient un groupe (y) qui satisfait aux conditions de l’énoncé 
el contient une intégrale de plus que le groupe (z) dont il pro- 
vient. On voit notamment que, s’il n’existe aucun groupe (z) ow 
les fonctions soient de premiére espéce, l’intégrale vy = f(w) com- 
pose, a elle seule, un groupe. 

Dans le cas le plus simple, ot: l’équation d’ordre m posséde m 
intégrales doublement périodiques, chacune d’elles constitue, a 
elle seule, un groupe. 


Equations pour lesquelles les rapports des intégrales 
sont uniformes. 


Nous arrivons maintenant a la seconde classe d’équations signa- 
lées (p. 536) comme intégrables : ce sont les équations pour les- 
quelles les rapports des intégrales sont des fonctions uniformes. 
Cette circonstance a lieu, quand, pour chaque point singulir, les 
exposants s, auxquels appartiennent les intégrales, different par 
des nombres entiers. 

Pour le point singulier uw = , solents, s +p, s+p’',... ces 
exposants, racines de l’équation déterminante (2). Leur somme, 
Waprés cetle équation, s’exprime au moyen de b,, qui est le ré- 
sidu du premier coefficient a,, pour le pole u=«, de cette ma- 
niére : 

ms + p+ p'+... =tm(m—r1)— . 

Soient maintenant ’, a", ... les autres points singuliers; on 
aura, pour chacun d’eux, une relation analogue. Lasomme des ré- 
sidus 6,, pour tous les pdles de la fonction a, est nulle. En con- 
séquence, s, s', s”,... désignant un des exposants pour chaque 
point singulier, on a, comme on voit, 


(9) m(s-+s'-+-s”+...)=un nombre entier. 
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Ceci reconnu, cherchons d’abord s’il est possible de trouver une 
fonction f(w) telle, que la transformée de léquation proposée, 
avec ’inconnue z= yf(w), appartienne a la classe dont nous ve- 
nons de nous occuper. 

En premier lieu, cette transformée doit avoir des coefficients 
elliptiques. Les formules du changement de l’mconnue montrent 


1 
immédiatement la condition nécessaire et suffisante : £ doit étre 


doublement périodique (de premiére espéce). Prenant la formule 
de décomposition en éléments simples, V’intégrant et passant de 
log fa f, comme on l’a fait déja (t. J, p. 211), on trouve 

$ ? J » | > 


S(t) = eA¥ (tt — Uy OS (CU —ty,)".. .€?™™), 


o(w) étant une fonction fractionnaire et uniforme. 

En second lieu, le produit yf() doit étre fractionnaire et uni- 
forme. De la résulte que 9(w) doit étre nul; quant aux exposants 
c,c’,...,ils doivent étre entiers, sauf pour les fonctions ¢(uw—a) : 
pour ces derniéres, les exposants doivent reproduire s, s’,... 
changés de signes, sauf des nombres entiers. La forme définitive 
de f(w) doit étre ainsi 


f(4)= F(u)e(u—4)-So(u — a')-S'o'(u — 4”)-8"..., 


F(w) étant le produit d’une exponentielle et de fonctions ¢ a 
exposants enuers, positifs ou négatifs, 


F(u)= eA"o(u— uy)" o(u — W,)n'.... 


Mais ces exposants n,7m', ... —s, —s',... sont les résidus 


" 
de £; leur somme est donc nulle. En conséquence, on a 


(10) S=s+s'+s"+...=un nombre entier. 


Le probléme n'est donc susceptible de solution que si cette 
derniére condition est remplie. Si elle l’est effectivement, on pourra 
construire /(w) et le probléme sera résolu. Voici done un premier 
résultat : les équations de la seconde classe sont transformables 
en équations de M. Picard par un simple changement de 
Cinconnue, quand la somme des exposants, afferents aux 
divers points singuliers, est un nombre entier. 
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Ot 
fe 
Or 


Ce n’est vraiment pas, en ce cas, une classe nouvelle, 

Supposons maintenant que la condition (10) ne soit pas remplie. 
La somme S n’est pas entiére, mais elle est commensurable; son 
produit par Pordre m est un nombre entier (g). C’est de la que 
découlent les propriétés principales de I’équation. 

Prenons un enter n, tel que le produit n2S soit luitméme un 
nombre entier; dans la suite, nous le choisirons le plus petit pos- 
sible; pour le moment, il est quelconque, égal a m, si l’on veut. 
Changeons la variable indépendante (') en prenant, au lieu 


. u : < z 
de u, la variable »y = —- Avec cette nouvelle variable ¢, l’équation 
“ Vv ? q 


conserve ses caractéres distinctifs : ses coefficients sont des fonc- 
tions elliptiques de ¢, les rapports des intégrales sont des fonctions 
uniformes. Mais maintenant les points singuliers, pris toujours 
aux périodes prés, ou, pour mieux dire, dans un parallélogramme 
des périodes (t. 1, p. 456), sont en nombre plus grand que pré- 
cédemment. Chaque point singulier uw == donne, en effet, lieu 
a n? points singuliers 


a 2pw + 2p'w’ 
i 


(CO_/D = Oy lh 6 50gl8 SW 


le 


Cr 


Il est, d’ailleurs, évident que les intégrales y appartiennent, en 
chacun de ces n? points singuliers, aux mémes exposants que, 
dans l’équation primitive, en le seul point w= «. Pour la nouvelle 
équation différentielle, la somme, analogue aS, est donc mainte- 
nant n2S, nombre entier. Cette équation est donc dans le cas 
dont on a parlé en dernier lieu. Ainsi les éguations de la seconde 
classe, quand la condition (10) n'est pas remplie, sont transfor- 
mables en celles de la premiére classe, par un changement de 
la variable indépendante et de Vinconnue. 


Changement de l’inconnue. 


S’il n’y a qu’un point singulier a considérer, c’est-a-dire un 
seul ou les exposants ne soient pas entiers, la formule la plus 


a 


(*) Dans le troisieme Volume de cet Ouvrage, quand on connaitra la théorie 
de la transformation, on yerra comment Je méme but peut étre atteint par un 
changement des périodes. 


Ul. 30 
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simple pour le changement de V’inconnue est la suivante 


u— 4 $s 
pe 122 | alee 


dans laquelle 4, est la fonction qui joue un réle prépondérant 
dans la théorie de la multiplication. 

Quand il se trouve plusieurs points singuliers, on obtient une 
formule convenable en mettant, au second membre, le produit 
des facteurs analogues, chacun d’eux relatif 4 un point singulier. 
Mais il sera mieux, pour notre analyse, de multiplier encore par 


u— 4 ns 
2 
7) 
n 
ft 
g(—-—a 
n 


ot. a sera arbitraire. Ce produit a bien, comme il convient, une 


les divers facteurs 


? 


fonction doublement périodique de premiére espéce pour dérivée 
logarithmique. De cette manicére, Ja fonction 


ee e(4)= x 
; Vt «a 


revét la forme suivante : 


E o(u—a\so(u—a’)s'... 
(Gis) Soe sd : ) ? 
o(y—a)h 


L=n?8 =7n2(s+s'-+...), = 1s 


Dans cette fonction ¢, il ne faut pas l’oublier, les exposants s, 
s',... sont de nature quelconque, en sorte que © n’est point une 
fonction uniforme, en général. Mais nous allons en déduire une 
fonction uniforme, qui va étre fort utile a considérer, a savoir 


(14) G(o) = ee Cele o(9—a) » 


() e(o4 8a) 


nv 


Cette fonction a effectivement la forme simple qui figure au se- 
é 20 

cond membre, puisque le changement de » en » + — correspond 
: Vv 


au changement de w en w+ 26; il a pour effet de multiplier 


- 
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simplement par une exponentielle du premier degré chaque fonc- 
tion o du numérateur (13) de 9. 

Comme i est un nombre entier, la fonction 9 est doublement 
périodique, de deuxiéme espéce; mais il y a plus, c’est une de ces 


fonctions particuliéres (t. I, p. 234) dont les multiplicateurs sont 
des racines de Punité. On a, en effet, 


A=27n(sts'+...)=275n8; 


pour la période 2, le multiplicateur de 4(y) est l’exponentielle 
ayant pour exposant 


2Awu—2Ay ~~ = 4nS(ijw — 76); 


la quantité 4(%— 76) est un multiple entier de atx, nS est 
commensurable; le multiplicateur est donc bien une racine de 
Punité; c’est une racine g'*™*, si g est le dénominateur de nS. Le 
méme raisonnement s’applique a la seconde période 20’. En outre, 
sil’on envisage les diverses fonctions §(v), cbtenues en prenant 


3 20 aa ae : Ng 
successivement, pour a toutes les niemes parties de périodes, on 


a, de la sorte, pour l’ensemble des deux multiplicateurs, toutes 
les combinaisons, deux a deux, en nombre g?, des racines q*™°*s 
de Punité. Chacune de ces combinaisons est répétée plusieurs fois : 
le nombre de ces répétitions est égal au quotient n?;g?, nombre 
entier, puisque mS a pour dénominateur g, et que n?S est un 
nombre entier. 

En résumé, les fonctions 4(¢), dont le nombre est n?, sont des 
fonctions doublement périodiques de deuxiéme espéce; elles se 
répartissent en g? groupes, comprenant chacun pareil nombre de 
fonctions, qui, dans un méme groupe, ont mémes multiplicateurs. 
Ces multiplicateurs , essentiellement différents d'un groupe a 
autre, sont les racines gi’™® de l’unité. 


Théorémes sur les équations de la seconde classe. 


Nous venons de ramener les équations de la seconde classe a 
celles de la premiére; mais, dans le cas ot cette transformation 
exige le changement de la variable, on doit la considérer comme 
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purement théorique. La transformation donnerait lieu a des cal- 
culs non seulement impraticables, mais encore inutiles. On le 
pressent d’avance et l’on s’en convaincra en étudiant les pro- 
priétés, trés spéciales, de l’équation transformée. C’est pour faci- 
liter cette étude que nous venons d’approfondir la nature des fonc- 
lions 9(¢). 

Jusqu’a présent, nous avons laissé indéterminé l’entier nr, assu- 
jetti seulement a rendre entier le produit n?S. Nous allons main- 
tenant le prendre le plus petit possible. A cet effet, nous suppose- 
rons que S, réduit a sa plus simple expression, ait la forme 


(15) S= 


ot. N, p, g sont des entiers, mais ot p n’est divisible par aucun 
carré. La plus petite valeur de n est alors pg; nS a pour dénomi- 
nateur g, conformément 4 la notation dont on vient de faire usage 
en parlant des fonctions 4. 

La transformée en <z, suivant le théoreme de M. Picard, admet 
au moins une intégrale doublement périodique (de premiére ou de 
deuxiéme espéce); soit /(») cette intégrale. Il y correspond, pour 
Péquation proposée, lintégrale 


yae(n)s(it) 


Mais, la proposée ayant des coefficients doublement périodi- 
ques, nous avons, en méme temps, les n? ue ane comprises 


vs va u+ 26 \ 
BALI “ ) ) 


dans la formule 


7t 


Il en résulte, pour la méme transformée en z, les n? intégrales 
quis’en déduisent et qui, selon Pégalité (14), ont cette expression 
générale : 


ae 2.6 
Le V(e)F(o+ 22) 


= ; : 26) > ere 
Toutes les fonctions fle+ oe ont mémes multiplicateurs, 


ceux de /(v), qui est l'une d’elles. Les quotients z, : 5 (et l'unité 
est l’un d’entre eux) se répartissent done comme les fonctions 4 
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elles-mémes, dont ils ont les multiplicateurs. En conséquence, 
chaque intégrale doublement périodique (de premiére ou de 
deuxiéme espéce) de l’équation transformée fait partie d’un 
groupe comprenant n?= p?q? intégrales doublement pério- 
diques. Dans ce groupe, tl y a q? sous-groupes, comprenant 
chacun p? intégrales. Dans un méme sous-groupe, les multi- 
plicateurs sont les mémes. D’un sous-groupe a l’autre, les 
multiplicateurs sont différents; ce sont, tous, des racines gm 
de Vunité. 

La question importante qui se pose maintenant est de savoir si 
toutes ces intégrales sont distinctes. Elles le sont assurément d’un 
sous-groupe a l’autre, a cause de la différence des multiplicateurs. 
Si, dans un sous-groupe, il existe des relations linéaires entre les 
p? intégrales, pareilles relations, en méme nombre, existeront 
évidemment.dans chaque sous-groupe. 

Pour résoudre cette question, imaginons que l’on construise 
Péquation différentielle linéaire qui admet les seules intégrales 7, 
au nombre de n?= p?q?. Cette équation, avec la variable », aura 
des fonctions elliptuques pour coefficients; mais elle ne doit pas 
20 


changer si l’on change ¢ en ¢ + as 3 c’est ce qui résulte de la 


composition des intégrales y,. Or la formule qui exprime o(nv) 
en produit (t. I, p. 198) fait voir que les coefficients sont alors 
des fonctions elliptiques de ng, c’est-a-dire de u. L’équation dif- 
férentielle que nous considérons maintenant est donc, comme 
l’équation proposée elle-méme, a coefficients elliptiques avec la 
variable w. De plus, les exposants s, s’,... auxquels appartien- 
nent les intégrales (A des nombres entiers prés) y sont encore les 
mémes pour les mémes points singuliers. En effet, f est une fonc- 
uon uniforme et ces exposants s, s’,... sont tous amenés, dans 1, 
par le facteur 9. ; 

Soit maintenant n, le nombre des fonctions s, qui, dams un 
méme sous-groupe, sont linéairement distinctes : alors g?n, est 
le nombre total des fonctions 7,, linéairement distinctes; c’est 
Yordre de l’équation qui admet ces seules intégrales. En consé- 
quence, g?n,S est un nombre entier; 7, est alors un multiple de 
p-» Voici donc la conclusion : 

Dans un méme sous-groupe, le nombre des intégrales linéat- 
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rement distinctes est au moins égal a p et toujours multiple 
de p. 

Enfin, pour ne négliger aucun cas, imaginons que la transformée 
en s ait aussi des intégrales non périodiques, dont nous avons 
précédemment (p. 542) étudié la forme. Les mémes considéra- 
tions s’y appliquent encore et, d’une maniére générale, on peut 
dire que chaque intégrale z fait partie d’un groupe compre- 
nant des intégrales linéairement distinctes, en nombre égala 
un multiple de pq?. Ce groupe est partagé, comme précédem- 
ment, en g? sous-groupes, dont chacun comprend pareil nombre 
d’intégrales. 

Ces théorémes facilitent singulicrement l’intégration des équa- 
tions différentielles appartenant a cette seconde classe, que nous 
venons d’étudier, pour les exemples, du moins, qui s’offrent dés 
Vabord, et surtout par comparaison avec les équations de la pre- 
miére classe ('.). C’est pourquoi nous donnerons d’abord des 
exemples pour cette seconde classe. Les exemples que nous choi- 
sissons se rapportent a des équations ayant un seul point singulier 
ou les exposants s ne soient pas enters. Ce sont les exemples les 
plus simples, mais ils sont aussi instructifs que si le nombre de 


ces points singuliers était quelconque. En ce dernier cas, si l’on 
pose effectivement 


fee Su —@)) |S fia w— a) |S" 
‘ y o(u—a) G(u—a@) 
et qu’on prenne Y pour nouvelle inconnue, on obtient une trans- 
formée dans laquelle la singularité est, si Pon peut dire, trans- 


(*) Il y a un autre moyen de ramener a Ja premiére classe les équations de la 
seconde. Soit, en effet, 7 = pg? le dénominateur de S. Toute fonction homogéne, et 
de degré 7, formée avec les intégrales y, par exemple vy", y7—y,, ..., est uniforme. 
Ces diverses fonctions sont les intégrales d’une équation différentielle linéaire, qui 
appartient ainsi dla premiére classe. Cette derniére étant intégrée, on en déduira 
les intégrales vy de l’équation proposée. Mais cette transformée est dun ordre 
(r+1)(r+2)...(7 +m —1) 

Google 
donc la un procédé @intégration purement théorique. I a été indiqué par M. Ap- 
pell (Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. XCII, p. 1007) 
aun moment ott ce savant géoméctre ne pouyait connaitre la théorie qu’on vient 
de lire, communiquée antérieurement a Académie, mais non publicée. 


égal a 


- Son emploi effectif est impraticable. C’est 


Or 
OX 
_ 
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portée au seul point arbitraire wv = a, avec l’exposant 
Sia Sta Sts 


Voici encore une autre observation. Au lieu de n = pq, on au- 
rait pu prendre n==pqg?. Les raisonnements subsistent et lon 
trouve ainsi, comme précédemment, que chaque intégrale s ap- 
partient a un groupe comprenant des intégrales en nombre égal a 


un multiple de n, ayant, de plus, les mémes multiplicateurs. 
u“ 


‘ 5 oe ° 
La variable indépendante est alors 9,;—= — = —- C’est en em- 
PIT q 


ployant, comme nous avons fait, la variable », qu’on obtient la 
connaissance plus approfondie de la répartition en sous-groupes. 
En outre, l’emploi de ¢ est plus simple; mais il est bon de pouvoir 
aussi considérer la variable ¢,. 

Quelle que soit la variable, » ou »,, dont on se serve, voici 
comment on obtient les exposants auxquels appartiennent les inté- 
grales s, pour le cas, que nous supposerons, ow il se trouve un 
seul point singulier 4 considérer dans Véquation en y, par 

a 5 x 7 Dut 
exemple le point w= o. D’aprés l’égalité (11), nous posons alors 


(16 ) Vv =2Une)s. 


20 


Il y a lieu de considérer, pour z, les divers points » = =, 


Pour le premier, ¢ = 0, la fonction v, est infinie, d’ordre n?—1, 
en sorte que, les exposants des y étants, s+ p,s+p’,..., ceux 
des z sont n2s, n2s+p, n*s+p',.... Mais, pour les autres 
points, /, est infiniment petit, du premier ordre, et les exposants 
des z sont 0, p, p’,.--. Si l’on a pris, pour s, le plus petit des 
exposants, en sorte que p, p’,... soient positifs, on voit que le 
premier point singulier, » = 0, peut, seul, étre un pole de s. Si, en 
outre, les y ne deviennent infinis pour aucune autre valeur de wu, 
et ceci a lieu notamment quand |’équation proposée n’a aucun 
autre point singulier (ot les exposants soient enuiers); en ce cas, 
les fonctions z ont les seuls poles ¢ = o. 


Cas particuliers. 


Voici un cas trés remarquable des équations de la seconde 
classe : c’est celui ot le dénominateur de S, qui est toujours 
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un diviseur de lordre m, est précisément égal a cet ordre. Puisque 
chaque groupe comprend toujours des intégrales distinctes en 
nombre au moins égal 4 ce dénominateur et que ce dénominateur 
est justement l’ordre de l’équation différentielle, il y a un seul 
eroupe. Le rapport de deux intégrales quelconques est alors 
une fonction doublement périodique de premiére espéce, relati- 
vement a la variable v,. Avec la variable ¢, on peut distinguer 
les intégrales de maniére que le rapport de deux quelconques ait 
pour multiplicateurs des racines gi*™® de l’unité. Mais on peut 
aller plus loin encore et determiner, par avance, les multiplica- 
teur's des intégrales z. 


Pour ce but, considérons le déterminant 


Bey 2 Z. m—1 Lips 
poll es Sa 


dv dv? dym-t 


dont chaque ligne contient les dérivées, d’un méme ordre, des 
m intégrales distinctes, ayant, toutes, les mémes multiplicateurs 
sila variable est ¢,, ou des multiplicateurs qui différent seulement 
par des racines gis de Vunité, si la racine est ¢. Dans un tel 
déterminant, on peut mettre en facteur une des quantités z et 


écrire 
D Be dty A ty mat OLN iy he ies Ak+1 
=e dv dv? dyin! 3 Z 


Que la variable soit » ou 9,, le nouveau déterminant est double- 
ment périodique de premiére espéce; si, en effet, la variable est ¢,, 
chaque élément ¢ est une fonction de cette nature. Si la variable 
est ¢, ces éléments ¢ ont pour multiplicateurs des racines gi’™® de 
Punité; mais toutes les racines s’y trouvent pareil nombre de fois 
et leur produit fait Punité. Si done p est un multiplicateur de sz, 
uw” est un multiplicateur de D. 

Le méme déterminant, formé avec les y, ne différe de D que par 
le facteur (¢,%)”’, suivant légalité (16), si nous supposons le seul 
point singulier w= 0, cas auquel on peut réduire tous les autres, 
comme on l’a précéacemment observé, et pour lequel, S étant égal 
a+s, ms est un nombre entier. Le déterminant D’, formé avec 
les y, a donc aussi le multiplicateur »”. Si Pon revient a la va- 
riable w, le déterminant analogue différe de D! par un simple 
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facteur numérique. Mais D’, d’aprés les propriétés élémentaires 
des équations différentielles, s’exprime ainsi 


D! = e-Sa, du, 


a, étant le premier coefficient de Péquation. Les résidus de a,, 
comme on l’a vu (p. 543), different des nombres ms, pour chaque 
point singulier, par des nombres entiers seulement. Dans le cas 
présent, ils sont tous entiers et D! est bien effectivement une 
fonction doublement périodique de seconde espéce, dont on peut 
trouver les multiplicateurs:y, y’. De cette analyse résulte que les 
multiplicateurs de z, sont les racines mi™® de v et de y’. 

En particulier, si l’équation proposée manque du second terme 
(a,;=0), D’ est une constante et les multiplicateurs des inté- 
grales 3 sont des racines m*®™* de Vunité. 

St, en outre, les coefficients de l’équation ne contiennent 
aucune trrationnelle, les intégrales z sont des fonctions dou- 
blement périodiques de premiére espéce, la variable étant ¢. 
En effet, elles ont mémes multiplicateurs; le caractére rationnel 
de léquation s’oppose alors a ce que ces multiplicateurs soient 
autres que l’unité. 

Ce sont des équations présentant tous ces caracteres que nous 
allons prendre pour exemples. 


Equations différentielles linéaires, attachées 4 la division 
de argument par 3. 


Prenons d’abord |’équation, du troisiéme ordre, suivante 


uw 


(17) y" —tpu.y—sp uy =o, 


dont le seul point singulier est w= 0. Les racines de |’équation 
4 diay Ateaty 
3) 3 Sh el 
qu offrent les développements de pw et de pw, on est assuré que 


déterminante (2) sont 3. A cause des lacunes 


les intégrales appartiennent effectivement aces nombres, pris pour 
exposants (p. 535, note). C’est donc bien une équation de la seconde 
classe; elle présente toutes les particularités signalées dans le der- 
nier paragraphe. En posant 
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on obtient, pour z, une fonction doublement périodique ordinaire 
de » = +u, appartenant a l'un des exposants — 3, — 2 ou zéro, 
pour » =o. De plus, z a le seul pole »= 0. C’en est assez pour 
conclure les trois intégrales 


BB IO), 10 
et, par conséquent, lintégrale compléte 


Z 
u 


=(v; — Fee Oey 
y=(¥sg) (ereps+er's) 


= 


20 é 
Par le changement de wen u + “>? on obtient, pour y, de nou- 


velles formes, qui rentrent bien dans la précédente. Prenant, en 
effet, le rapport d’une de ces nouvelles intégrales 4 la premiére 


1 
(¥3¢) *, on obtient, pour ce rapport, l’expression 


z B\] [e(e+ $e) a |’ 
[een(o+22) ron (o+22)] [Peto], 


x \ 


On retrouve, dans le dernier facteur, le cube de la fonction gé- 
nérale, dont les multiplicateurs sont racines cubiques de l’unité 
(t. 1, p. 234), et il est visible que le produit est linéairement 
exprimable par p¢ et p’¢. 

L’équation (17) est un cas particulier (@ = —-1) de la suivante, 
ot @ désignera un entier, positif ou négatif, 


Pp) ES aS , 9 
(18) ee aS pu.y's ga! EE) play =o, 


et a propos de laquelle on remarquera, en passant, qu’on obtient 
son adjointe par le simple changement de a en — a. Si done yy 
et v2 sont deux intégrales de cette équation, 7, v7, — 72,7, est une 
intégrale de l’équation obtenue par ce changement de a. Il suffi- 
rait done d’enyisager, pour a, des valeurs d’un méme signe. 
L’équation déterminante (2), pour le seul point singulier u=o0, 
ha? ha(a—3)(4a+3) | 


F(s)= s(s —1)(s —2) 3 § e 0, 
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or 
Or 


a pour racines 


(19) ae Sa = Dy — +2a—+1, 


dont les différences sont entieres. L’une de ces différences est im- 
paire; la nature des coefficients de ’équation (18) assure que, a 
légard de cette différence, la condition subsidiaire est remplie 
(p. 535, en note); l’autre est paire, mais égale 4 2; la lacune que 
posséedent, au début, les développements de pw et de p'u, assure 
également que la condition subsidiaire est remplie pour cette diffé- 
rence. Les nombres (19) sont done effectivement les exposants 
auxquels appartiennent les intégrales. 

Si a est un multiple de 3, ces exposants sont entiers ; lintégrale 
est uniforme. L’équation est alors de la premiére classe. Nous la 
laissons de cété. 

Cest lorsque a est premier avec 3 que nous avons une équa- 
tion de la seconde classe. Elle présente toutes les particularités 
signalées dans le dernier paragraphe. 

Nous supposerons a positif. En posant 


24 


on obtient, pour z, une fonction doublement périodique de » =4u, 
avec le seul pole >= 0, multiple de Vorde 6a, (6a—2) ou 
(4a —1), suivant Vintégrale qu’on aura choisie. C’est ce qui ré- 
sulte des exposants (18), suivant la régle établie (p. 551) pour dé- 
duire, des exposants auxquels appartiennent les y, ceux auxquels 
appartiennent les zs. Déterminons la derniére de ces intégrales, » 
qui est la plus simple. 

A cet effet, on développera, au moyen de l’équation différen- 
tielle (18), Vintégrale correspondante, sous la forme suivante, ou 


Y he 
on suppose s = Bea ET, 


‘UNS u\* UN® U\s 
at) [r+a(z) +B(F) +0(F) +...]- 
Soit, d’autre part, 


2a 160 


(4b30)> =o 3 (r+ apt+ Beet yo8+...); 
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on en conclut 


b= yi-tafp + (A+ a)o++(B+ 8)96+- (C+ y+ Aa)o8-+...], 


et enfin 


u presse fens eee pie! (ae B +8 
(4a—2)! (4a@—6)! (4a—8)! 


@0) 2; = pre 9 Oe. 


Soit, par exemple, a= 1. Cette formule (20) se borne au pre- 
mier terme. On a donc lintégrale 


(4 u jee 
L— Oe me 6 et) 
J 13 3 P 3 


L’équation proposée est l’adjointe de la précédente (17) ety a 
bien effectivement la forme y\ y',— y2,y,, composée avec 


Be 1 
; TIN ' TIN 5 ah) 
ene 3 ) ? j= Dee! a? 


qui sont deux intégrales de l’équation (17). 

A titre d’exemple, nous allons faire le calcul du premier coeffi- 
cient A dans le développement de y, en supposant, pour s, un 
quelconque des trois nombres (19). Ayant 


aah == + 22 U2 ; 
J DE X= 
1 2 Bye acre 
3 Se loa Se eee eae 
te ies 2 
3 Ya = pho —F Sap?» — espe — 7s 83, 
on obtient 
SUE as 
A=—>73 482) 
l 4ar I 2a(a—3 a+3) 1 
SEN Ree ky , oe ( 4 ) PN: 
oye Sy PXO) Sy) TOusn 
2 9 2) 
re) (OA) a = 
ce Re it \(4a+3)—gas) 


5 F(s + 4) oe? 


c’est-a-dire, pour s = — 2a, 


9 
3 eae & 
Reg Cae Ast Sena EDO Lee 
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2 
pour s=—7a-+ 2, 
a 1 a(a—3)(10a+ 3) R i WW GH NOG? = B57 = S31) 
1 Ne Ae = 25 5 
4o a5 Oe 4o 2a—5 ee 
2 
pours —— <a 3a--1, 
3 a(fa—3) t A if @H(os — iin) 
= — ——_ -4= ; 
30) oan 20 2a4+5 ©? 


En prenant a =1, on obtient pour l’intégrale s, qui répond au 
second exposant, 


dot résulte, sauf un facteur numérique, s= p"¢, intégrale qui 
correspond aux valeurs 1 et py de s dans l’équation (17). L’inté- 
grale qui répond au premier exposant exigerait, pour étre formée 
complétement par ce calcul direct, le calcul de B+ 8. Les deux 
premiers termes de son développement sont 


d’ot résulte 


7 2 1 Ta LOTS 
B= se ONO Se pea ee CONS a 5 (PPP 9— py), 


la constante étant prise égale a2 93. Cette derniére correspond 
aux valeurs pe et p’v de s pour l’équation (17). 

Les calculs précédents suffisent a fournir une intégrale pour 
Péquation (18) dans le cas a = 2. La formule (20) nous donne (') 


hat, we 3 Ae zl (20) 
LS ee P B 52P 3 


La méme méthode s’applique a l’intégration directe de l’équa- 
tion (18) quand on y suppose @ négatif; mais, saufle cas a= —1, 


(‘) Dans le Mémoire sur la réduction des equations linéaires, déja cité, cet 
exemple se trouve a la fin, p. 296; mais il s’y rencontre une faute de calcul : on 
avait mis —(4@-+11) au lieu de 4a@ —11 dans l’expression de A+ «; de la un 


u 
s ay 5 > . z os 
coefficient numérique erroné pour le terme en g,p 3" 
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le nombre des termes qu’il faut prendre dans le développement 
de y est, de suite, trés grand et le calcul devient fort long ('). 


Equation du quatriéme ordre. 


Dans léquation du quatriéme ordre 
(21) yv—Apu.y"— Bp'u.y —(Cp"u— Dee2)y =0, 


on peut déterminer les coefficients de maniére que Péquation dé- 
terminante (2), pour le point singulier w= 0, ait les racines s, 


st.2,s+4, —3s. A Végard des différences égales a 2, la condi- 
tion subsidiaire est satisfaite grace aux lacunes des développe- 
ments des coefficients; mais la différence égale a 4 exige une con- 
dition, qui est la suivante : 


SAs(s—1)+Bs+C—10D=o0. 


Par la, les coefficients sont tous déterminés et l’on trouve 


A = 3(2s?-+25-+1), 


B = $(853-+ 24 s?+ 103+ 3), 
1 = $52(s+2)(s+4), 


D = $s2(s-+1)?. 


4 


Supposons donc les coefficients ainsi choisis et prenons 
s=—+(2a@+1), @ étant un nombre entier positif. La différence 
des deux racines s et — 3s est alors entiére; mais c’est un nombre 
impair, et il n’y a pas de condition subsidiaire a faire intervenir. 

Le dénominateur de s est ici un carré. En posant, suivant la 


théorie (la fonction ty se confondant avec — p’), 


(22) y=s(p'4), 


on a, pour s, une fonction uniforme; de plus, nous savons d’a- 


vance que, pour la variable » = $u, les intégrales s sont des fonc- 


tions doublement périodiques de deuxiéme espéce, dont les mul- 


(*) Dans le Mémoire qw’on vient de citer, Vintégration a été faite par une autre 
méthode pour le cas a =— 2 (p. 292). 
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tiplicateurs reproduisent les quatre combinaisons des racines car- 
rées de Punité. En outre, les exposants auxquels appartiennent 
les zs, pour le péle » = 0, sont les suivants : 


— (2a +1), (2a —1), (2a—3), 0. 


rye : : : Ty? 
Les éléments simples sont les trois fonctions (<<) et pe. Seul, 


ce dernier élément simple peut donner une fonction qui ait une 
valeur finie , différente de zéro, pour ¢ = o. Les trois autres don- 
nent toujours des fonctions impaires. I] résulte de 14 qu'une in- 
tégrale z se réduit 4 une constante. On a donc, pour |’équation 


proposée, lintégrale 
Uu s 
Jar (5) ? 


qui manifestement subsistera quand s sera quelconque, bien qu’on 
Pait trouvée en supposant s = —+(2a-+-1). 

Rien, maintenant, n’est plus aisé que de trouver d’autres inté- 
grales; il suffit de prendre 


(23) oie [P (E+s)]’, 


® étant une demi-période quelconque. Si l’on veut mettre une 
telle intégrale sous la forme (22), on se servira de la formule 
d’addition des demi-périodes 


(ea— eg )(€a— ae) 
pe— eg 


P(e + Wa) — eg = 


Wot lon conclut 


pi(e+ oy) — (eg €g)(ea— ey) ee == eat 
pe Se (pe — ex)? = — (€q €g)(ea ey) as 


Une intégrale (23) peut donc s’écrire sous la forme 


US (o_e\-*5 
= Db — 
y J oy ; 
en sorte que les intégrales z sont, outre l’unité, les trois fonctions 


(3 mits 
ov 


\ 
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L’emploi de la variable 9; ju méne a des opérations diffé- 


rentes. En posant 
; u Ss 
YE FEN ( *) 5) 
4 


on obtient, pour z,, une fonction doublement périodique ordi- 
naire de ¢,; ses exposants, pour ¢, = 0, sont 16s, 16s + 2, 165 + 4, 
12s. On voit que l’emploi de la variable vy, ne conduit pas a trou- 
ver immédiatement lintégrale. Dans le seul cas s =— +, cepen- 
dant, ces exposants sont — 4, — 2, 0, — 3, et l’on a, de suite, 


u i ' u yn 1 my U 1 
y= (44) (e+ eps OE a er (s=—4%). 


Pour comparer cette forme a la précédente, on devra se souve- 
nir de la formule (t. I, p. 105) 


Equations différentielles linéaires attachées 4 la division 
de ’argument par un entier quelconque. 


Considérons, en premier lieu, la fonction 


1 


u\ m u u u 
= (Ym “) (« + c'p ea Caine meet elt) pim—2) __ ), 


ne 7 m Me 


ot les coefficients c, c', ... sont arbitraires; cherchons l’équa- 
tion différentielle linéaire, a variable uw, dont y est Vintégrale 
complete. 

En observant l’expression du premier facteur 


on voit d’abord que, pour w= 26, les diverses fonctions y appar- 


. [ 1 
liennent aux exposants — --,——-+],... 


I I 
yee 
m m ei Aa a, gre 


quelle que soit la période 26. 
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En second lieu, l’expression de la fonction Um en déterminant 
(t. I, p. 222) montre que le déterminant, composé avec les m in- 
tégrales et leurs dérivées successives, est constant. Il n’y a done 
pas d’autres points singuliers que ceux du premier facteur, c’est- 
a-dire “= 2.0. 

Si, enfin, on change wu en w+ 24, le calcul qu’on a fait plus 
haut, pour le cas m = 3, étant répété ici, on trouve que la nouvelle 
fonction rentre dans la forme générale de y. L’équation ne change 
donc pas par ce changement. Par ces diverses raisons, on conclut, 
pour l’équation cherchée, la forme générale 


(24) ym + Ap uy m—2) =e Bp’ uy (m—3) +-(C pu + Dg, )yn—”) ens =O 


ou les coefficients A, B, ... sont purement numériques. Telle 
nous avons vu l’équation (17), l’équation (21) avec s=—4, et, 
dans le Chapitre précédent, ce cas de |’équation de Lamé 


y =tpuy. 


Dans chacun des coefficients de l’équation (24), le premier 
terme interyient seul pour la formation de l’équation détermi- 
nante; il est parla connu. II reste des coefficients non encore 
Conus Lem mombrer I-e 05. a apoury( *),. 4/7" 6)) sym —8) 
et aussi en pareil nombre pour 77=", yma), yim) 

D’autre part, en ne tenant compte que des différences paires et 
supérieures 4 2, entre les exposants, différences qui, seules, don- 
nent lieu a des conditions subsidiaires, on a des conditions en 


p 


nombre 1, 2, 3 nour les exposants — — +4, —— +6 
NS Sa | ae m : Og wre 


——-+8,..., et aussi, en pareil nombre, pour les exposants 


I pe I I : 
Ee ee ee SES .... Comme il se trouve une la- 
Ro y ieee? yw 


cune d’une unité entre les deux derniers exposants, le nombre des 
coefficients non connus est précisément égal au nombre des con- 
ditions. On le vérifiera aisément et l’on trouvera que ce nombre 


= BP ESA YS é ; ae ' 
est (" *) ou (* =| + an suivant la parité de m. Quant a la 
4 


¢ 2 
maniére de déterminer les coefficients par les conditions, c’est ce 
que la méthode générale, rappelée précédemment (p. 535), nous 


apprend : si, par exemple, il s’agit de former les conditions rela- 
i. 36 
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tives 4 l’exposant s, en tenant compte de Il’existence des racines 
s+4, s-+6, s+ 8, on écrira le développement de y sous la 


forme 
GP SE CHIP PD So o.5.59 


puis, m étant l’ordre de l’équation, on égalera a zéro, dans le 
développement de son premier membre, les termes de degré 
s—m+4,s—m-+6,s—m-+8. Quant aux deux premiers, 
dont les degrés sont s — mets — m- 2, ils manquent, l’un parce 
que s est racine de l’équation déterminante, l’autre a cause des la— 
cunes que présentent les coefficients de ’équation différentielle. 
On voit, par cet exemple, que les conditions subsidiaires don- 
nent lieu, en ce cas, 4 des équations du premier degré entre les 
coefficients inconnus. On peut donc conclure que |’équation dif- 
férentielle (24) est déterminée par ce moyen, sans ambiguité. 
Déja, dans le cas du troisiéme et du quatriéme degré, nous avons 


, , 


généralisé cette équation (24). Une telle extension s’offre d’elle- 
méme, comme il suit : prenons les nombres 1s, 2, ..., (m— 2), m, 
qui étaient, tout aVheure, les différences entre les divers €Xxpo- 
sants et le premier d’entre eux : sans altérer ceux qui, parmi 
eux, sont pairs, augmentons tous les autres d’un méme nombre 
pair 2a; choisissons ensuite le premier exposant de maniére a 
obtenir encore une somme égale a }m(m—1). Par ce moyen, 


nous avons, au cas oul m est pair, les exposants 


S, S—+2, S++ 4, ..., $429, I+2a(v—1r) 
(25) a D7 —=32,V,, s=— Z 
$+2A4+1, S+2a-+-3,...,s+2a+2v—3, 2V 
et, pour le cas ou m est impair, 
S$, S+2, S+4, 2) eke (9), 8) cate! Vien ) T-+2a(v-+1T) 
(25a) M=2V-+1, s=————_—~. 
S+2a+1, §+2a43,...,6+2a+av+1, | 2V—-+1 


Toutes les différences paires sont ici les mémes que dans |’équa- 
tion (24). On est donc assuré qu’en conservant la forme de cette 
équation on pourra calculer ses coefficients de telle sorte que les 
intégrales appartiennent effectivement a ces exposants (25, 25a). 
Mais nous ne voulons pas nous y arréter plus longtemps et nous 
allons considérer une forme moins particuliére. 
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Autres équations d’ordre quelconque. 


Prenons toujours, pour coefficients, des fonctions entiéres de 
pu et p'u, alternativement paires et impaires, mais sans lacunes : 
(26) yin) ca (A pu + a) yn—2) 2/8 p' uyln—3) 

: +(Cp"u+Bpu+y)yi—.4...=0. 

Les coefficients A, B, C, ..., qui interviennent dans l’équation 
déterminante, étant laissés de cété, il reste autant de coefficients 
arbitraires quwil y en avait, dans |’équation (24), pour l’ordre 


> 


‘ — m—1)\2 m—1\2 3 oue 
(m+ 2), c’est-a-dire ( ; ) ou ( ; ) -+- =- Nous choisissons 


/ 


les racines de l’équation déterminante sous la forme s, s-- p, 
Sp, .--, en prenant des nombres entiers p, p’, ... positifs, a 
volonté, et s étant déterminée par la condition que la somme fasse 
sm(m—1). En posant done s =—a:m, on aura 


(27) pop ep cca + tm (im —1). 


Soit mn le nombre des termes impairs, parmi p, p’, p", ...; 


m—n—1t est celui des termes pairs. Le nombre des conditions 
subsidiaires provenant uniquement des différences paires est 


Ln(n—1)+4(m—n)(m —n—1) = ¢m(m—1)—n(m—n). 


ee : : : m—t1\2 3 
Le minimum, si m est impair, est (7=) » qui est le nombre 


des coefficients arbitraires, et on l’obtient en prenantn=4(m1). 

Si m est pair, le minimum est ;m(m— 2), inférieur d’une 
unité 4 celui des coefficients, et on ’obtient en prenant n=+m. 
Mais il faut observer qu’en ce cas, dans l’égalité (27), le premier 
membre est de méme parité que $m; a est donc pair, et le déno- 
minateur de s, réduit 4 sa plus simple expression, ne peut étre m. 
Si lon prend n = $m —1, a sera impair et s pourra avow effecti- 
vement m pour dénominateur. En ce cas, tous les coefficients de 
’équation (26) se trouvent enti¢rement déterminés. 

On a donc, de cette maniére, un type général d’équation (26) 
dont les coefficients sont entiérement déterminés au moyen de 
(m —1) nombres entiers p, p’, ... arbitraires, quoique soumis a 
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des restrictions, comme celle de parité ou d’imparité. Mais la dé- 
termination de ces coefficients n’a plus lieu par des équations du 
premier degré, comme dans le cas de l’équation (24). Il s’y trouve 
un seul point singulier; les rapports des intégrales sont uniformes 
et le dénominateur de s est égal a l’ordre. C’est a cette classe 
qu’appartient l’équation de Lamé 


(28) y=[talgat+i)pustaly, 


dont nous avons parlé au Chapitre précédent et pour laquelle, a 
étant impair, on a vu directement la forme de Vintégrale. Une 
certaine équation, du degré 3(a@-+ 1), déterminait @ : elle exprime 
la condition subsidiaire, relative a la différence des exposants, 
différence qui est paire, @-+-1. 

A cette classe aussi appartient l’équation 


yy" +(Aput2z)y+ Bpluy =o, 
ot l’on prend 


A =—4 Qe+ yw2—hu— 3), 
B=—4(A +p —3)(24—p+3)(2p—A+ 3), 


et wz étant des nombres entiers, dont l’un, au moins, est impair, 

et dont la somme n’est pas divisible par 3. Cette derniére a, pour 
—F0+ u.— 3) 

intégrale complete, (¥: 3) multiphé par un polynéme 


: u pu A F ae 
enuler en ps et p 3? pourvu que « satisfasse a la condition sub- 
sidiaire. 

De méme, |’équation (26), dans le cas général que nous yenons 
a 


BA hy 5 u\ m cs 
de définir, a, pour intégrale complete, (4m =| multiplié par 


A 5 u u aes 3 : . 

un polyndme entier en p— et p! >) > mais il est nécessaire d’ajou- 
ter ici quelques mots pour le démontrer. Ces équations, en effet, 
ont toutes les propriétés signalées a la page 553, sauf la derniére : 
leurs coefficients conuennent des irrationnelles provenant des 
conditions subsidiaires. On est donc assuré, quant a présent, que 
’équation admet m intégrales distinctes, ayant pour multiplica- 


teurs des racines m*™*s de lunité, les mémes pour toutes les inté- 
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grales. Il faut prouver que ces multiplicateurs sont égaux a 
Punité. 

Quand m est impair, cette propriété résulte de ce que, en vertu 
de la forme de l’équation, a l’intégrale /(w) correspond aussi l’in- 
tégrale f(— wu). Les multiplicateurs ne peuvent étre donc que 
£1; ils sont donc ici égaux a +1. 

Quand m est pair, il reste a savoir si les intégrales ont la forme 


a 


. . . m 
annoncée ou si, au contraire, le produit s = poe ayant 
) ; V\ Ym Fi > ay 


> 5 . u 4 
les multiplicateurs 1 pour la variable ¢> = |,’ est décomposable 


Ape . ave oi Oy) . 
en éléments simples, avec |’élément ee ol w est une 


des trois demi-périodes. 

Admettons cette derniére hypothése. Le quotient de z par 
élément simple est alors une fonction doublement périodique, 
qui, outre le péle » = 0, a aussi le pdle » =, ce dernier simple, 
puisque l’on sait (p. 551) que z n’a pas ce pole. Ce quotient a 
donc la forme 


(29) F(pe)+peFi(pe)+ R[C(e —o)—Co4+ a], 


R étant une constante, F et F, des polynémes entiers. Mais on a 


(0 =) = CP n= 


eae rite C O71V . 
Multipliant par l’élément simple aa on voit que l’on trans- 
16) 


forme le dernier terme (29) en 


(A) an 


L’avant-dernier terme devient aussi, par la multiplication, 


T2V0: 
(B) — > 2s (pe — po) Fi(pe), 


tandis que le premier donne 


o71Vv 


(C) vo F(P#): 
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Or ces trois formes se distinguent par la nature de la racine 
y=, qui n’existe pas dans la premiére, est multiple d’ordre 
pair dans la seconde, d’ordre impair dans la troisiéme : en effet, 
pw étant nul, un polyndme entier en pe; comme F ou Fy, ne peut 
avoir la racine w qu’avec un ordre pair de multiplicité. On pourra 
donc partager les quantités z en trois groupes, dont deux de la 
forme (B) ou de la forme (C), le troisiéme de la forme (A) ot R 
sera remplacé par un polynéme entier en pe, ne contenant pas le 
facteur pe — po. 


2.0 ae : 
On a vu (p. 551) que, pour » = ——; les intégrales z appartien- 


nent aux exposants 0, p, p’, p’, .... Comme mest pair, w est une 
de ces m‘*™*s parties de période et l’on peut appliquer ce résultat 
av=w. Liintégrale s qui appartient a l’exposant zéro a done la 
forme (A). La forme (B) convient aux intégrales qui appartien- 
nent a des exposants pairs; leur nombre est m—n—1; enfin la 
forme (C) convient aux autres intégrales dont le nombre est n. 

Mais ce qu’on vient de dire pour le point » = w s’applique aussi 
au point » = w/. Les intégrales qui appartiennent, pour ce point, 
a des exposants pairs sont nécessairement comprises dans la 
forme (C). Les n polynémes divers, dont la somme compose F, 
ne peuvent, d’ailleurs, étre tous divisibles par (pe — pw’), sans 
quoi aucune intégrale s n’appartiendrait a l’exposant zéro pour 
¢==w’. Les s appartenant a des exposants pairs sont donc en 
nombre (z—1). Mais ce nombre doit étre, d’autre part, m—n—1; 
done n= 4m. Or nous avons précisément, pour une autre raison, 
exclu cette valeur de n. La supposition est donc impossible. 

En conclusion, toute équation du type (26), quel que soit son 


a 


: e . 3 u mm 
ordre, a, pour intégrale complete, le produit de (4m =) par un 


u 


A . u 
solynéme entier en p — et p’ 
I y 2 7v ’ nr 


Si lon supprime la condition que a@ soit premier avec m, 
Péquation reste intégrable par les fonctions elliptiques, mais 
on ne peut plus assigner avec autant de précision la forme de 
la solution. IL convient alors d’admettre, m étant un nombre 
pair, la valeur $m pour le nombre n des différences impaires. 


De cette maniére, l’équation contient, outre les entiers p, p’, ..., 
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un paramétre tout a fait arbitraire. A cette classe spéciale appar- 
tient l’équation de Lamé, telle que l’a envisagée M. Hermite; c’est 
Péquation (28) ot l’on suppose, pour a, un nombre pair : « est 
alors entiérement arbitraire. 

Comme on I’a fait, dans le Chapitre précédent, pour l’équation 
de Lamé, on peut prendre, dans I’équation (26), puw=¢ pour 
nouvelle variable indépendante. La transformée a, pour coeffi- 
cients, des polyndémes entiers en ¢. Toutes ces équations, a ce 
point de vue, sont intégrables algébriquement quand a est pre- 


és : 6 u ¢ : 
mier avec m, puisque effectivement p —, est une fonction algé- 


brique de ¢. Cette considération est de nature a faire comprendre 
quel progrés on a ainsi réalisé dans le Calcul intégral. 


Troisiéme groupe d’équations d’ordre quelconque. 


Nous pouvons encore étendre la définition des équations aux- 
quelles s’appliquent les considérations précédentes. I] nous suffira 
de prendre la forme suivante 


(30) ye)+(Apu+a)yin—2)+(Bp'u+ Bput vy) y'"—3) +... =0, 


ou les coefficients sont des fonctions entiéres de pu et pu, ayant 
successivement le pole wu = o double, triple, etc. 

Ici l’on pourra choisir, pour les différences des racines de l’équa- 
tion déterminante, des entiers quelconques; outre A, B,..., il y 
a im(m—r1) coefficients et l’on devra satisfaire 4 des conditions 
subsidiaires en pareil nombre. L’équation sera donc généralement 
déterminée. Mais nous savons, par des exemples antérieurs, qu'il 
se trouve des cas nombreux owil reste cependant des arbitraires. 

Pour en donner un exemple bien frappant, revenons aux équa- 
tions de Ja premiére classe et montrons, d’aprés M. Hermite ('), 
quwil existe des types généraux d’équations d’ordre m, ayant la 
forme (30), dont les intégrales complétes sont uniformes, et qui 
renferment chacune m paraméetres. 

Considérons, a cet effet, m éléments simples de deuxiéme 
espéce, 4 multiplicateurs quelconques pour chacun d’eux. Is ren- 


(') Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 99. 
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ferment, chacun, deux arbitraires; donc, en tout, 2m arbitraires. 
Soient 4, ¥2, --+) %m ces fonctions. Tous les déterminants, com- 
posés avec ces fonctions et leurs dérivées, ont les mémes multiphi- 
cateurs et le seul pole u=o. L’équation différentielle linéaire, 
dont ces fonctions fournissent l’intégrale compléte, a donc, pour 
coefficients, des fonctions de premiére espéce; mais il se trouvera 
d’autres points singuliers que uw = o. Pour parvenir a la forme (30), 
il faut que le premier déterminant soit une constante, ce qui, en 
d’autres termes, peut s’exprimer simplement par cette condition : 
Les divers exposants auxquels les combinaisons linéaires des 
y appartiennent, au point u=o, doivent avoir pour somme 
+m(m—1). Cette condition est nécessaire dans la forme (30). 
Elle est suffisante aussi; car le déterminant, dont il s’agit, a le 
pole uw =o multiple d’un ordre égal a Vexcés de 4 m(m —1) sur la 
somme des exposants en question. Si cet excés est nul, la fonction 
est constante. 

D’aprés les suppositions, le moindre exposant est —1. Si les 
fonctions sont quelconques, les autres exposants seront 0, 1, 
2,...,(m —2). Pour remplir la condition, il faut que ces exposants 
soient modifiés, que leur somme soit augmentée de m unités, ce 
qui exige m conditions et laisse subsister seulement m arbitraires 
dans l’équation dont il s’agit. 

On pourra, par exemple, supposer les exposants —1, 0, 1, 
2,+..m—3, 2m— 2, ce qui est le cas pour l’équation de Lamé 
(avec 4 a=1) ot les exposants sont —1 et 2. 

Si maintenant, dans |’équation ainsi construite, on suppose que 
quelques-unes des fonctions 7, y2, .-. coincident, on aura, 
comme cas particulier, une équation ot le pole w= 0 sera d’ordre 
supérieur au premier dans l’intégrale. 

Sans nous arréter davantage 4 ces types généraux, nous allons, 
par des exemples simples, montrer les procédés d’intégration 
qu’on peut employer pour les équations de la premiére classe ('). 


——— 


(*) On pourra trouver d’autres exemples dans le Mémoire sur la réduction 
des equations différentielles linéaires aux formes intégrables, déja cité, et dans 
un autre Mémoire intitulé Sur les invariants des equations différentielles li- 
néaires du quatriéme ordre ( Acta mathematica, t. Il, p. 325). 
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Exemple d’équation de la premiére classe. 


Voici un exemple ou le premier coefficient n’est pas constant : 


(31) (pu—pa)y"— p'u.y'’—[n(n+1)(pu—pay—p"a]y =o. 


Fn Vun quelconque des deux points singuliers w=- a, les ra- 
cines de l’équation déterminante sont zéro et 2, et il est facile de 
voir, par un calcul direct, que la condition subsidiaire, relative a 
leur différence entiére, est satisfaite. Mais on le reconnattra tout 
a heure par un autre moyen. Quant au point singulier uw = 0, les 
racines sont n et —(n +1), entiéres et a différence impaire, si n 
est entier, comme nous le supposons. L’équation a donc, pour in- 
tégrale complete, une fonction uniforme. Exactement comme pour 
Péquation de Lamé, ot 7 serait changé en n-+1, une intégrale 
particuliére aura la forme 


y = fi) + Ay fe?) + Ag fir +... %S 


f désignant |’élément simple. On pourra, pour déterminer cet 
élément, employer toutes les méthodes données a l’occasion de 
Péquation de Lamé. Toutefois, la derniére méthode, celle qui est 
fondée uniquement sur les: lacunes du développement de vy, ne 
suffirait pas; car ici c’est seulement jusqu’au terme du degré 
(n —1) en u que les lacunes existent. 

En faisant intervenir les points singuliers uw == + a, on obtient 
les deux équations de condition qui manqueraient dans cette der- 
niére méthode. Soit F(w) une intégrale, on a, par |’équation dif- 
férentielle, F(— w) étant aussi une intégrale, 


F(a) p'a —F(a) p"(a) = 0, 
F’(— a) p'a+ F(—a) p"(a) =0. 


Prenons, par exemple, le cas n = 0, ot F se réduit a l’élément 
simple. On a 
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on en déduit 


2 pa—pe pa 
1pa+pe pla 
2 pa—pe pa 
er ee a8 Bee eas 
(32) FS RE DO Pia a 
eo o(u+¢) Fae 
u 


L’équation est ainsi intégrée immédiatement. Voici mainte- 
nant une curieuse observation. De l’équation (31), on peut, par 
simple dérivation, en déduire une autre ot les points u=+ a ne 
soient plus singuliers. Ce n’est pas la une circonstance fortuite : 
toutes les fois qu’il y a des points @ apparence singuliére, on 
peut les faire disparaitre de cette maniére; le nombre des dériva- 
lions nécessaires dépend des lacunes que présente la suite des ra- 
cines des équations déterminantes pour ces points. Dans le cas 
actuel, ou il y a une seule lacune, d’une unité seulement, une dé- 
rivation suffit. Effectivement, en mettant 6p?— 42, au lieu de p’, 
on voit disparaitre le facteur pu — pa, et il reste 


(33) y”—[(?+ n+ 6)pu—(n?+n—6)paly’—2n(n+1)p'uy =o. 
Au cas n = 0, cette équation devient 
y= O(put pay 


Crest Péquation de Lamé, ot l’on ferait nm = 2 et ot l’on mettrait 
y' au lieu de y. 
Cette équation de Lamé 
q 


5"=6(put+tpa)s 
a done pour solution 


d s(u+p) | 
== e 
du cu 


x—Cou, 


y et x étant donnés par les équations (32). Ici pa est précisément 
la constante 6, employée dans le Chapitre précédent, et ces for- 
mules (32) coincident effectivement avec les formules du Cha- 
pitre XII (p. 527). 
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Le cas n—=1 de Péquation (31) montre un autre lien avec 
P’équation de Lamé. La transformée (33) devient 


y'—(8put4pa)y'— fp'uy =o; 


elle coincide avec l’équation aux carrés des intégrales (p- 499), 
relative a l’équation de Lamé, 


B= (2pu+pa)s, 
dont les solutions sont 


o(u-+a o(u— 
o(u-+ a) e-ula, Vf OS el) eta, 


cu ou 
en sorte que l’équation (31), en ce cas n =1, a pour intégrales 3} 
et 35. La troisiéme solution de l’équation (33) est alors 3, 2. 


Autre exemple. 


Dans Véquation suivante, on supposera les fonctions ellip- 
tiques particuliéres, pour lesquelles ona g.=0: 


(34) y+ (in) puy +[$—n?)plu—mly=o. 


La lettre m désigne une constante guelconqgue et n un nombre 
entier. 

Pour ces fonctions elliptiques particuliéres, on a, en désignant 
par % une racine cubique de lunité (t. I, p. 82), paw) =apu, 
en sorte que le développement de pu contient seulement les termes 
de degré — 2, 4, 10, 16, ...; celui de p’u contient seulement les 
termes de degré — 3, 3, 9, 15,.... En un mot, wu? pu et u* pu se 
développent suivant les puissances de w*, a exposants entiers et 
positifs. A cause de la constante m, les développements des coef- 
ficients de l’équation ont lieu suivant les puissances de w?. Il 
s’ensuit que des différences entiéres, entre les racines de l’équa- 
tion déterminante, n’entrainent aucune condition subsidiaire quand 
ces différences ne sont pas divisibles par 3. Pour léquation (34), 
ces racines sont 1 et (1 7). 

Dintégrale complete est done uniforme quand n est premier 
avec 3. 
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La relation p(a#w) =a pu a pour conséquence p!(4u)= p'u, 
Wot lon voit que l’équation (34) est inaltérée par le changement 
de wen au. Ayant donc une intégrale F(z), on en conclura les 
intégrales F(aw) et F(a? uw). 

Soit f(w) l’élément simple; F(w) a la forme (n étant supposé 
positif) 

F(u) = f'2-?) +6 ce, f(2—-5) + cy fr-8 +... 


Pour obtenir une intégrale appartenant a un exposant plus 
grand que (1 — 7), il faut faire la combinaison F' (uw) — a”! F (au). 
Tous les termes du développement qui ont des exposants néga- 
ufs disparaissent. En méme temps, disparaissent aussi tous les 
termes dont les exposants sont congrus a (1—~z7) (mod 3). Si 
n—t est divisible par 3, la combinaison dont il s’agit appartient 
donc effectivement a l’exposant 1; mais, dans le cas opposé, pour 
qwil en soit ainsi, il est nécessaire que F(w) manque du terme 
constant. 

Prenant ensuite, pour composer lintégrale qui doit appartenir 
a lexposant (1+ 7), Pune ou l’autre des deux combinaisons * 


F(u)+aF(au)+2F(a2u), si n—1=0 (mod 3), 
F(u)+ F(au)+ F(au), si n+1=0 (mod 3), 


on voit que, dans le premier cas, F(w) doit manquer des termes a 
exposants 2, 5, 8, ...,(m—2) et, dans Je second, des termes a 
exposants 0, 3, 6, ...,(m— 2). 

I résulte de la un procédé d’intégration tout pareil a celui qui, 
au Chapitre XII, a été exposé, en dernier lieu, pour |’équation de 
Lamé. Nous allons nous borner au cas le plus simple, n = 2. En 
ce cas, F se réduit a l’élément simple f et, comme le terme con- 
stant doit manquer dans le développement, on a 


Ce 
o 


y=fluy= 


—uly : 


il reste seulement 4 déterminer ¢ en fonction de la quantité m, 


LD a x , ° I 
ce qui se fera en égalant a zéro le coefficient du terme en — dans 
u 
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le développement du premier membre (34). Nous avons (t. I 


p: 231) 


") 


I I Lp eye Ps 
= Se) LF — ae) OM DET Eero 
Je u mee 6? ? 
. 2; I 
——+>—--pe — sper.u 
if u2 Rae P ? 


d’aprés quoi, dans le premier membre, le coefficient de - est 
(p'e —zp'e—m)=4p'eo—m=o, 

en sorte que, dans cette hypothése g» = 0, l’équation 
y"—3pu.y'—z(3p'u+p'r)y=o 

a Vintégrale compleéte 


o(u+¢ 
(te ee, 


ey ey —L g2 
,o(u+ 2) crure on Ohu + 429) 


e—auly 
Cu ou ; 


ou % est une racine cubique de l’unité. 

C’est principalement le cas d’exception que nous voulons signa- 
ler, celui ot, py étant nul, les trois intégrales viennent a se con- 
fondre en une seule. 

En prenant, pour fixer les idées, g3<(0, nous avons (t. I, 


a0) 


t t 
; = W2— Wo Wg Wy 
W,=— iw), 3, OU Nae Geers et 3 = A 
d’ot résulte 
2(%4—I1)W 2(02—1)w 
a =— 2), ae Oa et 
re] 


9 


L’argument ¢ étant égal 4 2, on a donc 


CH=) <> OX G a9 = 9 — 23, 


ato=C(av)=Co—2m, ale = L(a2e) =Lo— 2%, 


et l'on voit qu’effectivement les trois intégrales se confondent. 
D’aprés les principes du Calcul différentiel, on aura, en ce cas, 
deux nouvelles intégrales en prenant les deux premiéres dérivées, 
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par rapport 4 ¢, dans la premiére intégrale, par conséquent 


o(u+?) 
= e-ucy 
1 Cu , 


yo=yi[S(u+e)+upe], 
¥2=N1{'—p(u+er)+up'o+[C(u+e)+upe]?}. 


Il faut maintenant supposer ¢ == Fue, c’est-a-dire (p. 276 de ce 
Volume) py = 0, p'v =—1. 

Si Von veut ne laisser subsister que les fonctions de wu lui- 
méme, on emploiera les formules d’addition et l’on exprimera 
Vélément simple comme il a été fait déja (p. 277); on obtiendra 
ainsi 


4 pu + I 5 Sues, 
+c [pe eee al (Cu +n.) + (Cu bay] 


intégrale compléte de l’équation 
y" —3puy—z3pu—ny =o 


dans le cas particulier 22 = 0, g3=—1. 
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CHAPITRE XIV. 


FRACTIONS CONTINUES ET INTEGRALES PSEUDO-ELLIPTIQUES (1). 


Préambule. — Equation récurrente. — Cas de périodicité. — Cas exceptionnel. — 
Fractions continues. — Addition d’une constante a l’indice. — Inversion de la 
fraction continue. — Fractions continues symétriques. — Forme des fractions 


vx —v¥ 


continues dans le cas exceptionnel. — Développement de en fraction 


continue. — Cas de la symétrie. — Développement de \/X — \/a,a?. — Premier 
développement de \/X, X étant du troisiéme degré. — Développement de \/X; 


X étant du quatriéme degré. — Second développement de VX, X étant du troi- 
siéme degré. — Retour aux polygones de Poncelet. — Calcul des quotients 
incomplets. — Formules explicites pour le développement de \/X. — Cas ou X 
est du troisiéme degré. — Expression générale des réduites. — Notions géné- 
rales sur la convergence. — Etude de la convergence dans un cas particulier. 
— Ligne de convergence non uniforme. — Cas de la périodicité. — Remarques 
sur un autre cas particulier. — Les fractions continues, considérées comme des 
covariants. — Exemples. — Intégrales pseudo-elliptiques, en général. — Inté- 
grales pseudo-elliptiques, tirées des fractions continues. — Intégrales pseudo- 
elliptiques d’Abel. — Recherche générale des intégrales pseudo-elliptiques. — 
Exemples. — Autres exemples. — Conclusion. 


Préambule. 


Nous traiterons, dans ce Chapitre, du développement de \/X 
en fraction continue, X étant un polynéme du quatri¢me degré. 
« En voulant effectuer, dit Jacobi (7), les calculs algébriques 
qu’exige la recherche des quotients complets et, par suite, celle 
des dénominateurs de la fraction continue cherchée, on se trouve 


ey ; d. 
(*) Aconsulter : ABEL, Sur Vintégration de la formule différentielle ee 


R et p étant des fonctions entieres (Journal de Crelle, t. 1, et Okuvres com- 
plétes, t. I, p. 104). 

(2) Note sur une nouvelle application de l’analyse des fonctions elliptiques 
a VAlgébre (Journal de Crelle, t. 7, p. 41, et Gesammelte Werke, t. I, 


Pp: 329). 
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arrété, dés les premiers pas, par la longueur rebutante du calcul. 
En effet, les expressions algébriques que l’on rencontre en opé- 
rant sur la racine proposée deviennent tellement embrouillées qu’il 
parait étre impossible d’y trouver une espéce d’ordre et de régu- 
larité. Et, comme il est extrémement difficile de passer méme au 
second ou troisiéme dénominateur, l’on ne pourra espérer d’au- 
tant moins de trouver par induction une loi générale. Toutefois, 
en approfondissant les relations qui lient entre eux les quotients 
complets successifs et en examinant, en méme temps, la formation 
des expressions algébriques qui donnent la multiplication des 
fonctions elliptuiques, on parvient a exprimer généralement, au 
moyen de ces derniéres, par des formules simples et élégantes, un 
quelconque des quotients complets. » Aprés cette indication bien 
sommaire, Jacobi a donné, sans démonstration, des formules qui 
font effectivement connaitre, par des fonctions elliptiques, la loi 
des quotients. 

La considération des réduites, mieux que celle des quotients, 
montre immédiatement le lien qui unit cette théorie avec la mul- 
tiplication de l’argument. Soit \/X développé suivant les puis- 
sances ascendantes de 2 — &, et déterminons deux polynémes G,,, 
H,, le premier du degré m--1, le second du degré m—1, de 
maniére que le développement de leur quotient G,, : H,, coincide, 
le plus loin possible, avec celui de //X. La coincidence pourra 
aller jusqu’au terme de rang 2m --1, en sorte que l’on aura 


Cp HmV¥X re C(x ak Oe c'(@ ae Saar ka : 


Prenant ensuite le polyndme G?,— H®,X, on y devra trouver le 
facteur (a —&)?"*!; mais, comme ce polynéme est du degré 
2m + 2, on aura simplement 


G?,— Hx = (@ — a iar a —— Em) 


C’est la loi suivie par cette fonction de m, §, que l’on doit re- 
chercher. Or le théoréme d’Abel la fait connaftre immédiatement : 


aet am étant les valeurs de l’intégrale de 1: VX, prise a partir 
d'une racine de X, avec les limites € ou §, on a, d’aprés ce théo- 
reme, 

(2m+1)@+ am = une période. 


CHAPITRE XIV. — FRACTIONS CONTINUES. 599 


On le voit, a» est une fonction linéaire de m : c’est la multiplica- 
tion de l’argument qui seule est en question ici. Pour avoir main- 
tenant des formules explicites, il n’y a qu’ composer l’expression 


de Gay x en termes elliptiques et dégager ensuite les 
autres éléments de la fraction continue. Ces explications guide- 
ront suffisamment le lecteur dans |’étude de ce Chapitre. Nous 
devons avertir que nous avons élargi le probleme en introduisant 


un élément nouveau et considérant, au lieu de \/X, la fonction 


vX—V¥ 
— 


Les formules de Jacobi supposent X décomposé en ses fac- 
teurs linéaires. Cette supposition, enticrement superflue, est 
écartée ici. Aprés avoir étudié en détail les fractions continues, 
nous parlerons de leur convergence, question nouvelle et digne 
d’intérét. Nous parlerons enfin des intégrales pseudo-elliptiques, 
que le génie d’Abel a su rattacher, de la maniére la plus remar- 
quable, aux fractions continues. 


Equation récurrente. 


L’étude que nous allons faire est basée sur la considération de 
la quantité 


[o(a—u))?”"-10¢(u+2ma+ me —w) 
[yuc(u+y)|™ 


(1) Wiest ) 
ou uw est envisagé comme variable, ainsi que indice entier m. Le 
coefficient C,, est supposé indépendant de w; il ne joue, pour 
ainsi dire, aucun réle et pourrait étre remplacé par Vunité. Les 
propriétés que nous avons a envisager ne recoivent, du fait de ce 
coefficient, que des altérations de pure forme. Il est cependant 
utile de lintroduire et de le choisir comme nous allons faire, 
pour éviter quelques détails de discussion, vraiment étrangers au 
sujet. A cet effet, en désignant par wu, un argument constant et 
arbitraire, nous poserons 


I [o(a—u,)]?""—! Vo (u;+2ma+mv—w)o(— U,—¥+2ma+-my—w) 


Cz [o uy O(&+ y)|7 


IL. 39 
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L’argument w, sera supposé tel que C, ne devienne ni nul ni 
infini, a, 9,  restant fixes et m prenant toutes les valeurs en- 
tiéres. 

Nous devons insister sur ce fait que le choix de C,, est simple- 
ment un moyen de faciliter l’analyse; il disparaitra des résultats. 
On apercoit immédiatement que, par ce choix, V,, devient une 
fonction doublement périodique, de deuxiéme espéce, relative- 
ment aux arguments a, v, * séparément, et que ses divers multi- 
plicateurs sont indépendants de m. Comme, au surplus, les di- 
verses fonctions V,, figureront par leurs rapports seulement, on 
pourra, a volonté, ajouter des périodes aux arguments sans rien 
changer aux fonctions elles-mémes. 

Par rapport a l’argument u, V» est doublement périodique de 
deuxiéme espéce et ses multiplicateurs sont indépendants de Ven- 
tier m. En effet, il ya2m fonctions ¢ en numérateur comme en 
dénominateur, et l’excés de la somme des racines sur la somme 
des poles est (1 — a). 

Soit, comme au Chapitre IV (p. 151), z la fonction type 


b=C(u+e)—Cu—Ce 


et soit aussi Z, cette méme fonction ot uw est remplacé par a, en 
sorte que 5— Z, ait les racines a et — (a+ v). Posons 


(2) Om =Am-+ Um(% — Za); 
Bim = Yn (4 — a)*; 

et entendons par hy», Um, Ym trois quantités indépendantes de u; 
puis envisageons la fonction &Vm_i+ Bm Vm_2, quia les multi- 
plicateurs de V,,, les mémes pdles avec le méme ordre de multi- 
plicité, et la racine wu =a multiple d’ordre (2m — 3) seulement. 
En choisissant le rapport de i, et de v»,, on peut augmenter 
dune unité l’ordre de multiplicité de cette racine; puis, en choi- 
sissant encore le rapport de hm & um, on peut obtenir l’ordre 
(2m—1) de multiplicité. Quand il en est ainsi, la fonction est 
proportionnelle a V,,; car la racine w=a, multiple d’ordre 
(2m —1), implique lexistence d’une derniére racine, commune 
avec V». En conséquence, tl existe trots fonctions de m, indé- 
pendantes de u, telles que si, les dénommant dm; my Ym, ON 


~ 
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forme avec elles les quantités (2), on aura identiquement 
(3) Vin = 4m Vm—-1-+ Bins Vin—2- 


Nous calculerons plus tard les quantités ,., ns Vin: 
Dans le cas particulier a = 0, l’analyse précédente est en dé- 
faut, 3q étant infini. On peut, en ce cas, poser 


! 


t = y 
P Lm = Nm + ems 
(4) 


(a@=0 
Bim = Vimy ) 


avec des coefficients encore indépendants de u. La fonction 
Yin Vm—2+ Xj, 5 Wm_1 a la racine u=o0, multiple d’ordre m— 3, 
et l’on peut élever cet ordre 4 m—o2 par le choix du rapport 


a : , : : 5 
) ene Ajoutant u,Wm—1, qui a aussi la méme racine, avec 


if t 


Pordre m— 2, on peut, par le choix du rapport i), : u),, porter 
cel ordre am —1, comme dans V,». Il y a, dés lors, proportion- 
nalité entre V,, et la fonction ainsi formée, puis égalité par le 
choix de X/,. Ainsi, dans ce cas a=0, la relation (3) a encore 
lieu, si l’on prend a» et B», suivant les égalités (4). On prévoit 
ainsi, et le calcul permettra de le vérifier, que l’hypothése a =o 
a pour conséquence de rendre infiniment petit y,,., infiniment 
grand },, et de laisser fini pm, de telle sorte que ¥m 372, hm — Ym Za 
et X,,. 


Le cas particulier y = 0 présente cette circonstance que 3 et 34 


A t 


et 2m aient des limites finies, v,,, Kj» 


sont infinis. Mais ee a la limite finie pa — pu. Pour ce cas, 


on aura encore la relation (3), en supposant 


Ul 
4m = Nin Mm ( pa ane u), 


5 
©) Bin = Vn(pa— pu), 


Cb M5 ms Ym Sont les limites de Minar 0 Bray O2 Vin- 

On doit observer enfin que, si notre analyse suppose m positif, 
les conséquences subsistent quel que soit m. Multipliant, en 
effet, Vin, Vm_1, Vm—2 pat un méme facteur 


S2(a—uU)ou,5(u,+¢) |P 
CUG(uU+9)527(a— ly) 


on raméne ces trois fonctions aux hypothéses de la démonstra- 
tion, et ce facteur disparait dans l’équation récurrente. 
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Cas de périodicité. 


Soit r un nombre entier et supposons r(2a+v¢) égal a une 
période. Considérons V» et Vm, : en altérant dune période, 
on voit que, dans V»4,, le second facteur ¢ du numérateur coin- 
cide avec son homologue, pris dans Vin; len est de méme pour 
les facteurs semblables dans le coefficient C,,,,. Le quotient 
Vingr? Vm apparait donc comme indépendant de m, en sorte que 
les quantités am et Bm se reproduisent périodiquement. La pé- 
riode est composée de 7 termes. 

Les quantités Vn, Vingry Vmy2r) +++ forment une progression 


, ’ 


eéométrique. Si l’on supposait 7 =1, la raison serait 
ERED Tey, 5) — Soe 


et l’équation récurrente ne contiendrait plus que deux termes.On 
écartera ce cas, dénué d’intérét. 


Cas exceptionnel. 


L’équation récurrente présente une circonstance exceptionnelle 
quand une des fonctions V admet la racine wu = a avec un ordre 
supérieur a celui qu’indique la forme générale (1). Supposons 
Vin_1 dans ce cas, ce qui arrive sil’ona 


(6) m(2a + v)—a—v—w=o. 


Les coefficients vp, et h» sont nuls. Ayant V,,= an Vm_i, il est 
clair qu’on ne peut obtenir l’équation récurrente entre V,,,,, Vin 
et V,,_,. L’analyse précédente le montre; car la combinaison li- 
néaire mii Vm-+ Bmyi Vm—1, qui doit avoir la racine a d’ordre 
supérieur 4 2m — 2, se réduit idenuquement a zéro. Si l’on re- 
garde la relation (6) comme ayant lieu par la variation d’un des 
arguments, on voit que &,4, et 8,4, sont infinis. Entre les fonc- 
tions ultérieures, l’équation récurrente (3) a leu, sans autre 
exception. 

Pour éviter d’interrompre l’enchainement des termes successifs, 
il convient, en ce cas, de supprimer V,,, de considérer V,,44 et 
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Vm—1 comme consécutifs. A cet effet, de l’équation (3), prise 
successivement pour m et m-—+1, on conclut, par élimination 


de V x2; 

(7) CNIS Ae Ny 

On y joindra la relation 

(8) Vinee = %m+2 Vmt1-K &m Bm+2Wm—1) 


et les égalités (7), (8) remplaceront l’équation récurrente pour 
deux indices exceptionnels. Les deux coefficients 8! et anBm4» 
sont les produits de (3— Za)? par des quantités indépendantes 
de z, et a’ est un trindme du second degré. Les coefficients «! et 
6’ peuvent étre obtenus directement par le procédé indiqué pour 
%m et Bm». Sion les déduit de l’élimination, comme on vient de le 
dire, ils se présentent sous la forme 


(9) a’ = lim (Om m1 Brae ) calm ope Con 


Sile cas exceptionnel se présente deux fois, il y a périodicité. En 
effet, la relation (6) ayant lieu pour deux indices m et m’, on en 
conclut que (m— m’)(2a++¢) est une période. Quand il en est 
ainsi, on supprime, dans la suite des V, une série de termes 
équidistants. 

Pour une période de trois termes, les suppressions en laissent 
subsister deux seulement; les V sont alternativement liés par les 
relations (7) et (8). Mais, pour une période de deux termes, 
c’est-a-dire si 2a-+ 9 est une demi-période, Vm_» doit étre sup- 
primé et l’équation (7) se remplace par celle-ci 


(10) Visi = & Vn—1- Om B'V m—s, 


ot &, estindépendant de m. La relation (8) disparait, et les fone- 
tions V dont les indices ont laméme parité que m sont liées aussi 
par la méme relation 


If 
Vin = & Vimn—2+ hm B Vin-- 


En effet, dans l’un ou l'autre cas, les trois fonctions V sont des 
termes consécutifs dans deux progressions géométriques, de rai- 
son commune. 
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Il n’existe point d’autres cas ot les quantités x, % puissent étre 
nulles ou infinies : d’aprés notre analyse, fondée sur Vordre de 
multiplicité de la racine @ dans les fonctions V, une telle circon- 
stance ne peut se produire que si cet ordre devient exceptionnel, 
et c’est justement ce cas que nous venons d’examiner. Ces excep- 
tions s’offrent sous la méme forme et avec les mémes conséquences 
quand on suppose @=0 ou v = 0. 


Fractions continues. 


Au lieu.de la notation habituelle 


a 


qui occupe trop de place, nous prendrons celle-ci : 


a:b+ec:d+e:fr.... 


De l’équation récurrente (3) on conclut 


Wi = 9 8 ‘ (2 Vin ) 
= —-+ Mm i aeae ty eae 
Vin-2 Vin-1 


et, par conséquent, 


} V 
(11) a Vi = Bu: Ay, = Bu+1 2 Oya ee Bin : (4m — +): 


Cette fraction continue peut étre prolongée indéfiniment et, a ce 
point de vue, sa convergence sera ultérieurement étudiée. Indé- 
pendamment de la convergence, elle a une signification algébrique 
bien déterminée, qui la caractérise complétement. Les quantités V 
sont des fonctions de la variable 3; le quotient Vint Vn_1, quiala 
racine double vu = a, est infiniment petit du second ordre par rap- 
port a Vinfiniment petit s — s,; enfin les dénominateurs et numé- 
rateurs successifs a, ont les formes (2). La fraction continue 
(11) est done celle qu’on trouve en prenant successivement des 
dénominateurs « du premier degré, de maniére 4 obtenir, dans 
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chaque opération, une approximation dont l’ordre croisse con- 
stamment de deux unités relativement a l’infiniment petit s — z 


Za 


Pour le cas ot. a est nul, la méme conclusion doit étre prise a 
E 2 ; Ee leah 

Végard de l’infiniment petit -- 
De la méme équation récurrente (3) on conclut aussi 


Wie “ Vin 


—s ne, {| 
V = 4m Bin Ny ? 
pi ye —2 


ce qui conduit encore a une fraction continue; les indices vont 
en diminuant. Mais cette fraction semble dépourvue de toute si- 


5 , ro. P Vee : 
gnification algébrique, puisque le terme 6,,: Goo reste fini pour 
m—2 


u =a. Observons cependant que le changement de uw en —u—p 
n’altére pas z. Par ce changement, les V se changent en d’autres 
fonctions V’, qui ne deviennent pas nulles pour w= a, et qui sa- 
tisfont aussi a l’équation récurrente (3). Il y a donc lieu de consi- 
dérer, au point de yue algébrique, la fraction 


Vue 
uaa ‘ : 
(12) Vee! es Bu. 1+ Su, ot By, 22 Ay—3 tees 


Comme la précédente, elle est caractérisée par les approximations 
successives qu'elle fournit, relativement a l’infiniment petit 
Z— %q, pour la fonction qui figure au premier membre (12). 

La variable z acquiert une seule et méme valeur pour deux va- 
leurs différentes, w et — u—v, de l’argument. V est donc une 
fonction ambigué de zs. En prenant simultanément les deux frac- 
tions continues (11, 12), on doit entendre que les premiers mem- 
bres sont les deux déterminations d’une seule et méme fonction. 

On doit maintenant comprendre comment le coefficient Crena 
qu une influence de pure forme. Ce coefficient, étant indépendant 
de w, modifie les premiers membres (11, 12) par des facteurs in- 
dépendants de z. L’altération qu’il produit sur les quantités &,», 

mest donc de telle nature qu’on puisse la faire disparaitre en 
multipliant la fraction continue par un facteur indépendant de 3. 
Ainsi le choix de C,, est sans influence véritable sur la fraction 


continue. 
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Or 
(ee) 
cs 


Addition d’une constante 4 l’indice. 


L'indice a partir duquel on fait commencer les fractions conti- 
nues (11, 12) n’influe, en aucune facon, sur le caractére général 
de ces fractions. Moyennant un changement de l’argument , on 
peut prendre l’indice a volonté; ou bien, si on laisse cet indice 
arbitraire, on peut limiter argument w. 

Pour le montrer, a la place dem et w, mettons m, et ,, en 
posant 


(13) m= m—h, w,=w—h(2a+?¢). 


On aura 


Vin(w) ee S(a—u)c(ut+v)ruy h 
Ving(W1) ~L o2(a—u)o(ut v)cu : 


rapport indépendant de m. On obtient donc, avec , ou avec wv, 
les mémes fonctions &,,, 8.3; leurs indices s¢ulement sont dimi- 
nués de / unités. ‘ 

Voici un exemple ot il est commode de limiter, par cette pro- 
position, ’argument . Supposons le cas exceptionnel ot la rela- 
tion (6) a lieu pour un indice k, c’est-a-dire 


k(2a+9)—a—v—w=une période. 


On en déduit 
(k—h)(2a+ 0)—a—v — w= une période. 


Prenantk=h et altérant , d’une période, nous voyons que, 
sans aucune restriclion, on peut caractériser toujours ce cas excep- 
tionnel par la condition 


(14) aA+v+w=o. 


C’est ce que nous ferons désormais. 


Inversion de la fraction continue. 


Voici maintenant un autre changement de m et de w. Il consiste 
a prendre m’ et w’, liés 4 m et par les relations 


m+m=n, w+ w'+o=n(2za+¢). 
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Dans l'une des fonctions V, on mettra l’argument w et, dans 
Pautre, ’argument — wu — ¢, ce que nous indiquons, comme plus 
haut, par les notations V et V’. La somme des arguments 


uU+2ma+me—w et —u—v+am'atm'v—w' 


est nulle, en sorte que les deux fonctions ont déja un facteur com- 
mun. C’est ce qui arrive aussi dans les deux constantes C,, et C,,,, 
pour les facteurs analogues. Ces facteurs supprimés, il reste 


(15) Vin(w) = (—1)"ct2™-1 Vin (w'), 


t désignant la quantité z— z,, 4 un facteur constant prés indé- 
pendant de m, comme c l’est aussi : 


C(U—a)o(U+a+9)TN5(M+) 2—Za 


(16) ae LG(Wj— @) O(U+at+v)couc(u+e) i(41— 3a)” 


SUC(U+9)o2(W+a+?¢) 
LTUW0(UW+)o2(U+a+y) 


En mettant, dans |’équation récurrente, l’expression (15) de 


Vion a 
bin ( 0") mb? Ving (8) = Bima Vint+4 (w"). 


Soient maintenant «@,,, et 8, les quantités analogues a %m et Bim, 
mais relatives a «’; on devra avoir 


Nites (') = Onrse Vintes ( wo") + Bree Vin (w" ) 


de la résulte 


/ i 
Aml+2 — e ee Binrte ‘ 
am Bim i 


On en conclut cette inversion de la fraction continue : 


, ' Par Views ch, 
G44 Bint + hm Bint + Omi-1 +s 
t2 
a 8 (Om+41 + Bm+2 + m2 4 Bin+s 5 mtg...) 
m+1 


Ainsi les fractions descendantes (11) ou ascendantes (12) ne 
sont pas essentiellement distinctes. 
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Fractions continues symétriques. 


L’attention est ici appelée sur le cas m’= ww. Ainsi, sous la 
condition 


(17) 2W+v9=n(2a-+9), 


ont lieu les relations 
(18) — ~~ m+p=n+2, 


ay, Bu > Oy—1 Cu-1 2 Oy—9 -b.. 


(19) e 
— a (m+ BnH4 + byn+4 Bin $2. %m+2+.. es 
m 


Par la substitution (13), la relation (17) devient 
20, +9=(n—2h)(2a+9)=n,(2a+ 9); 


n, est un entier arbitraire, mais de méme parité que m. Quand il 
est pair, on pourra le supposer égal 4 — 2, de maniére que les re- 
lations (18) s’écrivent sous la forme 


2 
Chieti y ae Bim 
A_m bm t? 


D’aprés légalité (19), on a, en ce cas, p étant supposé positif, 


| > 


i ae — Ay, = Buta +. 5 + Boia, 


(20) 


By 3a t By: a t Boid@et...+ Byidy+.... 


La fraction commence par une partie symétrique, dont le mi- 
lieu est le terme a. 

Quand n est impair, on peut le supposer égal 4 —1; les rela- 
tions (18) sont alors 


(21) A1+m = se = Pato 
A—m bm t? 
et Von a 
Vii 
2 Hee Wins But yaa. eet Bot ay 
(22) MOS. 63 
by Oat Bat tebe ee By tae eee 
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2 
La partie symétrique a pour milieu le terme o . Pour ce dernier 
cas, il faut faire Vobservation suivante : la relation (17), avec 


n = —1, devient 
(22a) 2(a4+90+0)=0, 


ce qui peut avoir lieu de deux maniéres, a+ 9-+ « étant une 
période ou une demi-période. 

Dans la premiére hypothése, on n’aura pas la forme (22), at- 
tendu que c’est alors le cas exceptionnel (14); il s’y présente une 
légére modification, que nous examinerons plus loin. La forme (22) 
appartient donc au cas ol a+ 9 + est une demi-période. 

Quand la relation de symétrie (17) a lieu et que, en méme 
temps, il y a périodicité, la symétrie est double; car, r(2a+ °) 
étant une période, la relation (17) a lieu avec le nombre n+7, 
comme avec le nombre n. Réciproquement, si la symétrie est 
double, il y a périodicité; car, la relation (17) ayant lieu avec n et 
n’, on en conclut que (rn — n')(2a + ¢) est une période. Dans un 
tel cas, la période de la fraction continue est symétrique et les 
deux modes de symétrie (20) et (22) peuvent exister 4 la fois. 


Forme des fractions continues dans le cas exceptionnel. 


Le cas exceptionnel (14) nous offre la relation de symétrie (21); 
mais il faut observer que le terme V, doit étre supprimé et qu’on 
doit faire intervenir les relations (7, 8) avec m =o. Dans la rela- 


tion (7 
(7) Vi a’ V_,+ B'V_o, 


remplacons V,, par (—1)”cl2”-'!V",_,,, conformément a l’éga- 
lité (15); il vient 

2a 

a Woo 


ee 


! 


1 — 
Se rappelant que l’on a V, = % V_,, on conclut 


Cee 02a, Ce Een 


Le ‘signe de ¢ est a volonté; car on peut, dans légalité (16), 
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mettre — ¢ au lieu de 7; il est donc permis de prendre 
Cl (8. — a= ee 
Nous avons alors, par la formule (12), 


Vu ' ve 
ene $Oy—-1+..-+ Bg iag t+ ¢B.ia4+ 23: 
ies U. Bu. Sima G3 2 Be Vox 


puis, suivant l’égalité (19), 


Meee + B_4:4 SCs eengeee ) 
Vias ra Sats SFr aby 2 3. 43 oboe 


ll en résulte 


vi 
(23) em wa ee 


+ ¢tBgia’+ EBe i dg. ee tBu 2 y+. vues 


Il y a done encore, en ce cas, une symétrie : le terme du milieu 
est a’, en sorte que ce mode de symétrie se rattache a la forme (20), 
bien que le nombre zn soit impair. 

Si, en outre, il y a périodicité, la période est symétrique. En la 
faisant commencer au quotient incomplet a’, on trouve a cette 


période lune ou l’autre des formes ci-aprés, suivant la parité du 
nombre 7: 


a+ tBolog+... + Brat art C2 lap pone ames 
+ lop4t... t+ tBgia’+... f 


(24) | 
| Ch ate tBoidg+...+ Brat teat Bia 


x : k=$¢r. 
+ @lazpt...+tBeia’ +... 


Dans les cas extrémes, r= 3 ou r= 4, ona 


r= 3, ar = tet tBoia'+ tBotag+ ¢Baia'+.. 


Pay <2 = d+ tBoia'+ tBot a+ 212’ 


+ ¢Boia'+ tBeiag+l%iao+.... 


Le cas r= 2, ainsi qu’on V’a déja fait observer par l’égalité (10), 
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offre une forme différente, que l’on peut écrire ainsi 


(246) py. — =a+Pia+Bia+...; 
Vo 


2 est du second degré et 8, a un facteur constant prés, est égal a 


(x —§)', 
vX—V¥ 


Développement de en fraction continue. 


Nous avons maintenant a rechercher les fonctions algébriques 
qui donnent lieu aux fractions continues précédentes. 

Revenons aux formules de Vinversion (t. I, p. 118), d’aprés les- 
quelles, pour un polynéme quelconque X, du quatriéme degré, 


X = Anz + 4a,23+ 6a,x*+ hasgx +a, 


on a simultanément 
a — — 
Reta, VX = Va. [pu—p(u+e)]. 


Soit c», un argument auxiliaire, défini par l’égalité 
(25) Cm = (M—1)(24+09)—¢— ww. 
Les deux fonctions 


(a—u)o(u+2ma + my — w)o(uU— Cm) 
An= 2 2 ? 
o2uc2(u+P) 
_ o[u+2(m—i1)a+(m—i)9o— w]o(u—em) 
> cuc(u+e¢) 


sont, toutes deux, doublement périodiques (de premiére espéce). Si 
Von désigne par ym la valeur de 2 qui répond 4 u=Cm, B, n’est 
aulre que Z— 7m, 4un facteur constant prés. Quant a A,,, son 
expression algébrique a la forme y — 6\/X, vy étant un polynéme 
du second degré et 6 une constante. 

Soit Y», ce que devient X, pour z= ym; comme A, s’évanouit 


pour U= Cm, ona 


(26) ¥—8VYm =(%@—y¥m)9, 
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) désignant un polynéme du premier degré en x. Soit K,, un coef- 
ficient indépendant de x; soit aussi e, un polyndme du premier 
degré : on peut conclure a une égalité de cette forme 


(0 ) Kin Vin han a VX—VYm, 
u Viren age L— Vm i 


car Am? Bm ne différe de Vm: Vm—1 que par le facteur Cy, : Cm_s, 
indépendant de a. 

Soit § la valeur de x pour u =a. Les quantités 8 sont les pro- 
duits de (x — §)? par des coefficients indépendants de «; les « 
sont des polynémes du premier degré en 2, et la fraction continue 
(11), qui donne 


VX —VYm 


Lay re 


(28) 


= Om Kin Bin-+v1 + bm+1 B mn 2° Amt+a +, 


fournit le développement régulier du premier membre. Sembla- 
blement, la fraction continue (12) fournit le développement de la 
méme fonction, mais prise avec sa seconde détermination, ou, si 
VX VY in. 

L—YVm 


Ainsi, d’une maniére générale, X étant un polynédme du qua- 


l’on veut, le développement de 


triéme degré et Y ce méme polynéme ot y remplace z, s'il s’agit 
de développer 
vx—Vy 
a—y 


en une fraction continue dont la n*™* réduite, avec un numéra- 
teur du degré n et un dénominateur du degré n —1, reproduise, 
jusqu’a l’ordre 27 exclusivement, le développement de la fonction 
suivant les puissances ascendantes de 2 — §; cette fraction conti- 
nue appartient a la classe que nous avons ici considérée. Quand 
nous aurons, un peu plus loin, donné l’expression des quantités 
%m et Bm, il sera établi que le calcul des quotients incomplets, 
pour une telle fraction continue, coincide avec celui des formules 
pour la multiplication de l’argument dans les fonctions elliptiques. 
Voici d’ailleurs une proposition générale qui peut déja le faire 
comprendre. 
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Prenons deux indices différents m et n et déduisons, de la for- 
mule (25), celle-ci 


Cm— Cn=(mM—n)(2a+ 9). 


Rappelons-nous que — § ¢ est ’argument qui correspond a une 
racine Z) de X et, désignant par p la différence m— n, mettons 


y ety’, au leu de y, et y,. Larelation entre cm et Cp peut s’écrire 
ainsi 


(29) 


r 
Y dx F 5 dx 
= t = 

ye VX “x9 VX 


et nous voyons que l’égalité (29), ow 2 désigne un nombre entier 
quelconque et x) une racine de X, exprime la condition sous la- 
quelle les fractions continues (précédemment définies), gui 
servent a développer 
ae: Re wie 
(30) vX—Vv¥ et ae : 
L—Y u—y 


se terminent par les mémes quotients. On ne doit pas perdre de 
vue, dans un tel énoncé, la théorie des intégrales définies, d’aprés 
laquelle chacune des intégrales n’est déterminée qu’a une période 
pres. C’est pourquoi le changement de la racine x n’altére pas 
Végalité (29). A peine est-il besoin d’ajouter que, dans les quan- 
tutés (30), JY et yx! doivent étre pris avec les signes qui sont sup- 
posés aux deux extrémités de l’intégrale (29). 

Il y a diverses observations a faire 4 propos des valeurs parti- 
culiéres qu’on peut supposer pour les arguments. Ona déja vu 
que Vhypothése a = 0 correspond a § = «0; les numérateurs (3 des 
fractions continues sont alors des constantes. On ne peut suppo- 
ser que 2a@ + ¢ soit une période; les fractions continues disparai- 
traient par cette hypothése. Cette impossibilité apparait nettement 
dans le probléme algébrique : on ne peut, dans les approximations, 
remplacer la fonction (30) par des fonctions rationnelles quand & 
est une racine de X. 

L’hypothése » = 0 réduit X au troisi¢me degré; elle est incom- 
patible avec ’hypothése a=o0, pour la méme raison. Quand X 
est du troisiéme degré, on peut supposer 2p infinie. 
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Le cas de périodicité peut étre caractérisé par la condition 


3 
(31) roel ene période ; 


si 7 est un nombre entier, 4 ce choix de & correspond, quel que 
soit, une fraction continue périodique, ot la période se compose 
de 7 termes. 

I] y a maintenant a signaler d’autres cas qui offrent des particu- 
larités a ’égard de la quantité vy. Nous allons les examiner. 


Cas de la symétrie. 


Voyons d’abord a quel choix de y correspond la symétrie paire, 
caractérisée par la relation (17), ou n est un nombre pair, qu’on 
peut prendre égal a — 2, Ayant alors 


(32) 2~ +p =—2(2a+ 0), 
on en conclut, d’aprés (25), 
2Co+% =— fa—2”~—3v=0. 


Cette égalité montre que 7» coincide avec une racine 2p de X, 
en sorte que Y, est alors nul. Mettons le développement (28) sous 
la forme 


VX 


v— Xo 


— Points Ko do = Ko (a+ By 5 4 Bo A eS ob zi) 
Prenons aussi le développement (12), quinous donne, avec u =1, 


Vx 


L—Xy 


+ Po = Ko(4o-+ Bo 2 a-1+ B12 a-2-+...). 


Les deux fractions continues coincident ici, comme ilrésulte de 
la relation de symétrie(1g). Ainsi 2» étant une racine de X, le dé- 
veloppement (ot Ky est une constante) 


/X 
(33) RiGee 


sobtient en supposant w choisi conformément a l’égalité (32). 
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En second leu, comme conséquence de la relation (29), nous 
voyons que, st /’on choisit y par la condition 


ie du ih dz 
— + 2p —=0, 
ax Soy 


en supposant p. entier et positif, la fraction continue (28) com- 


x 


mence par une partie symétrique et l’on a, suivant Végalité (20), 


Cheats 
Vv v =o 3 5 24 ae Bu-1 : Aya... 
3 Lita iY v 
(33 a) Meg. ee Fi | 
| + Bot oq +e B42 ao + Bi 34 +..% 


aio ee Wahi Cha Carpe nde 


La symétrie impaire, caractérisée par l’égalité (22 a), doit étre 
considérée comme définie par la condition que a+ 9 + w soit 
une demi-période; l’autre cas, ot celte quantité est une période, 
devant étre envisagé séparément. Ayant, suivant la relation (15), 


Vo Vey 


iP 


Vepey Vs 


” 


on en conclut, C désignant une constante, 


Vay a 
eo) 


eA) CL cee AX\) 


Fang 
es 


co == P= (COG 


Désignons par f ce trindme du second degré, 


f= VVo0 + p0(@ — yo). 
C’est done en mettant X sous la forme 
Raf eG a — 5 (ae 70)? 


qu'on trouve la quantité yo. D’autre part, d’aprés (25), ey +a+o 
est une demi-période; on en conclut cette autre forme pour la dé- 
termination de Vo 


Yo dz 


34) et faa 
(34) lL ic AN Ge 


Zo et x, désignent deux racines de X, différentes entre elles. 


Ce choix de yo n’apporte d’ailleurs aucun caractére qu'il faille 
II. 38 
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noter dans la fraction continue. Mais, en prenant y avec un indice 
négatif, nous trouverons une fraction commencant par une partie 
symétrique, comme l’indique cet énoncé : sz l’on chorsit y par la 


ie dx ° dx 
Te ou — 
x, ¥X x VX 
ou west entier et positif, ona cette forme de fraction conti- 


nue (22) 


condition 


~~ 


os, 
=| dy By tf ty—1—- 
Gy 3 ie ry ome 
(34a) Q? 
+ Bo: 4 + ee Oy t B, he + 


Dans cet énoncé, le signe de \/Y est fixé par le dernier élément 
de Vintégrale prise au premier membre; de méme, /X, en- 
visagé ici pour z infiniment voisin de ,a un signe déterminé, 
celui du dernier élément de l’intégrale qui figure au second mem- 


bre. 

A peine est-il besoin d’ajouter que la symétrie n’exclut pas la 
périodicité; ces deux caractéres peuvent se rencontrer 4 la fois 
dans les fractions que nous venons d’envisager. 


Développement de /X — /a2?. 


Supposons que l’argument c» soit égal a zéro ou a — 9, ce qui 
rend y» infini. Au lieu de l’égalité (26), on a celle-ci : 


1 — 8 Vaox? = 0; 
il en résulte, ala place de Pégalité (27), cette autre 


Kn, Vn 
W m—1 


= Pm—(V¥X —y/aoa?). 


Ainsi VX —Vanx? est la forme analytique qui remplace la 
forme générale (30) quand on suppose y infini. Dés lors, nous sa- 
vons interpréter les résultats précédents avec Vhypothése y = 00 
et nous ayons seulement a signaler le choix que l’on peut faire de 


can a ae 
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Vargument ~ pour obtenir la fraction continue correspondante. 
Il suffira de prendre = 0; oma, de la sorte, c; = — ¢. Mais ce 
développement offre un intérét spécial quand X est du troisiéme 
degré. Le coefficient a, est alors nul; il s’agit donc d’un dévelop- 


pement régulier de \/X en une fraction continue, conforme a la 


définition générale qu’on a vue précédemment. Nous allons nous 
y arréter. 


Premier développement de \/X, X étant du troisiéme degré. 


Au lieu de prendre = 0, il sera mieux de choisir w = — 2a, 
ce qui revient au méme, comme on le sait par la régle (13) d’addi- 
tion d’une constante a l’indice. C’est alors cy qui est nul, ¢ étant 
nul lui-méme. 

On trouve ici la symétrie pazre (32). En appliquant done la for- 
mule (33), nous avons 


X 

(35) EN ee aa Ve 

Ko 

Ce développement est périodique quand 2ra est égal a une pé- 
riode. Mais il faut ici faire une distinction : si le produit de a par 
un nombre impair est égal a une période, l’égalité (6) a lieu; on 
se trouve dans le cas exceptionnel qui comporte un changement 
de forme pour la fraction continue, et que nous examinerons 
page 599. Nous devons, pour le moment, exclure cette hypothése 
et supposer ra égal a une demi-période effective. Quand iI en est 
ainsi, la période de la fraction continue est symétrique. Suivant la 
parilé de 7, on trouve l’une ou l’autre de ces deux formes, a symé- 
trie double : 
/x 


Ko 


Fay + Byi a+... + Bp 1 &p—1- 07 2 ay pee 
a a7; 


+ O25 Apart... + Bri %o + Bri ow 


| 
a 
(52) | ig a 


: 


1 . 
iG dag t Bria... +Be-41 2 ar-i1t Be: 


+ O23 apt... + Bplay + By tay t+ 
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Développement de //X, X étant du quatriéme degré. 


Supposons maintenant a+ 9-+ =o, ce qui caractérise le 
cas exceptionnel. L’égalité (25) donne c,= a; done y;= § et, 
suivant (28), 

UR eA Bane 
A= VV ei 5), = B= Ky o£) 6.. 


A est un polynéme du second degré; mais il est composé: préci- 
sément de l’ensemble des trois premiers termes du développe- 


ment de \/X suivant les puissances ascendantes de 2 — &, comme 
son origine le prouve et comme le montre aussi la composition du 
numérateur suivant, B, qui contient le factear (x — §)®. Nous 


avons done ici un développement régulier de \/X, ot chaque ré- 
duite doit avoir un numérateur de degré supérieur, de deux uni- 
tés, au degré du dénominateur et fournir la plus grande approxi- 
mation possible. Dans les développements précédents, la différence 
des degrés était seulement d’wne unite. 

Pour connaitre la liaison entre A et les quantités ~, considé- 


rons l’égalité 


Kivi; . ¥X+y¥ 


et, nous souvenant que l’on a, dans ce cas exceptionnel, 
Vo = % Vy = po(@—E)V,, 
concluons d’abord 


K, V;, 


to Vy ea ae 


Prenant maintenant la fraction continue (23), en la faisant 
commencer au terme «@’, nous en déduisons 


Pas 


re t Bison a+ 63! Ch ea Ne 


VX VY + 04(@—E) 


Par comparaison avec le développement précédent, mettant C, 


CHAPITRE XIV. — FRACTIONS CONTINUES. 597 


lieu de 5 
au Jieu de j—» nous conclurons 
1 


(37) CVX =4a'+ t852ae+ By: ag. 


Quand 7r(2a@-+ ¢) est une période, la fraction continue est pé- 
riodique; sa forme nous est déja connue par les développements 
(24), dans lesquels il faut mettre, au premier terme seulement, 
<a’ au lieu de a’. 

Le cas r = 2 offre une exception, mais le développement (244) 
donne immédiatement, pour ce cas, 


ey Nees ie 8 tee, 


et l’on voit qu’on l’obtient en mettant X sous la forme 
(38) lt Koa? th Ce =) B= c(7 —&)'; 


ou a désigne un polynéme du second degré. 
ett. poeean 
Pour le cas 7 = 3, nous avons, d’aprés (24 a) et (37), 


CoV Kats ee pet Oo ce Cy x) 


ce qui donne cette expression de \/X, 


20 VX = 4/224 4ehs =; 
2 


montrant que a! est divisible par a). Désignons par p, q deux bi- 
némes du premier degré, dont l’un sera a, et dont le produit sera 
pq. On voit que l’on résout l’équation (31), avec r= 3, par rap- 
port a Vinconnue &, en mettant X sous la forme 


(39) X = p*q?--p( 2 — &)°. 


Semblablement, c’est en mettant X sous la forme (38) qu’on 


trouve V’inconnue € de la méme équation (31) pour r= 2. 

Cette théorie des fractions continues fournit ainsi un moyen de 
trouver les formules de la multiplication de l’argument. Mais il 
n'y a pas lieu de s’y arréter. 

Pour le cas r = 3, a la forme (39) de X répond la fraction sui- 
vante : 


Cae S= po (eh og at apg te = Pp iog .... 
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La supposition ¢ =o donne 


X= p?q?+p, 
VX =pa+ii2g+ii2pg+ii2get.... 


Elle répond a la supposition que 3¢ soit une période. On peut vé- 
rifier la forme de X comme il suit. On a [t. I, p. 118, éq. (49)] 


— X =(2?— 3pe)?+ 2(2zp’v — p’e), 


Dans le second membre, les deux termes ont une racine commune, 
d’aprés la condition 


b3(¥)= Spo p?e— 7p? =o, 


en sorte que X a effectivement la forme p?q?-+- p. 

Revenons au développement (37) pour le cas ol r(2a+ 0) est 
une période, 7 étantimpair. D’aprés la supposition a+¢+ w=o, 
Pégalité (25) donne 


2Cm+- 0 =(2mM—1)(2a+ 9), 


ce qui sera une période si l’on prend m= 4(r +1). La quantité 
ym correspondante est donc une racine de X. Ainsi, dans le cas de 
périodicité avec un nombre pair (7 —r1) de termes a la période, la 
fraction (37), commencée différemment, fournit l’un des dévelop- 


pements (33). 


Second développement de \/X, X étant du troisiéme degré. 


Les résultats du paragraphe précédent s’appliquent au cas ot X 
est du troisiéme degré. C’est donc un second mode de développe- 
ment pour la racine carrée d’un tel polyndme. 

Dans le cas de périodicité, avec 7 impair, la remarque faite en 
dernier lieu s’applique ici. Mais Pune des racines de X étant infi- 
nie, il convient de distinguer le cas ot ym est cette racine 
méme. Il se présente effectivement si ra est une période. Soit 
k= 3(r-+1). La fraction (37) ala forme périodique (24) 


ae 1 
(4t) es CVX sepa st Ohta id cea res 
+O sagt sap t...tibgiagt.... 
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L’égalité (25), oh ¢ est nul et w=—a, donne c,=ra=o,; 
donc 
a I be Vie Vea 4 Vie 
( 42.) = ORs VR SP eed eee 2 2 
Lp Vie ae be 


De la, suivant le développement (12), on conclut 
(43) Vx = Py Kyt: a, + Bie 8 ey pat 6 OI tBo: a! EiGpes Ciao pdb 


Aux deux premiers termes prés, c’est la fraction continue précé- 
dente, commencée au milieu de la période; c’est, en méme temps, 
comme l’indique sa forme, la fraction que fournirait le premier 
mode de développement. 

Dans le cas 7 =3, les deux fractions continues coincident 
complétement. Cette singularité n’est pas en désaccord avec les 
deux formules (41, 43), que Vhypothése k= 2 met en défaut, 
comme on le savait déja pour la premiere. 

D’aprés les égalités (36, 42), nous avons ici 


i ae ee ee K,@ 
i \ eo Vey 
anata en 


ce qu’on peut écrire sous la forme 


VX+ V/V c(a@—t) (VX +.) 
ogre X— 9} 


pour en conclure 


X = i+ oe —t), 


c étant une constante et o2 un polyndme du premier degré. Nous 
avons, tout a l’heure, trouvé la forme (39) pour l’hypothése 
6a =0; on voit maintenant que, pour obtenir le cas particulier 
3a=o, il faut supposer p réduit a une constante et prendre 


(43 @) X = g?+(a#—6&)3. 


On a ainsi l’unique fraction continue 


YX =g+(x%—!)8:ag+(ex—iioags.... 
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Retour aux polygones de Poncelet. 


Le polygone X étant supposé du troisiéme degré, envisageons 
W@abord le premier développement (35). Soient G, et H, les deux 
termes de la ni*™ réduite. En développant suivant les puissances 
ascendantes de 2 — , ona 


Ge Hy Kien sae ere 


G,, est du degré n, H, du degré n —1. Mais, si (2k —1)a@ est une 
période, la fraction prend la forme (43); le numérateur ¢2, 
qui apparait au rang k—1, montre que la réduite de ce rang 
fournit une approximation exceptionnelle et que l’on doit avoir 


(44) Gpru— HyiVX = p(@—Epe-i+..., (2k—1)a=0, 


Gy_, et Hy_, étant de degré k—1 etk—a. 
Le second développement (37) donne, de méme, 


Gt Vee ig ee 


G, étant du degré n +1 et H, du degré n —1. Mais, si 27a est 
une période, la fraction prend la forme périodique et la réduite 
de rang 7 —1 fournit une approximation exceptionnelle, en sorte 
que Yona 


(45) Gry Hey VX = plat) i ora, 


G,_, et H,_, étant de degré r et r— 2. 

Ces deux conditions (44, 45) sont précisément celles que, au 
Chapitre X (p. 389), nous avons, d’aprés M. Cayley, données 
déja pour l’existence des polygones de Poncelet ayant, soit 27, soit 
2k—1 cédtés. Dans Panalyse que nous rappelons, les notations 
étaient s et F(s), au lieu de x — Fet X. 


Calcul des quotients incomplets. 


Nous possédons une expression analytique générale des quo- 


tients complets; c’est, pour la fraction (12), V,, : V,,;- Cest 
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done un calcul bien facile que celui des quotients incomplets 
et des numérateurs (,,. Pour obtenir «, la méthode naturelle est 
de développer Vn? Vm_1 suivant les puissances ascendantes de 
u-+a--g et de prendre les deux premiers termes. 

Pour abréger l’écriture, posons 


24-7 =6 


et observons que le second facteur du numérateur (1) de Vy», 
quand on y suppose u = — a — 9, devient 


o(mb—a—p—w)=o[(m—1)b+a—p]. 
Voici les deux premiers termes du développement : 


Vin Cm o2(2a + ») o[(m— 1b+a— w| 


Vin Gm1da o(a+)o[(m—2)b+a—w] 


[r+Rp(u+at+e)+...], 


Rm=—+C[(m—1)b + a— #] 
—C[(m—2)b+a—w]—2f(2a+0)+C(a+)+ Ca. 


En réunissant'un terme — ((2a@+9)=— Cb avec les deux 
premiers et un autre avec les deux derniers, on peut écrire R sous 
Vune ou l’autre forme 


1 po—p [m—2)b+a—w] —1 pa—pi(a+?) 


aaa pob—pl(m—2)b+a—w) 2 pa—pl(a+pe) 


Pep 0 a Pl =a )) Oe ae Ipa—p(a+y) 
2 pb—p[(m—1)b+ a— w} 2 ee 


Soit posé 


Gao m 
Dm = Cm» o[(m—1)b a w] [= a a : 


ov 
en se souvenant de la relation 


ov0(2a-+ ¢) 
pa—p(a+e)= paige =0)s 


on peut écrire Yexpression de Vin? Vm_; sous la forme suivante : 


ve = eae [pa—p(a+e)][1+Rn(utatv)+...]. 
w-A m1 
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Les deux premiers termes de ce développement doivent coinci- 
cider avec les analogues dans #», savoir (2) : 


4m = Am Um (2 a Sa) = Am Um[p (a + v)— pal(u == Oa g). tee 
De la se conclut 


Din 


(46) am = H [pa—p(a+e)—Rnp(4— 2a)]- 
m—1 P 


Pour obtenir @,,, considérons l’égalité (3) et rappelons-nous 
qu’elle a été établie par cette condition que %»Vim_1—-+ Pm Vm—2 
doit avoir la racine u =a, multiple d’ordre supérieur a 2m —- 3. 
Nous enconcluons donc 


Cin—1 o[( m —1)b Se | : 
” Cm-20[(m — 2)b+a—wl]sacia+y)’ 


Ym[pa — p(a+ e)P=—2 


puis, en y remplacant \m par expression qu’on vient de trouver, 
introduisant D,_, et D»_», au lieu de C,,_, et Cpr_2, 


—vm[pa—p(a+-’)|] 
Dyncovcdb o|(m—1)b+a—w]|oc[(m—3)b+a—vw] 


~~ Dm» F2a 62 (a + ¢) 026 o2|[(m—2)b+a—w| 


Les deux facteurs du second membre sont transformables en 
différences de fonctions p. Cette transformation faite, il reste 


1D 5 
(47) Yn = i p{(m—2)6-+- a— w] — pe}. 
Dn—2 


Nous avons mis en évidence des facteurs Dn, D_,, Dm_2; ces 
facteurs doivent finalement disparaitre. Posons, en effet, 


D» Dim “ 
am = F—— Am) Bm = Vip = Dea Ww m3 
De, Dn—-2 


Péquation récurrente (3) devient 
Um = Un Uma1- bn, Ue: 


On voit done qu’en mettant, dans les fractions continues, a» et 
b,,, au lieu de a, et Bos OM multipliera ainsi ces fractions par des 
facteurs indépendants de la variable x. Ce sont done ces quantités 
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ee : ee 2 ‘SS isd 
qu'il convient d’envisager et, d’aprés le calcul précédent, voici 


leurs expressions : 


(48) Um = pa—p(a+v)—R»p(x — 6), 
bm =| p[(m—2)b+a—w]—pb}(2—€). 


On remarquera que, ayant posé 


VX = Va [pu—p(u+)], 


si l’on désigne par & la valeur de X ot l’on fait 2 = §, on peut 
écrire (1, sous la forme 


(49) Qn = (/= = Ryn (@— =). 


D’une maniére générale, la fraction continue (28) devient, avec 
ces notations, 
/X ca Ces 


© =o 
( 2 RA ae ; 


D3 ta Bet mre t+ bmi... 


Considérons la fraction (33). On y détermine immédiatement 
le coefficient constant qui reste au premier membre; il suffit, a 
cet effet, de considérer expression (49) de a). D’autre part, la 
valeur particulicre de , qui convient a ce cas, est donnée par 
Pégalité (32); il en résulte que, dans les expressions de Ry, et O7, 


ona 
(m—2)b+a—w=(m—}¥)b. 


Avec les coefficients a, et b,, ainsi particularisés, on a 


6¢— Ho bY 


1 . . \ 
sMo byl dy + bo idat.... 
Dv — Zo) aX ° 


En outre, d’aprés l’expression de b,, et par la double forme de 


R ona 
my 
Ap = Im, bi» = by m 


il en résulte que la symétrie du développement (33a) n’est nulle- 
ment altérée : 


Vay 


Pais 


=O + bS dua by 1 + du-et...4 by ido t+ byiay+.... 
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Dans le cas ot y est défini par la condition (34), on a, pour 
a+v-+, une demi-période 6 et, par conséquent, 


(m—2)b--a—w=(m—1)b—6, 


Im = W—my, bin = bom. 


La symétrie impaire du développement (34a) apparait sous la 
forme 
JX—VY 
ee 


= A+ Di ay bys Oya... bg 2 Oy + by 2 y+ bg e+. 


Si on veut supposer € infini, on posera 
Um = (§— 2) dn, by» = (E— x)* bi. 
Les valeurs limites, pour —E= , sont les suivantes : 
r / 
ie J ORME S Of Bom TOY NO a 
J pl ) ] pe eee 


2 De pln 2) wl ay 


b',, = p[(m — 2) e — w] — pe. 


C,—=— 2 pea 


Ces coefficients remplacent a, et b,, dans le développement 


r r 


général (50). La formule (51) se change ainsi en la suivante : 


Si le polyndme X doit se réduire au troisi¢me degré, il faut 
prendre ¢ infiniment petit; on posera, pour ce cas, 


Gn = — PU a6 bin = ess 
avec ces valeurs limites 


(52) a,=p'a+R,p(#—$), bn =| p[(2m—3)a—w] —p2a} (w—b)?, 
_ 1 pr2a—p'[a2m—3)a—w] 1 p'a = 
hoe p2a—pl(am—3)a—@) | 2 pia’ ge Sa tas 2 


Si, dans le polynéme X, on a réduit le coefficient de x? al’unité 
négative, la fraction (51) acquiert cette forme 


E— a2 = 
ee Xe gh Wg) ee =—2a+6 
aaa 7 A poy (w 2a+@). 
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Il faut ici prendre, conformément a Végalité (32), 2w = — 4a, 
mais en observant qu’on en doit conclure = —2a+6, non 
pas w = — 24, sans quoi l’argument co ne serait pas égal a une 


demi-période. En le rendant égal 4 une période, on obtient le dé- 
veloppement (35), qui prend ainsi la forme 


2 et 4 
(53) re eb pen ee (vw =— 2a). 


Nous avons enfin a envisager le cas a + 9 + = 0, qui donne 
lieu au développement (37). Soit ¢ un infiniment petit, que nous 
mettrons d’abord a la place de a + » + 9, en sorte qu’on ait 


(m—1)b+a—w=mb—s, 


ce quirend D, infiniment petit, Ry et Ry infiniment grands. Soit 
posé 
pa— pia e) | 
pa—plat+er) | 


af; 
en employant successivement les deux formes de R», on obtient 


Ree Reape pig h 
2 pb—pe 


aa D, j= IIS 


et ’on en conclut 


; ; b 
lim(Ro-+ Ry +2/f)= lim pac = 0- 


1 p?b—pe pte+ pb pe+ p?b—7 & 
Ro+ Ri — ya : 
(Ro+f)(Ri+/f) 4 (pb =pey? pe— pb 


D’autre part, l’égalité (47) donne 


et de ces deux derniéres résulte 


Spb pe—i & 
? 


1 D_, 
(Ro+f)(Ri+f)4 “pe Oey Say 


DZ : 5 
lim (Ro Ry >") =—3pb + f?. 
1 
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L’égalité (46) conduit a 


= PY [pa —pla+e)—Ro(e—2)I[pa— p(a+o)— Ril —2)]- 
= 
Ayant d’ailleurs 
Bi = vy (ev — £)?, 
nous obtenons ~', suivant la relation (g), de cette maniére 
D ‘ 
a’ = lim(aa1+ 61) = p~-| [pPa—p(a+)P+2/[pa—p(a+e)](7—8) 
al 
ae JP 3 DO) Ee ar 


On a aussi 


Ds : 
TE SR Tyla ta 2) Roe One eee 
Ds 
aes 2 en Seah 
= eee E38 p'd. 


En posant 


| a=[pa—p(a+e)}? 
(64) .4 , “+P e@=—p (a4 0) Met)? sp h)a at), 
| b =—(x%— £)*p'b, 


on obtient le développement (37) sous la forme explicite 


oe Sar eat : ‘ 
(66) — VEX = Seb ieee ie aes, 
: 2a 


ot on devra se souvenir de remplacer, dans les expressions des 
coefficients, (m — 1)b-+-a—w par mb. 


Un calcul facile, et que l’on pourra faire, a titre de vérification 
) q p ? ? 
donnerait directement les premiers termes du développement du 
premier membre (55) suivant les puissances ascendantes de x —&. 
Ces premiers termes doivent fournir +a. Pour effectuer ce déve- 
p 2 
loppement, on mettra le premier membre sous la forme 


z[pa—p(a+e)|[pu—p(u+)], 


et lon développera suivant les puissances ascendantes de u — a. 
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Formules explicites pour le développement de \/X. 


Nous avons trouvé, sous une forme remarquablement simple, 
les expressions elliptiques des quotients incomplets. Pour revenir, 
de la, a des expressions algébriques, il faut employer la théorie 
de la multiplication de Vargument, qui exige, jusqu’a présent, le 
calcul de proche en proche. Mais, pour que le probléme algé- 
brique soit entiérement résolu, il faut que les éléments de ce cal- 
cul soient dégagés de toute formule elliptique, comme nous 
Pavons fait, par exemple, a propos des polygones de Poncelet. 
C’est ce que nous allons encore faire ici, nous bornant toutefois 
au développement de \/X. 

En posant 


(x—i=s, pa—p(a+ov)=P, 
(56) Qn = P(Ui— 97S), by, = P20 5%, 
v= P20 915 + F257); N= OG SO, 


nous mettons la fraction continue (35) sous la forme 


(57) |) =(1-+G15 + ge8*) + q3533(1— 925)+ 9357: (1 —O38)+.... 


Demandons les six premiers coefficients au calcul direct : 


pes 
/%X : yl 

V me SIF 18 ga + G3 + US PH + gest +..., 

es 5 Ws?W7s § if, 

Ce eee ee ee 


q3 Ft 9895 qs 


Quant aux coefficients g, on les trouve par l’extraction d’une 


racine carrée : 


4 Apis + 6 pss?+ dpss+ prs, 
qi = 2/71; 72= 3p2— 2P7, 
(59) ds=?Ps—6Pipat 4pi,  Ge= Pr — 1 93— 2 Ts 


Fs=— M1 9e— F293) Ge=— 273 —M198— 129° 
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Revenons maintenant aux expressions elliptiques des coeffi- 


cients. Suivant la valeur actuelle de m, ona 


ER reel 000) 
Da es a pb. = nim =m) * 


ce qui peut s’écrire aussi [t. I, p. 118, éq. (47)| sous la forme 


p” b T [ 
of) Olea pe 


(60) Rm+f— p(m—1)b6 — pb|(pmb — pb). 


En introduisant la fonction y,, (t. I, p. 102), on conclut 


li L 
Rin f— p’ b er. I UmUm—s Um+1Vm—1 oe, Yn—2 Ym | pbx. 


apb = pb Vin—1 Vin Ym—1 Ym 
Les expressions (54, 56) de b donnent 
2p'b =— P?q3, 


par quoi l’égalité précédente devient 
£ 


\ 2. Pp b Ym—-1 Ym 2 


En y prenant m = 2 et retranchant membre 4 membre, on ob- 
tient 


wl 


Wim Ba Ym—2}m-+1 (2) 
° Ym—1 Ym 2 


ou, suivant la premiére égalité (58), 
af 


(61) ee qu eet 
} qT3 Ym—1 Ym 2 


Les expressions (48, 56) de b,, donnent aussi 


10 


ry a . 3 
(62 ) 0n=— = iS (2) "i 
{im—1 2 
Ayant introduit ainsi les seules fonctions y, on n’a plus a con- 
naitre que les deux premiéres, Ys ety,, pour obtenir toutes les 
autres et, par suite, les coefficients 2m, Im. Posons, comme au 
tome I (p. 103), 


Dae WA Yi—=tia5 


CHAPITRE XIV. — FRACTIONS CONTINUES. 609 


en faisant m= 3 dans les équations (61, 62) et recourant aux 
expressions (58) de 4; et de ©3, nous trouvons (') 


| os 4(9393— 9?) 
, : : 
) q3 
| ya AGE Yo 393d dst 292) _ 2(9u-+ 9193)(92— 9395) 
; qs q3 


(63 ) 


En résumé, pour obtenir le développement 


+ 6 095244 34 4 
(64) | V1 4Pis+ Opas 4 pss Pus 
= (1+ 918 + G28?) + G38? (1 — 925)4+-0352: (1 —O35)+..., 


on calcule les quantités y, par les formules récurrentes (t. I, 
p- 103), qui donnent successivement 


Wy == 1h Ne i SS SN, 


Ces quantités servent 4 composer les coefficients 9, et 9,,.; les 
coefficients g sont d’ailleurs donnés par les égalités (59). 


. . . . T 
Si l’on veut supposer € infini, il suffira de changer s en me Ona 


donc le développement 


Va 4p, x3 + 6pox?+ 4p3@ + py 
= (#2 + g1@+ Jo) + 93: (L— $2) + 93:(@— 93)+..., 


avec les mémes coefficients que dans le développement précé- 
dent. 


(*) De méme qu’au Chapitre IX, désignons par W et H le polynome X et son 
hessien, en y mettant la variable €, On a ainsi (p. 360) pb =— H: W. La lettre 
T représentant le méme covariant qwa la page 361, on trouve alors 


__ (3Ht— $C, Bow? 3C, HW — 4 CPW) 
or (@T) 


Cette forme de x, comparée a celle du texte, fournit, pour les covariants, des 
expressions simples par les coefficients g. On trouvera de semblables expressions 
dans un Mémoire intitulé : Formules d’Algébre, résolution des équations du 
troisiéme et du quatriéme degré, par M. G.-H. Halphen (Nouvelles Annales 


de Math., 3° série, t. IV; janvier 1885). 


Il. 39 
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Cas ot X est du troisieme degré. 


Les formules qu’on vient de trouver s’appliquent, sans aucune 
modification, au cas ot X est du troisiéme degré. Mais on peut, 
en ce cas, présenter ce méme calcul autrement. 

L’argument b est égal 4 2a, puisque ¢ est nul. Considérons 
alors les fonctions 7 pour l’argument a, au leu de l’argument 2a, 
et, afin de les distinguer, mettons y,,, au lieu de ym; x’ et y’, au 
liew de x et y. Nous avons déja calculé x’ et y’ au Chapitre X 
(p. 387) pour le polynéme mis sous la forme 


53 — kys? + kas — ks, 


et nous avons trouvé 


x — (4th — ke? ya bhikeks— ke — 845 
: atk ‘ z 23 k3 ; 


En posant 
ie nee Se eee hy pe u 
a Se ag LOE 


nous ramenons le polynéme a la forme (64) employée ici. Ces 
changements faits, on obtient 


q3 (pes 73 


, y=-—-—-. 


(65) i = 
8 P3 2 P3 


On peut, par cette voie, retrouver les expressions (63) de x et 
de y avec la simplification qu’y améne l’hypothése p,—= 0. Suivant 
un théoréme de la page 106 (t. 1), ona 


x! ( y’ a) x’ es. y2 3 
— y3 > 


(tx) (ov) vv2 (ax! y's y'8) (exe) 
yh a a y'4 I. 


Le lecteur pourra faire cette vérification, en vue de laquelle la 
derniére formule est spécialement préparée. 
Suivant le théoréme de la page 106 (t. 1), on a généralement 


m2 —1 
Sana! one 
Ym = Yom¥ : } 
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les égalités (61, 62) se transforment donc en celles-ci : 


. 
{4 r ! r 

qui, 2Yam—1Yam+e 0 Yom—14 Yam 
Om T Re eee ae | ame 


7 7 : ; P 
q3 W3Y2m—2 2m Neue 


S 
wool 
. 


Telles sont les formules que l’on peut adopter pour le dévelop- 
pement de la racine carrée d'un polynédme du troisiéme degré, sui- 
vant l’égalité (64). Il conviendrait assurément de leur préférer les 
précédentes, qui font intervenir x et y, au lieu de x’ et y’. Mais 
ces derniers éléments sont nécessaires pour l’autre mode (53) de 
développement. 

Les fonctions de multiplication Um vont maintenant s’appliquer 
a Vargument a. Voici d’abord une formule qui va servir. On a 


p2a— p(2m—1)a= pa— p(2m—t1)a—(pa—pa2a) 


hy vom vam—2 Us - 
2 D2 
V3 m—1 2 


d’aprés légalité (15) dela page 102 (t. 1), on en conclut 


bom—3 vom+1 


p2a—p(2m—i1)a= ; 
at oat VEVEnt 


Pour le cas du développement (53), nous avons ainsi (32) 


M 
” Yam—3 Y2m+1 F\9 
Vin = xv 5) 


2 h2 
v3 V3 m—1 


et, par une transformation analogue a celle quiadéja été faite (60), 


R pa p’2 Aes ve m—3 ve mM+3 
T i J, 
Ne apa 2p'2a Pp 2AV$Vam—1 Vom+4 


T 


Les égalités (29) et (47) du tome I, Chapitre IV (p. 107 et 
118) donnent 


pa pla+p'2a a 


p’2a 2,2 
eee 22 
ae Raa ie 
pa pa—p2a Die Op. 


— . 
/ U 4 
p2a p2avs 


(pa—p2a)?=— 


De ces deux derniéres résulte 


= 


2m—-3 vom+s ) 


2m—1 vem+1 


Kel 
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ou bien, suivant la méme formule (15) de la page 102 (t. 1), 


Ree pa Be I Vibe V3 m a eae voV3 m is 
7 = 7 See 
‘4 pa p 2avs vem—1 Vom-+1 Vom—1 Vem+1t 


Il ne reste plus a faire que des transformations trés simples, toutes 
semblables:a celles qu’on a vues précédemment, pour obtenir les 
formules suivantes : 


VI+4p18+6p28?-+4p38° 
= (I+ 915) + Gos?23(1— 95) + 9,57: (1 — 945) +..., 
r 1 2 al 2 oA 
Yom-—-3 Yoam+1 »3 eae er {2m 3 
ee Cnt U1 =~ Pe 
{2m—1 Yom—1 Yam+1 


Expression générale des réduites. 


Dans la fraction continue 
(66) But ay Butt? uta -.-+Bim i &m+..-; 


la réduite G»:H», que Von obtient en s’arrétant au quotient in- 
complet #», se calcule, comme on sait, au moyen de |’équation ré- 
currente (3), appliquée séparément a Gy, et 4 H,». De plus, cette 
loi de formation commence dés le début, si l’on suppose deux 
z et ¢. Si donc on détermine quatre 
quantités a, b, a’, b’ par les équations 


premiéres réduites fictives 


aVu-2+ a'Vu-s =e bVy—-2+ b'Vu-2 = ©, 
aVu-1+ @ Vu-1=0, ONG et b'Vu-1 = I, 


les deux réduites fictives seront 


aVy-2+ a! Vu» aVy-1+ a Vu 
7! ? ry! 
BVuaa-+ B' Vues bVu-1 + O'Vu-1 


ct, par conséquent, la réduite générale S,, s’exprimera ainsi : 


a aVmta'V', 
Mm bVn+ O'V', 
Les équations ci-dessus donnent 


a’ Vu— a Vi b Vu» 
6 The = ee ed i pune J = es 
( 7) b Vu-2 ) b Ne A ? b! Vv 
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En posant 
Vu-1 Vax = 
= P Ox epee toe P Ory X 
Vu-2 Q V D) Vv) = Q V ? 
v 
on aura cette expression de S,,, 
_ 14% ae 
(68) Sm=P+QyYX yo = P+ QVX Sm. 
5 
NS 


La quantité P + Q \/X est précisément celle qui est développée 
par la fraction continue (66) considérée, comme il résulte de 1’é- 
galité (11). De cette quantité elle-méme, on déduit ainsi la mi*™* 
réduite en multipliant le radical par Ja quantité fr, 


f kee Gligug hhm Renee Vin 
Ya ? nn re 
1—A hin ee 


ou A est une constante. C’est donc en faisant cette méme opéra- 
ton qu’on aura expression générale de la réduite pour les di- 
verses fractions continues qui ont été considérées ici. Celles no- 


tamment qui servent a développer /X ont pour réduite iN es 

La formule (68) est encore valable pour les fractions du cas 
exceptionnel. On doit seulement supprimer la réduite S,,, en 
méme temps que le terme V» est supprimé. 

Cette formule (68) est en défaut pour certaines valeurs de z, 
notamment quand x deyient égal a une racine de X. Elle se pré- 
sente alors sous une forme indéterminée, due a la coincidence de 
V’ avec V. Nous ne nous arréterons pas a lever cette indétermina- 
lion, ce qu’on pourrait faire en calculant la partie principale de 
V — V’. Un autre cas plus intéressant est celui ot' lune des deux 
quantités V2 ou V,_, est nulle, ou, par conséquent, une des 


deux quantités P + Q\/X est infinie. Comme on a 


: ~_ vVX=VY 
Bee OV Rarer? 


(69) 


( 


a = Vie Vu-1 
sl Vu-2 = 0, c’est-a-dire v = y et /X is VAs Sm=— ; eat € —-— > 
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on voit qwil s’agit ici de ’hypothése «= y. Pour ce cas, on 
trouve 


; a. © Wak. Vu 
si Vu—2 = 0, c’est-a-dire x = y et VX=VY,. SU ee le ( = 


Notions générales sur la convergence. 


L’expression (68) de la réduite attire immédiatement l’attenuon 
sur.le cas ot la quantilé h,, peut devenir nulle. Quand il en est 
ainsi, laréduite est égale ala fonction qu’on développe, P+ Q /X. 
Si, au contraire, 2, devient infini, la réduite est égale a la fonc- 


lion conjuguée, P — Q\/X. Ces deux circonstances sont caracté- 
risées par les conditions suivantes : 


liz = Or pour U-=-m(2ea-+-9)— wy 


(70) 


hn =, pour w—n(2a+v)+o+w=o. 
Elles peuvent se rencontrer en méme temps, sil’ona 
20 -+y=(m+n)(2a+ 9), 


ce qui est justement la condition de symétrie (17), donnant lieu 
aux fractions continues (33a) et (34a). Les deux réduites en 
question sont alors de part et d’autre par rapport au centre de sy- 
métrie; cette circonstance ne peut donc se présenter dans les 
fractions (35) et (37) qui servent A développer \/X, et qui com- 
mencent au centre de symétrie. Mais, dans ces derniéres frac- 
tions, la méme circonstance vient s’offrir, s’il y a périodicité. En 
ce cas, on le voit, il y a des valeurs de uw, de x, par conséquent, 
pour chacune desquelles les réduites sont périodiquement égales 


a /X, tandis que d'autres réduites, périodiquement aussi, sont 
égales 4 —\/X. Ainsi, dans les fractions (35a), si l’on prend 
u = 2na, les réduites de rang n, n+ r,n+a2r,... sont égales 


a —\/X, tandis que les réduites de rang r —n, 27 —7,... sont 
égales 4 + \/X (dans l’évaluation du rang de ces réduites, ona tenu 
compte de ce que Ja premiére est $a). Dans la fraction (37), si 
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r(2a-+ ¢) est une période et que l’on prenne u de telle sorte que 
hy soit infini, les réduites de rang n, r—1-+-n, 2(r—1)+7n,. 
sont égales A — \/X, et celles de rang r—1— 7, a(Pi— 1) ==, +: 
égales A +\/X. Il faut observer que l’on doit écarter ici les cas 
ou les rangs des deux classes de réduites coincideraient entre eux; 
on aurait alors, suivant (70), 2u-+ = 0; \/X serait nul; mais, 
on l’a dit précédemment, la formule (68) ne donne pas immédia- 
tement S,,. Ainsi, la fraction (40), ot ’on a r= 3, ne présente, 
en aucun cas, cette oscillation des réduites. 

Nous avons donc un cas, nettement défini, celui de l’oscillation, 
ott l’absence de convergence est bien claire. I] se présente dans 
les fractions a période symétrique et pour des valeurs particu- 
liéres de x. Ces valeurs de x étant réservées, les fractions conti- 
nues périodiques convergent, en général. On a, en effet, 


SS DORS= 0. 


on n= | 


s(a—u) ]2?"%-1 o(mb—w+u) 
| (nb wae) 

Si vb est une periode, Wp, hms, Rmior, ».- torment une pro- 
gression géométrique. Les quantités h,, se réparlissent donc entre 
quelques progressions géométriques (en nombre r ou r—1), de 
méme raison, dont les termes, sauf pour des valeurs particuliéres 
de uw, deviennent ou infiniment petits ou infiniment grands. Ainsi, 
en général, dans les cas de périodicité, les fractions continues con- 
vergent vers la fonction ou sa conjuguée, sauf pour des valeurs 
particuliéres de z. 

Au contraire, lorsque b = 24+ 9 est quelconque, les fractions 
continues ne conyergent point, et cela quel que soit z. On peut, 
en effet, trouver m de telle sorte. que mb—w--u ou 
mb — w—u—v soit aussi voisin d’une période 2nw-+ 27’! 
que l’on voudra, n et nv’ n’étant point donnés. Il y a donc indéfi- 
ment, pour i», des valeurs aussi petites et aussi grandes que l’on 
voudra, et S,, ne tend vers aucune limite. 

Mais, si b, sans étre commensurable avec une période, est, avec 
une période, dans un rapport réel, la convergence apparait. C’est 
ce qu’on va faire voir en se bornant, pour étre plus précis, au cas 
ot le discriminant est réel et positif et 6 réel. 
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Etude de la convergence dans un cas particulier. 


Si, dans l’expression (71) de h», on considére la somme des 
carrés des arguments des fonctions ¢ du numérateur et qu’on en 
retranche la somme des carrés analogues du dénominateur, on 
obtient une quantité indépendante de m: 


(2m —1)(a—u)?-+(mb— w+ u)? 


(2m —1)(a+u+)?—(mb—w —u—v)=2(a—w)(2u+ 9). 


Si donc on met Sj, au lieu de ¢, il y a simplement a diviser 
chaque argument (t. 1, p. 251) par 2w el a multiplier h,, par un 
facteur exponentiel, indépendant de m. Il s’agit de reconnattre 
comment varie h,, avec m; on peut donc faire abstraction de ce 
facteur. 

La substitution de 3, 4 ¢ a pour effet d’introduire des fonc- 
tions ayant la période 2w. A l’égard du second des deux facteurs 
qui composent h», sil’on met, a la place de mb, une variable ¢, il 
suffira donc d’envisager, pour ¢, les valeurs comprises entre zéro 
et 2. Il est, dés lors, évident que, st la partie imaginaire de 
w+utye west pas nulle, le second facteur de hm (aprés sub- 
stitution de S, a 3) conserve toujours une valeur finie, au mo- 
dule de laquelle on peut assigner une limite supérieure et une 
limite inferteure. Le cas particulier, o1 w+ u-—+ ¢ est réel, est 
plus difficile. Nous savons déja ce qui se produit quand 5b est 
commensurable avec la période 2w; la difficulté disparait alors : 
il faut done supposer 6 et w incommensurables entre eux. La 
théorie arithmétique des fractions continues nous apprend (t. I, 
p- 496) que l’on peut trouver les entiers m et n, de telle sorte que 
mb + 2nw — ~ —u—v approche de zéro autant que l’on vou- 
dra. On peut donc, dans tout intervalle réel, si petit qu'il soit, 
trouver une valeur de w + u-+¢ telle que, dans un rang supérieur 
aun nombre M donné, si grand soit-il, on rencontre une réduite 


rigoureusement égale 4 P — Qy/X. C'est, en effet, la valeur de la 
réduite quand h» est infiniment grand. Au dela de ce rang, il ya 
ensuite des quantités »,,, en nombre indéfini, ot! le second fac- 


teur est supérieur a toute quantité donnée; mais il est comparable 
a m?, 
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Examinons maintenant le premier facteur de h»; c’est la puis- 
sance (2m —1) de la quantité h, 
Sr == b 2a+0 b 2Uu-+— 0 
“yp ue De, ees 
4w 4 4o 
Par hypothése, 6 est réel; v doit étre supposé imaginaire quel- 
conque : 


Oy re ray U+ $0 = Up ty, Uy = 204, Uy = 2WV9. 


Nous supposerons d’abord 8 et v,, compris tous deux entre 
zéro et 3, en excluant ces deux limites; dans ces conditions, 
nous allons prouver que la valeur absolue (module) de h est infé- 
rieure al’unité. Pour ce but, nous emploierons l’expression de la 
fonction o, ot sont mis en évidence l’argument et la valeur abso- 
lue de la quantité complexe ¢(a-+ ta). 

Dans cette expression [t. I, p. 173; éq. (19)] 


o(a+ia)=+ca.icia/pa— pia V(a, a), 

ie 
tous les facteurs sont réels, sauf le dernier W, qui est égal ae? , 
® étant un angle réel (t. I, p. 163). Ce Satan par conséquent, 
ne jouera aucun role dans la recherche de la valeur absolue. Pour 
employer cette formule, faisons des transformations successives, 
en ne prenant que la valeur absolue |h| de h, laissant donc de 
cété les facteurs W : 


ea o(a—u ; 
Ea Aa aa’ pepe 
_ (4b — wu), /pGb—w) — Pitts senngu, 
me ree b+ u,) —ptuz ) 
31(8 — 1) p(sb— um) — pus | 
(73) Sel nigra) Vp (ome ws) pes 


Nous allons avoir 4 considérer la valeur de || en supposant, 
soil Ug== 0, soit tu g— w!. Pour le premier cas, on a immédiate- 
ment, pl, étant infini, 


(74) SPs (gman 
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Pour le second cas, piu étant égal a e3, ona 


- o3(36+ uy) 


/p(4bx 
VP ey ce o(46+u,) 


et, en employant les formules (59A) de la page 266 du tome I, 
? luz == OY. 


Dans la formule (74), le signe doit étre pris de maniére que 
|i) | soit une quantité positive. Ce sera donc le signe de 8 — yy. 

Le discriminant étant positif, les fonctions S sont construites 
avec une quantité g réelle. Les deux fonctions Sj et So, d’argu- 
ment ¢, réel et variant de zéro 4 4, sont alors constamment posi- 
tives et croissantes (t. I, p. 286). Chacune d’elles prend une seule 
et méme valeur pour les deux arguments $+ ¢ et } —¢. 

Deux arguments, compris entre zéro et l’unité, étant mis dans 
une méme fonction, S, ou So, c’est donc l’argument le plus voisin 
de 4 qui donne a la fonction la valeur la plus grande. Or des deux 
arguments + ( — v,) et 8 + v,, compris, d’aprés les hypothéses 
entre zéro et l’unité, c’est le second qui est le plus voisin de 


? 


hol = 
. 


Donec |ho| et |, | sont tous deux inférieurs a Vunité. 

Si maintenant, dans la quantité | 2 |?, on considére pzw, comme 
une variable réelle, il existe une valeur unique, z, de cette va- 
riable, qui donne | h|?== 1. Mais les valeurs extrémes de piu. sont 
—o et e;. Comme on vient de le voir, elles donnent, toutes deux, 
[A |?<<1. La quantité z n’est done point entre — wete;, et lona 
constamment | / |?< 1. 

La quantité f ayant, une valeur absolue inférieure a l’unité, le 
premier facteur de /,, est le terme général d’une progression géo- 
métrique convergente. Le second facteur, quand + u+¢ n’est 
pas réel, est compris entre deux limites fixes; h,, est alors le 
terme général d’une série uniformément conyergente. Nous re- 
viendrons tout al’heure sur le cas ob w+ u-+y¢ est réel, et l’on 
verra que /,, est encore le terme général d’une série convergente. 
Ceci admis, dans les hypothéses faites, h,, converge vers zéro et la 


fraction continue converge vers P+ Q VX. Nous allons examiner 
la signification algébrique de nos hypothéses. 
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Le discriminant étant réel et positif, X, a coefficients réels, a 
ses racines, ou toutes réelles, ou toutes imaginaires (t. I, p. 122). 
Supposons-les réelles et, de méme qu’a la page 127 du tome J, 
rangeons-les par ordre de grandeur : 


Ly > L3 > Ly > Ly. 
Distinguons quatre intervalles limités par ces racines, savoir : 


| Ao s’étendant dé 7 A +x et de —wax, 


(75) As ») Hs a X35 
/ x 

| Ay » XH, a Xo, 

As ») X3 a Lo. 


A Vendroit cité (t. I, p. 128), on a vu que, l’argument d’une 
quantité réelle x étant désigné par —+¢ + ¢, ¢ est réel quand x 
est dans l’intervalle Ay, ¢— w! est réel pour l’intervalle Ag, ¢ est 
purement imaginaire pour l’intervalle A;; enfin, 4—w est pure- 
ment imaginaire pour Vintervalle A,. En passant a l’argument 
double et négligeant les périodes, 2 ou 2’, on peut dire que 2/ 
est réel pour les intervalles Ay et A,, purement imaginaire pour 
Auuet Ave. 


On a supposé b = 2a + 9 réel; a est l’argument de &. L’hypo- 


thése est donc que € se trouve dans l’un des intervalles pairs, Ao 
ou A;. On a supposé 8% compris entre zéro et $, restreint, par 
conséquent, a+ $¢9 dans l’étendue d’une demi-période. Mais ceci 
n’apporte aucune restriction; car le changement de a+ $9 en 
2w—(a-++») n’altére pas € : il change seulement le signe de 
=. En laissant & constant, on peut admettre, sans restriction, 


que la valeur initiale de \/X, pour x voisin de £, correspond a un 
choix de argument a, tel que § soit, en effet, compris entre zéro 
et 4. Enfin, on a trouvé que la convergence disparait pour 8 = o 
ou pour 8 —4, ce quia lieu quand § est une racine de X. Ainsi, 
§ ne doit pas étre placé a Vextrémité d'un intervalle, Ay ou Ag. 
La convergence disparait aussi quand v, est zéro ou 3, c’est- 
a-dire quand la partie réelle de w+ 49 est zéro ou w. Ceci a lieu 
quand z est réel et compris dans l’un des interyalles A, ou Aj. Si 
Von représente la variable complexe x par un point du plan, ces 


deux intervalles, A, et A;, ‘sont figurés par deux segments ou cou- 
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pures, situés sur l’axe des quantités réelles. Ces coupures sont 
interdites 4 2, sil’on veut que la fraction continue converge. 

En supposant v, compris entre zéro et $, on n’a point limité x. 
Comme on vient de l’expliquer pour €, on a seulement précisé le 
signe de \/X : de quelle maniére? Et d’abord, pour x voisin de S 
ce signe est celui que nous venons'de nommer initial et qui a 
servi A calculer la fraction continue. Interdisant a v, de sortir des 
limites zéro et 4, on interdit 4 v, de passer par ces valeurs zéro et 
+; on interdit done au point x de franchir les coupures. Ainsi, la 


fraction continue converge et représente la fonction P + QyV/X 
quand z varie d’une maniére arbitraire, sans franchir les coupures. 
Ce fait est d’accord avec ce que nous apprend la théorie élémen- 


taire des quantités complexes : \/X, en effet, devient une fonction 
uniforme moyennant ces coupures, c’est-a-dire qu’elle a, en 
chaque point 2, une seule valeur, quand on a choisi, une premiére 
fois, en un point arbitraire, une de ses deux valeurs. Toutefois, 


pour rendre /X uniforme, on peut prendre, en guise de cou- 
pures, deux lignes arbitraires, dont les extrémités coincident avec 
les quatre points racines. Ici les coupures sont déterminées. 

gi- 
naire, on eit pu faire tous les mémes raisonnements en échan- 


Au lieu de supposer 6 réel, si on Petit supposé purement ima 


geant les périodes. Les conclusions subsistent donc, sauf échange 
des intervalles pairs avec les intervalles impairs, c’est-a-dire que 
les coupures sont composées des deux intervalles de parité op- 


posée a celle de Vintervalle ou § se trouve. Voici donc nos conclu- 
sions : 


X étant un polynéme du quatriéme degré & racines réelles, 
x la variable, y et § deux constantes, dont la seconde est réelle, 
on considére, pour la fonction 


vx —Vv¥ 


fla) = 


le développement régulier en fraction continue (a quotients in- 
complets du premier degré), qui se déduit du développement en 
série, suivant les puissances ascendantes de x —&. Si & est 
réel, la fraction continue converge et représente, dans tout le 
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plan (ot est représentée la variable complexe x), la fonction 
I(x), rendue uniforme au moyen de deux coupures rectili- 
gnes. Ces coupures sont formées par les deux segments, non 
conligus, qut, limités aux points-racines de X, ne contiennent 
pas le point représentatif de §. Sur les coupures, la fraction 
est divergente. 


Ces conclusions, bien entendu, s’appliquent au cas ott X est du 
troisieme degré; une des racines (2) doit étre alors supposée a 
Vinfini. Elles s’appliquent aussi aux divers cas particuliers qu’on 
a distingués relativement ay. Le réle véritable de cette derniére 
quantité va maintenant apparaitre par l’étude des circonstances 
qui se rapportent au cas ol u-+ 9 + est réel. 


Ligne de convergence non uniforme. 


Il faut d’abord se rendre compte de la condition imposée a x 
par cette supposition que w-+@-+t¢ soit réel, ou mieux, pour 
embrasser a la fois les deux cas, b réel ou purement imaginaire, 
que le rapport de u+m-+ eet de 6 soit réel. La formule (25) 
donne l’argument c de la quantité y; elle montre que wu ++ ¢, 
sauf un multiple de b, coincide avec u —c, différence des argu- 
ments de x et de y. L’hypothése consiste done en ce que cette 
différence soit dans un rapport réel avec 6. D’aprés la supposition 
faite sur b, p(u —c) sera réel. 

Soit X = F(a) et, comme au Chapitre IX, soit F? la seconde 
polaire. La formule de la page 359 fournit, pour exprimer cette 
condition, Végalité 
FE+ VF(z) F(y) _ 

Gay)? 


partie imaginaire de ‘ 
ot. on suppose réels les coefficients de F, hypothése permise 
puisque les racines sont réelles. 

Si lon met, pour z et y, des quantités complexes, représentées 

hv yy q ) 

par deux points, l’un fixe, l’autre mobile, cette équation définit 
une courbe algébrique, lieu du point «, pour lequel p(w — c) est 
réel. Mais cette courbe ne convient pas, dans son entier, a la 
question proposée. Elle se partage en quatre branches, savoir 
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Bo, lieu du point z, pour lequel u—c est réel; B,, ieu du point z, 
pour lequel w—c est purement imaginaire; B, et B,, leu du 
point a, pour lequel u —c — wo! est réel ou uw — c — » purement 
imaginaire. Les deux premiéres seules passent au point y. C’est 
une des deux premiéres branches qui convient a la question, celle 
dont l’indice est de méme parité que l’intervalle A ot se trouve E, 

Cette branche de courbe, By ou B;, nous l’appellerons la ligne 
de convergence non uniforme; on va en voir la raison. Mais il 
convient, avant tout, de noter un cas ow cette ligne est immédia- 
tement connue : st yv est réel et situé sur le segment A qui con- 
tient , ow bien encore sur le segment non contigu, la ligne 
de convergence non uniforme est le segment A qui contient y. 
Cela est évident. En particulier, si ,y coincide avec une des racines 
de X, on se trouve dans ce cas; on s’y trouve aussi quand on 


prend y = Ei ce qui est le cas du développement (37) de /X. On 
ne s’y trouve point toujours quand y est infini; mais, si X est du 
troisiéme degré, l’infini est une racine : pour les deux développe- 


ments de \/X, quand X est du troisiéme degré, la ligne de conver- 
gence non uniforme est donc toujours un segment A. 

Le calcul direct de la fraction continue, si on l’effectuait, don- 
nerait la ligne de convergence non uniforme. En effet, les diffé- 
FeNCeS Cy44— Cy = mb (25) montrent quien: prenant. 2 yas 
quel que soit m, on obtient une valeur de x qui appartient a cette 
ligne. Il en est de méme, si l’on admet pour m des valeurs néga- 
tives. D’aprés Pégalité (27), en considérant les deux fractions 
continues (11) et (12), on est conduit A cette conclusion : 

St, dans le calcul des fractions continues, servant a déve- 
lopper les deux fonctions 


Vxaeyvy 
Ly: ; 


on s’arréte a un quotient incomplet quelconque, le reste est de 
forme 


ae F 
Toutes les quantités ym, prises pour valeurs de x, appar- 
tiennent a la ligne de convergence non uniforme. 
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Dans le calcul de Ja fraction continue, cette ligne se trouve 
ainsi ¢racée par points et, circonstance remarquable, par points 
indéfiniment rapprochés. En effet, mb+2nw, ot m et n sont 
des entiers quelconques, approche, autant qu’on veut, de toute 
quanuité donnée, de méme espéce (réelle ou purement imagi- 
naire) que 6 et w. Sauf donc le cas ot b est commensurable avec 
w, la suite indéfinie des quantités y,, fait entiérement connaitre 
la ligne de convergence non uniforme. 

Sur toute cette ligne, la convergence est non uniforme : la 
fraction converge vers P +-Q VX, puisque h?”~! est le terme gé- 
néral d’une progression géométrique convergente et que le second 
facteur de h,, en dépassant toute limite, reste comparable a m?. 
Mais, dans un intervalle donné, si petit soit-il, pris sur la ligne 
considérée, on peut trouver une position de & telle que, dans un 
rang supérieur a M, donné, si grand qu’il soit, on rencontre une 
réduite rigoureusement égale 4 P— Qy/X. Il n’y a donc aucune 
limite assignable au rang de la réduite capable de représenter 


P + Q \/X avec une approximation donnée a volonté. C’est la dé- 
finition méme de la convergence non uniforme. 


Cas de la périodicité. 


La convergence non uniforme disparait dans le cas ot la frac- 
tion continue est périodique. Le second facteur de h» a, en ce 
cas, un nombre limité de valeurs. Si aucune d’elles n’est infinie, 
la convergence reste donc uniforme. Si une ou plusieurs valeurs 
de h» sont infinies, la convergence disparait. C’est ce quia lieu 
pour des valeurs particuliéres de w, entiérement déterminées. 
Ainsi, dans le cas de périodicité, la convergence reste uni- 
forme sur la ligne de convergence non uniforme (qui n'est pas 
modifiée, ne dépendant que de x et de y, non de E), a V’excep- 
tion de certains points, ot la convergence disparait. Ces points, 
comme le raisonnement du paragraphe précédent le met en évi- 
dence, répondent précisément aux valeurs de ym, qui, vu la pé- 
riodicité, sont en nombre limité. 
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Remarques sur un autre cas particulier. 


Nous avons, pour préciser, supposé le cas ot le discriminant 
est positif et ou les racines de X sont réelles. L’hypothése relative 
au discriminant était essentielle; elle entraine pour les fonctions 
S, et Sy des propriétés sans lesquelles la démonstration ne pou- 
vait se faire; nous restons, pour les autres cas, dans une com- 
pléte incertitude sur les moyens de vaincre les grandes difficultés 
du probléme. Mais la supposition de réalité des racines peut étre 
écartée. Les coefficients de X étant supposés réels, ces racines 
peuvent aussi étre imaginaires toutes les quatre. 

Notre analyse a porté sur les arguments u +49, a+ 4¢. C'est 
Vargument u-+ $= ¢ qui figure seul, comme variable, dans les 
formules de la page 131 (t. I), et ’on aurait, par ces formules, un 
moyen de raisonner directement sur ce cas, absolument comme 
sur le cas précédent. Il faut seulement observer que p4¢ n'est 
plus une quantité réelle. Le lieu des points x correspondant a des 
valeurs réelles de pz, d’aprés la formule 


yell 
=P 2 


(76) ne 


n’est donc plus une ligne droite, axe des quantités réelles; c’est 
un cercle. 

Allons plus loin et donnons, dans cette formule (76), a a» et ¢ 
des valeurs imaginaires quelconques. Alors la quantité 


pt: (pt— pe), 


suivant la formule (68) de la page 132 (t. I), représentera la ra- 
cine carrée d’un polyndme du quatriéme degré X, a coefficients 
imaginaires, transformé d’un polynéme a racines réelles par une 
substitution linéaire et fractionnaire. Le caractére de ce poly- 
nome, cest que ses racines sont représentées par des points st- 
tués sur un cercle. Aun tel polyndme, les résultats précédents 
s’appliquent, si la quantité & est représentée par un point de ce 
cercle. 

La circonférence du cercle est partagée par les quatre racines 
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AX 


en quatre arcs consécutifs. Les deux arcs, contigus a celui sur le- 
quel se trouve le point £, constituent les coupures. 
Pour définir la ligne de convergence non uniforme, prenons 


alors une variable z, représentée par un point quelconque de la 
circonférence et posons 


FY-- /F(@)F(yv) . 2H(s) 
(y—2P hee 


En supposant, pour y, une quantité complexe fixe et, pour z, 
une quantité complexe variable, cette équation définit le point x 
au moyen du paramétre z. Par la variation de ce paramétre, le 
point « décrit un lieu: c’est la courbe dont il s’agit. En outre, 
sur deux arcs non contigus, le rapport H(s): F(z) a les mémes 
valeurs, de sorte que la courbe se partage en deux branches, dont 
Pune correspond aux coupures, l’autre a l’arc ott se trouve &. 
Cette derniére branche, seule, constitue la ligne de convergence 
non uniforme. C’est ce que l’on démontrera trés aisément au 
moyen de la formule de duplication de M. Hermite (p. 360). 


Les fractions continues, considérées comme des covariants. 


Considérons la fraction continue 


eee ee er ae dehy Pas ates) 


Woe 
Je 
ou « est du premier degré en x et 8, de la forme v,(a — §)?, Y, 
étant indépendant de z. 
Envisageons maintenant une substitution linéaire et fraction- 
naire, appliquée az, ay eta€: 
ax'+-b ay'+b at'+b 
SS a SS ) —E= —7-_, 
ca'+d cy +d ci+d 
cz't+d=p, cy +d=q, c'+d=r, ad—be=6; 
AVE g 


OCs )) 
ees BEd e—-E= pr i 


Soit X! le transformé du polynéme X; Y’ ce polynéme X! ott a’ est 
iT; ho 
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remplacé par y/; on a 
pik Ne ae 


VRS VY fogs Vea o(p a) 7, 
a—y Op ey’ opq 


D’autre part, soient a, et 8’, les transformés de a, et 2, par la 
substitution, opérée sur x et § seulement, on aura 
O2v,(a' — &')2 


72 Se a= ee Eas 


(77) [Qe cH Pe Bn ar 


Si l’on met a’, B,,.@,,..-, au lieu dea, B,, a, ..., la fraction 
se reproduit, divisée seulement par p. On a done 


va ee ‘ LOSER eee CV Pee Pane a te) 
Ca Gf Gf 
Si lon pose 
cip+q) iq. 8, Oe 
ee +—a=A, —6,=—B 
as Vv ; ply 


A est un polynéme du premier degré en 2’, B est le produit d’une 
constante par (z’— &')?, et l’on retrouve le développement 


(78) ies + Bra, By Sela. 


analogue au développement précédent. Ainsi, a l’exception du 
premier terme, la fraction qui développe la fonction transformée 
s’obtient par la substitution linéaire exécutée sur la fraction elle- 
méme, conformément aux égalités (77). Pour avoir un résultat 
précis, il convient d’envisager le quotient «3 : 8, qui, seul, est bien 
déterminé, puisque l'on peut multiplier a, et 8, par pvethos. 
e étant une arbitraire, sans altérer la fraction autrement qu’en la 
multipliant par p. 


Solent a, a,, ... les coefficients de X et a), Ge. a COU Ge 
A On a 


R 
PC) 
R 
“ye 


Ui 


: = 9(2,¥; Sh Qo, MH, «.- 
n 


a 
I 
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Mais, d’aprés le développement (78), 


ayy Pe an fee te eee ' 
ae OEE pS pti Chan < oO) 
7b 
on conclut donc 
) 
; t O(a yh ta 
OU ig er OCs che = he (Varese Ly yk Sy 


c’est-a-dire que 9 est un covariant du polynéme X, avec trois va- 
riables w, y, §. La fraction continue elle-méme, sauf son premier 
terme, peut ainsi étre envisagée comme un covariant. C’est la rai- 
son pour laquelle, dans le paragraphe précédent, les résultats, 
démontrés pour un cas particulier, se sont étendus 4 un eas plus 
général, mais qui se raméne au premier par une substitution 
linéaire. 

A ce point de vue, les développements ov § est infini peuvent 
étre considérés comme les types les plus généraux. Si, au con- 
traire, on laisse § indéterminé, on peut fixer y a volonté, le sup- 
poser infini, par exemple, et prendre alors pour type le dévelop- 
pement de VX x aox?. 


Exemples. 


Nous donnerons des exemples de fractions périodiques ; on peut 
prendre les autres au hasard. 
If. TNS, 2 == (GPG — (eh) 

VX = 2(#—7)—18 3(4@ — 7)—18 :[x(@—7)+ Vals 


VX 


== \( LiF") 36 :[a(~—7)+VX] 


VX 
CT 
x X 
VE =e —3)— 2h (20-0) 9 22-1) 96 : (23+ v 

a 
JX 


ee) 


; xX 
=(2-—-6)—63(x—4)— 9: (2 i bes 6s v iE 


‘ u%—1 


nae he ee 
S(T 2 al (ORS) a 18 (a8) 18: (eee : 


Ces fractions continues convergent toujours, sauf si # est réel 
et compris entre 0 et 1, ou bien entre 4 et 9; sauf aussi aux points 
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d’oscillation, qui existent seulement pour les trois derniéres; ce 
aan 3 +4 
sont = 3 pour la troisiéme, 2 = ; pour la quatriéme, z =—1 
pour la cinquiéme, comme on le pourra vérifier. Pour la derniére, 
peters Gt 
par exemple, les réduites, avec == "1s ssOMG agit 


3281 
San Oa GG. 7 


gent rapidement vers —1. 


—1, .... Les réduites de rang 3, 6, ... conver- 


Ue =i X=(#?+ ax+b)— haba =(#2?—axr-+-b)+ fax’. 
C’est un exemple de transformation par substitution linéaire : 


VX =(22+ ax + b)—2ab: (4+ a) 
+ b:(@+a)—2ab:(#?+an+b+yX), 
/X =(b— ax + x?)+ 24a23:(b—az) 


+ 623:(b —ax)+2023:(b—ax + a2+/X). 


La premiére oscille pour z = 0; elle donne périodiquement les 
réduites b, — b, suivies d’une fraction qui converge vers + b, 
selon que, en valeur absolue, on a b>>a@? ou b< a?. Pour la 
seconde, le point d’oscillation est 4 Vinfini. 


IJ. (p= &, X =(1— 7 — 8x?) (1I— 9 @). 
VX =(1— 5a —1222)— 2423 :(1— 8a) 

+ 12023 (1— 4) +1202: (1— 82)— 24.233 (1 — 5 @ —120? +- VX). 
VX =(1— 5a)— 12.27: (1~—297)— 1227: (1— 4x) 


— har? (1— 4xv)—1292(1—27)—12073 (1 —5xa+ y Kale 


Ce sont les deux développements de la racine carrée du poly- 
nome du troisiéme degré suivant les puissances ascendantes de 2. 
Le second développement différe entigrement du premier; l’argu- 
gument @, qui correspond a # = 0, est done un dixiéme de pé- 
riode. 


7 )) a I >> 
Les coupures sont, l’une comprise entre — a (33 ea) et —oo, 
Vautre entre © Ol ae 5 (v33 — re Pour la premiére fraction, il y a un 


point a ae x“ —=— ;; les réduites de rang 4n-+1 con- 


33 
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Ke ae 
vergent vers ++ y/X et celles de rang 4n + 3, vers —\/X. Pour la 
. . . . . I 
seconde fraction, il y a deux points d’oscillation, = = etx =1. 
J 


‘ 


Intégrales pseudo-elliptiques, en général ('). 


Soit R une fonction rationnelle de x. Aprés linversion, elle 
devient une fonction doublement périodique de uw, qui reste, 
comme 2, inaltérée par le changement de w en — u—¢. Voici 
donc sous quelle forme elle se décompose en éléments simples : 


R=c+X [FC u—wm)—C (u+u+?)] 


{ 
| +im[p (u—um)+p (u+um+?)] 
(79) { + 3 m',[p' (u— um)— p' (u+ m+ 9)] 
+ im [p"(u— u)+p'(ut+ u+ v)| 


Les signes de sommation s’appliquent a divers termes corres- 


pondant aux divers pdles w,, Ws, ..-- 
Dans chaque crochet de la seconde ligne, ajoutons 


— pu—p(u+?e), 
et, pour compenser, adjoignons le terme 
(80) mpusa-mp(u+), m= zim. 


Ce terme réservé, la seconde ligne ne contient plus que des dif- 
férences de fonctions p. L’intégrale se compose de différences de 
fonctions €; elle est donc doublement périodique, fonction ra- 
tionnelle de x et de \/X,, par conséquent. Elle se reproduit, chan- 
gée de signe, par le changement de wu en — u— 9; elle est donc 
de la forme P\/X, ou P est rationnelle. Les termes des lignes sui- 
vantes sont aussi les dérivées de fonctions ayant cette méme forme. 
Il existe donc une fonction rationnelle P, telle que la différence 


Le (PX) se réduise aux termes de la premiere ligne et aux 


termes (80). En mettant dz ; VX, au lieu de du, on peut énon- 


cer ainsi ce résultat : 


(*) Votr t. I, p. 209. 
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R étant une fonction rationnelle de x et X un polynéme du 
quatriéme degré, on peut trouver une autre fonction ration- 


nelle P, telle que la difference 


S=R—yX =  (P PX), 


également rationnelle, ait uniquement, en dénominateur, des 
racines simples, que ces racines different, toutes, de celles 
de X, et que le degré du numérateur surpasse de deux unités, 
au plus, le degré du dénominateur. Tels sont, en effet, les ca- 
ractéres d’une fonction rationnelle dont la décomposition fournit 
seulement les termes de la premiére ligne (79) avec les termes (80). 
Ces derniers, dans Vintégration, fournissent la somme de deux 
fonctions C, réductible 4 une seule fonction ¢, mais qui ne peut 
disparaitre. Pour que l’intégrale de R : VX soit pseudo-elliptique, 
il faut d’abord quece terme manque. De la, cette conséquence : pour 
que Vintégrale de RK: \/X soit pseudo-elliptique, tl faut, en pre- 
mier lieu, que le degré du numérateur de la fonction réduite 
surpasse @une unité, au plus, le degré du dénominateur. 
Supposons remplie cette derniére condition et raisonnons sur 


la fonction réduite S. L’intégrale se borne maintenant a celle des 
termes de la premiére ligne . 


ee l 
(81) psdu=logen TT | | e 


Prenons quelques-uns des facteurs soumis au signe loga- 
rithmique et mettons l’ensemble des termes correspondants sous 


la forme - 7 log f, en posant 


o(u— Wy) ies 
— eV.ou ° 
ees IL: Tae S| 


Pour que f soit doublement périodique, rationnelle, par consé- 
quent, en a et \/X, il faut que les exposants /, 4 soient entiers et 
que la somme des racines égale la somme des pdles, sauf une pé- 


riode. On doit done avoir, en tenant compte d’un terme ot uy 
serait nul, 


(82) NP + Ny (2U,+P)+ No (Wg+ Y)+...= 20 
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N, Ny, Mg, ... étant des nombres entiers; en outre, 


(83) DS AS, e 
Oo rs = oe sy 
: nr Ny Ny 9) 


Sv) 


Pour que lintégrale (81) soit pseudo-elliptique, il faut et il suf- 
fit qu’elle se compose de la somme de plusieurs pareils termes 


t . ~ . 
- log f. La fonction S est alors la somme de plusieurs autres, L, 


Ly 


satisfaisant séparément aux conditions (82, 83). Soit x, la valeur 
de z qui répond a l’argument u,; ona 


pus — p(t +e) 
vw — Ly 


= C(u— uy )— FC(u+uyj+v)+ Cu,+ Clu+ »), 


formule de décomposition en éléments simples, qui s’établit par 
les procédés habituels. Rappelons-nous maintenant les formules 
inversion (t. I, p. 120) 


du _ Va 
dz /X 


VX =Va[pu—p(u+)], 


? 


pour conclure 


== @ | o(u— tu, ) [2 Ris V Xa ae 
= T My y 
o( 


/ 
[a log 
WOOS TG 28 u+-U,;+¢v) Dea 


k, désigne une constante, dont l’expression est la suivante : 


Ki aaa C(u+¢)). 


Les divers facteurs de f fournissent 4 L des termes analogues, 
dont il faut excepter celui qui correspond a u,;= 0: 


—d ou z = 
log] — =— otk. 
va du °® Ee = =| Doe 


r , 


Le type général de la fonction est donc (') 


K — ry xe Tio xe + ae 
(84) L=—nyae- ve v fete) ip Ns 
‘ L— XL L— XH, 


(*) A propos de cette forme (84), voir dans les OLuvres de Jacobi, t. I, p. 494. 
Le facteur de Vintégrale de troisiéme espéce, suivant la désignation adoptée 
par Jacobi, est, pour chaque partie de L, le nombre n, ou 7m, ou nj, etc. 
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La constante K pourrait étre exprimée explicitement par des 
fonctions elliptiques; mais son expression ne serait pas utile. 

Avec une fonction L, de cette forme (84), ot les arguments 
Uy, Uy, ... satisfont a la condition (82), et la constante K étant 
convenablement choisie, le quotient L : /X est la dérivée loga- 
rithmique d’une fonction rationnelle en x et //X. 

La somme de diverses fonctions analogues L, multipliées par 
des constantes, constitue, de la maniére la plus générale, la fonc- 
tion réduite S. 


Intégrales pseudo-elliptiques tirées des fractions continues. 


Considérons la fraction continue générale (28) 


Kae a 
v — = pit Ki Bai a+ Bot as+... 


et sa m'™ réduite Sm—= Gm: Hm, obtenue en s’arrétant au quo- 
lent a». Suivant l’égalité (68), on a 


(85) ig = Eml@ =I) + UnVVi = Hm VX 
Gr Hen) + Hy» V4 + Hn VX 


Dvailleurs, Ah», par les égalités (67, 71), est exprimé sous 
forme elliptique. En y introduisant les arguments c, et Emsx a de V4 
et de ¥m41, d’aprés la relation (25), nous avons 


— 2m f aa 
(86) Mim =— | o(u—a) m™ O(W+ Cmyi + %) S(U — C1) | 
o(u + a+ 9) Oo (U—Cmi1)F(U+ C1 + ) 


Nos fractions continues fournissent ainsi, par leurs réduites, 


x 


des intégrales pseudo-elliptiques 4 volonté. La fonction logAh» 


est, par rapport a x, l'intégrale de L: VX, et La lexpression 
suivante, conforme a l’égalité (84) : 


(87) it _ 27 v= a VY VA CRe 
xa—eé Me Vit 2—YVm+1 


 C, 


I! nous faut déterminer la constante C, ce qui se fait immédia- 
tement, si lon observe que L se réduit 4 C pour 2 =o. Soit 
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donc, suivant les puissances descendantes de x, 


(88) (@—y1)Gn 


ma 


SAN a ee 
il en résulte 


= 4A a,— 2Bay 
ee a7, 


(89) 6 


Il n’est pas besoin d’insister sur ce fait que =, VY, ont, dans 
ces formules, mémes signes que dans le calcul de la fraction con- 
tinue. Quant ay Y,,4,; son signe est fixé aussi par le calcul de la 
fraction. Nous avons déja vu que le quotient incomplet «,, est 
complété par un reste, dont Vexpression, sauf un facteur con- 
stant, est 

(Ar — m+). 
VX —-VYinvt 


Ce reste, suivant l’égalité(11), demeure fini quand on prend, pour 


voy , la valeur de /X qui correspond a u= Cm 4. C’est juste- 
ment celle qui figure dans la formule (87). Ainsi, 7m 41 est donné 


par le numérateur du mme reste et \/Ym4., par son dénomina- 
teur. 
Il conyient d’observer particuliérement le cas y= E, qui est 


celui du développement de \/X. Pour ce cas, les formules (88) 
et (89) sont valables, a la condition qu’on y remplace 


(ae — ¥1)Gm+ H» VX par Cie 


Plusieurs cas particuliers exigeraient quelques modifications a 
ces formules; ce sont les cas ott quelques-unes des quantités §, y, 
¥m41 sont infinies. La fraction correspondante, dans L, se change 
alors en un bindme du premier degré. Pour éviter d’augmenter le 
nombre des formules, voici un moyen général de déterminer la 
partie enticre. En posant 

ne oa es 
G=Gp+ Hy» a : 5) H = ——_H,, 
av ae Zap &— V1 
(ou simplement G=G,,, H =H, au cas yy = oo), envisageons la 


quantité 
NIG HAG 
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dont les deux facteurs G == H/X composent les deux termes de 
Ahm. Cette fraction N a simplement pour dénominateur x — yy, 
car G—H¥/X ne devient pas infini pour « = y,. Son numéra- 
teur est du degré 2m-+1 et l’on voit immédiatement sa forme, 
savoir 

me aiao 


GNA 


(go) N= AG Eyam © 


Par le moyen de N, il est aisé de trouver l’expression de L, que 


définit la relation 
— a Zi G 
i — xe — ] Ss a= 
il V oP Pop raat H /X 


On en déduit effectivement 


De la, par conséquent, 


ant ee 
(90) L=i(n-s) 

On pourrait retrouver par la les numérateurs des fractions, 
tels qu’ils sont déja connus. Pour avoir la partie entiére, il suffira 
denvisager les deux premiers termes de G et de H. 

Il convient enfin d’observer que, dans l’expression (go) de N, 
les facteurs qui répondent a une racine infinie pour un des bi- 
ndmes doivent étre supprimés. 


Intégrales pseudo-elliptiques d’Abel. 


Supposons la fraction continue périodique et prenons m égal 
au nombre des termes de la période. On a, en ce cas, ) 


Ym = Vy V visa == vvX ) 


et L, suivant (87), se réduit 4 deux termes. N devient (a — &)2” 
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et se réduit a une constante si l’on a pris =o. Dans cette hypo- 
thése (qui ne restreint pas la généralité 4 cause des propriétés 
@invariance), L devient un bindme du premier degré, dont l’ex- 
pression (91) est simplement 


2G’ 
5 ye cee 
iat 


En outre, puisque N est une constante, ona 


G—Hyx = 
log ——$ —" = =—9o loe( G+ Hy X) = const., 
Gee Hiyk a( ye 


ce qui permet de simplifier expression de l’intégrale. 

Le choix de y, est indifférent; la formule (87) le montre : quel 
que soit yv,, on obtient une Seale et méme intégrale. On pourra 
donc prendre y,;=«, ce qui répond au développement régulier 
de /X, ot la période, on ne doit pas Voublier, comprend un 
terme de moins. Get H sont les deux termes de la derniére ré- 
duite de la premiére période. 

Dans l’exemple I (p. 627), ona 


X= 2(x—1)(x—4)(x— 9), 
G= #— 14%?+ gv —18, H = 27 —5,, Gi= (Ga —7)H, 


da — 
Ca 7) loe(Gee HH .X0)e 
(92 WR g( V / 


Dans Vexemple II, 


X=(2?9+axr+ b)?—4abza, 


G= 23+ 3az73+(3a2+ 2b)x?+a\a2+ b)x + b(b — a’), 


H = 224-2407 a?+ 6, G'=(42 + a)H, 


[Geroe =log(G+HyX). 


L’exemple III, si l’on y change « en son inverse, donne 


X = «(a—2—8)(7—9), 


G = #5 —172'+ 7223 6422— 51247 — 288, 


H = 23— 1272+ 24a + 64, G'’=(5a2—8)H, 


[G29 = log(G+HyX). 
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Dans les intégrales d’Abel, on peut se borner au calcul de ré- 
duites moins éloignées. Quand la période est impaire (7 impair), 
on a déja observé que, pour Vindice n=3(7+1), Yn est racine 
de X. En s’arrétant donc a la réduite de rang $(r — 1), on borne 
encore L a deux termes. C’est ainsi que, dans le dernier exemple, 


on a aussi 
X = 2(x?— 7 — 8)(x¥— 9), 


G,= w— 1322+ 284 + 72, aeons 
Gy x 


Quand la période est paire (7 pair), les y d’indices $7 +1 et 
+r + 2 sont égaux, a cause de la symétrie; mais les deux quantités 
\/Y correspondantes sont égales et de signes opposés. En prenant 
donc deux intégrales, relatives aux réduites de rang +r et $r-—+1, 
ct les ajoutant entre elles, on retrouve l’intégrale d’Abel. 

Pour ces fractions périodiques, l’expression (86) de Ah, aun 
grand intérét au point de vue des fonctions elliptiques. Soit 
rb = 26. On a C44 C, + 26; par conséquent, 


ie | c(u—a) as o(u —a) eee v) ih 
o(uU+a+?) (u—a+b)° 


Nous retrouvons ici ces fonctions doublement périodiques, de 
seconde espéce, dont il a été déja parlé (t. I, p. 224) et dont les 
multiplicateurs sont des racines de lunité : 


o(u+b E ji 
e(uy= ee, ba 2, se 3H, 


et ee C[o(u—a)]?" 


Nous avons donc (en changeant la constante C) 


Ainsi les fractions périodiques fournissent les expressions algé- 
briques de ces fonctions spéciales, dont on verra, dans le tome 1H i's 
le rdle important. L’expression, qu’on vient de trouver, contient 


CHAPITRE XIV. — INTEGRALES PSEUDO-ELLIPTIQUES. 637 
1 en apparence; mais la fonction ne dépend point de cette va- 
riable; on peut la calculer par une fraction particuliére. C’est, 
au surplus, ce qu’on vient de voir déja pour les intégrales corres- 
pondantes. Sil’on prend le développement de \/X, on doit s’arré- 
ter a la réduite de rang r—1, puisque c’est au rang 7 quwil se 
trouve une fonction V supprimée. On a, en ce cas, 


Cl o(u --al"= ear Gr aes ee VX). 


C’est ainsi que les deux fractions de l’exemple III (p. 628) don- 
nent, toutes deux, par la derniére réduite de la premiére période, 


Cle(u—a)}s= — [1 17% +- 72.4? + 6423 — 5122 


— 288254 (1— 127 + 2442+ 642) YX |. 


En appliquant la formule (87) successivement aux diverses ré- 
duites d’une fraction continue, on trouve autant d’intégrales 
pseudo-elliptiques. Mais, quand la fraction est périodique, le 
nombre des intégrales distinctes est limité. C’est ainsi que la pre- 
miére fraction de l’exemple II donne seulement deux intégrales : 


X =(1— #@ — 8x?)(1— 9@), 
G, =1— 52 — 122, Gg=1—1347 + 2842+ 7223, 
[aly Sant. H,=1— 82; 


f py ci ne G, — H, /X 
@ Ke Crary X 


Semblablement, la seconde fraction de l’exemple III donne 
aussi deux intégrales : 


2 2 )z Leip 
1 : 5 — = log —_———___., 
ihe 1— 32% Vx 1—5a+y7X 


fc eee ore :) dx ae 1— 72% —20?—(1—27) 7X 


eel X © 1 — 9a — 292+ (1— 22) /X 


Les fractions non périodiques donnent une infinité d’intégrales; 
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c’est de cette source que nous allons turer la solution complete 
du probléme général qu’offre cette théorie. 


Recherche générale des intégrales pseudo-elliptiques. 


Le probléme général consisterait en ceci: Ja fonction L étant 
définie par l’égalité (84), traduire en termes algébriques l’ex- 
pression elliptique de la constante K et la relation (82) entre 
Qi Le, +o, movennant qtior Ly: JX est la dérivée logarithmique 
d’une fonction rationnelle en x et /X. Résolvons d’abord le pro- 
bléme suivant : 


Etant donnée une fonction rationnelle L, de la forme (84), 
on peut en trouver une autre T, ne comprenant que deux frac- 
tions, avec des numérateurs égaux a Vunite, 


yee de 


CO Leta Dar 


ik, 


de telle sorte que (2L+T): /X soit la dérivée logarithmique 
d’une fonction rationnelleen x et\/X. Ondemande de trouver T. 

Il doit étre entendu que s ou 2’ peuvent étre infinis; la fraction 
correspondante se change alors en Vax. On va voir que < est 
ad libitum. 


Ayant pris 3 4 volonté, considérons la fraction continue qui sert 
a développer 
Vrs 
LON Re TS a 


Wiis 


suivant les puissances ascendantes de x — x, et prenons la réduite 
de rang n,. Elle fournit l’expression explicite de l’intégrale 
pseudo-elliptique formée avec la quantité (87), que nous appel- 
lerons L,, de méme que nous mettrons z, au lieu de Vm 


lL, == ee VX { vz —a vz; 


TH URGE ES 


+ C). 
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, 
Considérons ensuite la fraction continue qui développe 


VX —VZ, 


®— 44 


suivant les puissances ascendantes de 2 — Z» et prenons la ré- 
duite de rang 7g; elle fournit l’expression de Vintégrale pseudo- 
elliptique, formée avec La, 


PML STD Se erat ee 


L— 2X2 L— 3, L— Be 


C2, 
et ainsi de suite. Si L contient le premier terme — n/a) x, on 
considérera, de méme, a tel rang qu’on voudra, le développement 
dune quantité analogue aux précédentes suivant les puissances 
descendantes de x. Ajoutant ensemble les fonctions L,, Ls, ..., 


on obtient 2L + T; carilne reste, des fractions /Z: # — sz, que 
Ja premiére et la derniére. L’existence de T est prouvée et son 
mode de formation nous est maintenant connu. 

Le probléme de compléter L par une fonction simple, comme T, 
se trouve, au moyen du théoréme précédent, résolu sans Vintro- 
duction d’aucune irrationnelle. Effectivement, Va, Wasi Xe re 
sont des données, et lon pourra toujours choisir s de maniére 


que Vz soit rationnelle; par exemple, on pourra prendre s = 2. 

On peut choisir, pour z, une racine de X; en ce cas, T ne com- 
prend qu’une seule fraction; mais cette opération exige la résolu- 
tion de l’équation X = o. C’est cependant, pour le cas ot une 
racine de X est rationnelle, le meilleur procédé a suivre; au point 
de vue théorique, d’ailleurs, il importe de mentionner cette con- 
séquence : 

Moyennant la connaissance d'une racine de X, on peut ré- 
duire T a la forme 


Ve 


Hb bie 


T=k— 


C’est, en particulier, ce qui peut se faire, en prenant 2’ infin, 


quand X est du troisiéme degré. La premicre fraction continue 
que V’on doit alors employer est celle du développement de Vx 
sous la premiére forme (35). 

Pour revenir maintenant au premier probléme, il suffit d’ob- 
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server que, st L: VX est la dérivée logarithmique dune fonc- 
tion rationnelle en x et VX, T est nul identiquement. 

En effet, les intégrales partielles sont les logarithmes de 
diverses fonctions \h,,, dans lesquelles, suivant légalité (86), la 
somme des racines est égale 4 la somme des pdles. On a donc, par 
leur ensemble, au lieu de la relation (82), celle-ci 


2NV + 274(2U,+ 0)+ 2Ng(2Uyg+ 0)+...+(26+9)—(2¢'+9)=0. 


De la, d’aprés la relation (82), qui doit avoir lieu suivant les 


hypothéses et c, c’ étant les arguments de = et de z’, 


2¢€—2c'= 40, C—¢'=20. 


Les arguments c etc’ different done d’une période; done z = z, 
VZ=\/Z'. Mais Vintégrale de T: \/X devant étre pseudo-ellip- 
tique, Tne peut étre une constante; donc T est nul identique- 

que, P q 


ment. 


Exemples. 


En appliquant la proposition précédente, on peut parfois ap- 
porter quelques simplifications au calcul, comme on va voir dans 
Vexemple suivant. Ayant 


on demande de trouver T. 
Prenons le développement de VX suivant les puissances descen- 
dantes de x, en nous arrétant a la deuxiéme réduite et calculant 


le reste: 
Vx ota: (2e—13 Bets : 
2V¥X+2x2%—1 

5 

L,=—5a—-+ — bee , 
2 2(2%-+3) 

dx 203 — x24 9 —(2¢%—1)¥X 

1 —= = log —- 


203 — g% +2 -+(2% —1)\ XK 
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Prenons le développement de 


dese 


3+ 22 


suivant les puissances ascendantes de x, en nous arrétant a la 
premiére réduite : 


= xe 2 
7 4yX _. ee 4a@ 
3+ 32 


I+ @ + 42 +- Vx. 


Ici zy est infini, et Von a 


Ly= = + L , x 3 fia Ga log 2a. 
G 2(2%-+- 3) 2 1X ee ee ERI 


En retranchant L, de L,, on obtient 
L=L,—l,+2—2, 2 T= 2m, 


ce qui fournit l’intégrale pseudo-elliptique 


dx 
Polk Rol 20 +1 = 
Is y X J \@ ve 


Cette derniére résulte plus facilement du développement (sui- 
vant les puissances descendantes de x) 


Ce développement, que nous bornons ici ala premiére réduite, 
donne 772= —1, ce qui est une racine de X, en sorte que la fonc- 
tion L a deux termes, au lieu de trois : 


(J ) dz eT WX 
-2o+1 -- = log — —- 
ihe VX "at VX 


Autres exemples. 


Prenons, sous le radical, le polyndme 


I SS =e 


If. 


225 
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et supposons connue une intégrale pseudo-elliptique 


dx . 
[Ire = F(e). 


Soit 9 une racine cubique imaginaire de lunité. On aura deux 
nouvelles intégrales par le changement de x en 4; puis, par ad- 
dition, en posant 


o(x)=f(x) f(x) + f(0?2), 
Yi(2) =f (a) 027 (Oar) == 0 (0227), 


on aura les intégrales 
fos — F(x) + 02°F (0x)-+ 0 F (022), 


dx 
fu) = =F(xv)+0F(0x2) + 02F (622). 


Nous omettons la combinaison 
F(v) + F(0z) + F(02z), 
pour laquelle la différentielle aurait la forme 


Bde 
NE Can 
1 JX 
et ne présenterait aucun intérét, tandis que, par leur définition, 
o et y ont la propriété 
e(0x%)=9(x), yx(Sx) =Oy(2), 
en sorte que l’on a 
ov) = 9i(a3), YX (@) = w ya (2), 


o, et y, désignant des fonctions rationnelles. Nous allons former 
des exemples. Soient 


(92) a 0, &3=—4, cpl, VX = fp'u. 
On en conclut (t. I, p. 96) 
b3(u) = 3a(@3-+ 4). 


ant Sele, ate : : 
Sot #,—=— 4, répondant ainsi a un tiers de période. Pre- 
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nons l’intégrale pseudo-elliptique correspondante. A cet effet, 
écrivons X sous la forme (43a) 


X =— 3[1— $a}? (@ — a)? +(2—21)', 
qui donne 


GE WV3\i—t73@—2)|, Hai, Newz), 


et, suivant la formule (89), 


( . L — X4 
vo dx G=-/ x 
L— =1 — =F (2) 
Vx Grey x 


De la se concluent les deux intégrales 


ss es by i 
SNe Cdl ae, Fe aE) + OF (be) + OF 2), 


a 2 ERR me dx _ 4 sis A 2, 
Sty lee a = F(v)+0F (0a) + 62 F (622). 


On a déja vu (p. 2 u’avec les invariants g@5= 0 et £3 = — I 
yas § §3 
ona 


1 Sim 
P3z2= 2. 


En vertu de lhomogénéité, on conclut, pour le cas actuel, que 

z est égal a 2 pour un argument égal a un sixiéme de période. Ef- 
fectivement, X s’écrit aussi sous la forme (39) 
5} \ /) 


oX =(x2+1)'—(e% —2)3 (4 +1); 


d’ot résulte Vintégrale 


eg t 1\ dx (Po) 8 
+ > )—= = log —= P(x). 
(94) a Res ee eee 


On en conclut 


x—8 vex 


6f © a = ROG +02 b(022) (1). 


xs — 


3 
Se a 


(*) Cet exemple remonte a Euler. (Voir, dans le Bulletin de la Société ma- 
thématique de France, un article de M. Giinther, t. X, p. 88; 1882.) 
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Rien ne serait plus aisé que de former, avec ce méme poly- 
nédme X, d’autres exemples analogues, au moyen des racines 
de t,(u), ¥s(w), .... Ne nous y arrétons pas. 

Le dernier exemple a exercé souyent la sagacité des géomeétres. 
Parmi les artifices employés pour calculer cette intégrale, le plus 
simple est fondé sur une remarque intéressante, faite par M. Gour- 
sat (1). Soit f une fonction rationnelle; l’intégrale 


est pseudo-elliptique, comme il est éyident si l’on prend x? pour 
variable. Elle rentre, d’ailleurs, dans notre théorie; car, l’inver- 
sion (92) étant faite, la fonction R de l’égalité (7g), ot ¢ est nul, 
a la propriété exprimée par les relations 


R(0w) = 02 R(w), R(02u) =0R(zx), 


ot 9 est encore une racine cubique imaginaire de l’unité. En se 
souvenant que, pour le cas actuel, ona 


C(0u) = 62Cu, (ds) = Wow, 


on en conclut que, dans la seconde ligne (79), la somme des coef- 
ficients est nulle; que la premiére ligne se compose de termes 


L,[C(u — w)+ f(u— 0u,)+ C(u— 02 u,) 
—C(u+u)—C(u+ 0u,)—C(u+ 02u,)], 


\ 


ot la somme des pdles u,+ %u;,+ 4? u, est nulle; enfin, que la 
constante c est nulle aussi. Ces conditions sont suffisantes pour 
que R donne lieu 4 une intégrale pseudo-elliptique. Il est done 
vérifié que la fonction R(w), provenant de f(x) : a, satisfait aux 
conditions requises. Il en est done autant de R(w +), w étant 
une demi-période. Soit y la variable dont l’argument est u + w; 
soit aussi —«@ la racine de X qui répond a w, c’est-a-dire que @ 
est une racine cubique de lunité. La formule d’addition des demi- 
périodes donne la relation 


(w+ a)(y +a) = 322, 


(*) Bulletin de la Societe mathematique de France, t. XV, p, 115; 1887. 
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or 


c’est-a-dire 


In conséquence, l’intégrale 


fi dx 
| f(y) WES 


est pseudo-elliptique. On voit, de plus, qu’on rend le fait évident 
en prenant pour variable y*; en effet, on est assuré par avance 
de Végalité 
ae day 
Voit — rare 


Par ce moyen, l’intégrale (94) est immédiatement connue. On 
verra aisément que ce méme moyen réussirait pour les intégrales 
analogues, relatives aux quarts, aux sixiémes, aux huitiémes de 
période, etc.; mais il échoue pour les intégrales relatives aux 
tiers, aux cinquiémes de période, etc., comme il apparait déja 
par Pintégrale (g3). 

Une autre remarque de la méme nature a été faite encore par 
M. Goursat et par M. Raffy ('), relativement a des intégrales ol X 
est un polynéme quelconque du quatriéme degré. Par les mémes 
raisons que tout a l’heure, on voit que R(w) donne lieu a une in- 
tégrale pseudo-elliptique, si ’ona 


R(w + uw) =— Hey 


Les variables x et vy, qui répondent aux arguments wv et w+ u, 
sont liées par une relation doublement linéaire ou, en d’autres 
termes, se déduisent l’une de l’autre par une substitution linéaire 
(fractionnaire). C’est une quelconque des trois substitutions qui 
échangent les racines de X par couples et dont nous avons donné 
la forme (p. 362). En conséquence, siune fonction rationnelle fa, 
pour deux variables x et y, liées par une de ces trois substitutions, 
la propriété 


S(@)+f(Y) = 9 


(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. XU, p. 51. 
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Vintégrale de f(a): /X est pseudo-elliptique. Supposons, par 
exemple, 
X=(%—a)(x— b)(x%@— Cc), 


et soit % une fonction rationnelle; on pourra choisir 


(a) = 9(@— a) — 9 [SO —9)]. 


a— a 
En prenant alors pour variable 


Jee ea 


La = WG-6) (ae) 


on mettra en évidence la possibilité d’effectuer Vintégration. I] 
n’y a pas lieu d’insister plus longuement sur ces cas particuliers. 


Conclusion. 


Par Vanalyse qui précéde, nous avons donné, de la maniére 
la plus générale, le moyen de construire directement les intégrales 
yseudo-elliptiques. A ce sujet, on peut proposer, sous des formes 
] I jet, I , 
diverses, des problémes précis. Abel avait ainsi posé et résolu le 
srobléme de trouver toutes les différentielles de la forme 
] 


Rdx:\/X, ou Ret X sont des fonctions entiéres de x, dont les 
intégrales puissent s’exprimer par une fonction de la forme 


(95) log G—HyXx 


— = log f. 
Gears By 


En nous restreignant au cas ot. X est du quatriéme degré, nous 
avons résolu le méme probléme, R étant une fonction rationnelle. 
La solution consiste a prendre arbitrairement une fonction L, de 
la forme (84), et a calculer la fonction simple T; on a alors 
R=eL+T. 

Voici maintenant un autre probléme : R étant donné (ainsi 
que X), reconnattre si Vintégrale de R:\/X est pseudo-ellip- 
tique. Nous avons d’abord montré que, dans le cas de l’affirmative, 
KR se décompose ainsi : 


R=yX 5 (PyX)+vb+ubi+..., 
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de telle sorte que, pour chaque partie L, l’intégrale de L : \/X ait 
la forme (95). Si cette décomposition était faite, le probléme se- 
rait entiérement résolu : pour chaque partie L, on calculerait la 
fonetion T que l’on devrait trouver identiquement nulle. Mais il 
n’en est point ainsi. La séparation de la premiére partie de R est 
assurée et l’on obtient la fonction réduite 


(96) S=vL+wby+.... 


Il faudrait y trouver les fonctions partielles L, L,,.... Eu égard 
aux conditions que doivent remplir les numérateurs des fractions 
simples dans une méme fonction L, de la forme (84), la réparti- 
tion des diverses fractions de S entre diverses fonctions L ne peut, 
il est vrai, étre faite que d’un nombre limité de maniéres; mais 
chacune de ces fonctions L n’est ensuite déterminée, elle-méme, 
qu’a un facteur entier prés. Sil’on écrit, en effet, 


v v 
Sie 7 ees 1; liga 45 
m my 
et que m, m,, ... soient des entiers, les fonctions nzL, m,Ly,... 
ont, comme L, L,, ..., la forme exigée (84). 


Le probléme n’est donc pas actuellement résolu; il faut s’y 
arréter. 

Supposons, dans le second membre (96), le nombre des par- 
ties L réduit au minimum, ce qui a lieu lorsqu’il ne se trouve 
point deux coefficients v, v,, dont le rapport soit commensurable. 
Par l’analyse employée (p. 630), on voit que, pour chaque par- 
tie L, le quotient L:\/X, multiplié par un entier inconnu m, 
doit étre la dérivée de log f. Il doit done en étre autant pour le 


quotient T ; /X, o& T est la fonction complémentaire de L, et 
cette condition est suffisante aussi. 

On est donc ramené au probléme proposé, mais pour de nou- 
velles intégrales qui, séparément, doivent étre pseudo-elliptiques : 
dans chacune de ces derniéres, la fonction rationnelle a la forme 
simple T, qu’on peut réduire a une fraction dont les deux termes 
soient du premier degré, ou encore (par une substitution l- 
néaire) & un bindme du premier degre. 

Ici s’arréte la solution. Pour chaque nombre entier m, a vo- 
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lonté, on pourra bien, par des opérations limitées, reconnaitre si, 
oui ou non, mT; \/X est la dérivée de log f. Mais, tant que ces 
opérations auront fourni des réponses négatives, la solution ne 
sera point acquise. 

N’est-il donc point possible de résoudre ce probléme par des 
opérations dont la fin soit assurée? C’est, en effet, la conclusion 
qui semble devoir étre admise. La condition que doit remplir la 
racine du dénominateur de T, c’est que l’argument correspondant 
soit commensurable avec une période. En général, deux nombres 
étant donnés, que lon peut calculer avec une approximation indé- 
finie, le probléme de reconnaitre si leur rapport est commensu- 
rable présente ces mémes circonstances : on ne peut assigner au- 
cune limite au nombre des opérations nécessaires pour qu’il soit 
permis de conclure négativement. 
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ERRATA. 


Tome I. 

Ligne. Au lieu de: 
2, en descendant, Op Ooo 
5, en descendant, en dénominateur, Os 
5, en remontant, te, 


Lisez 
Cm Ce 
ens 
Cts 


23, en descendant, corrigez le texte qui est inexact depuis « ¥2 = U7, » 
jusqu’a la ligne 26 inclusivement et substituez le texte suivant : 
« pnu=pmu; le second polynéme se réduit donc a zéro, d’aprés 
» Pégalité (14). Ce second polynéme a donc toutes les racines du 


» premier. » 
2, en descendant, 


On 


r, en remontant, au premier membre, cu, 


4, en descendant, 
5, en descendant, 


+ 2p, 
donc, 


7, en descendant, au dernier membre, e@,, 
10, en remontant (3° éq. 59 D), eh 


11, en descendant, 


4, en remontant, 


exe), 


13, en descendant, au dénominateur,  &, 


4, en remontant, a la fin, G2 
Tome Ii. 

8, en descendant, (6x, 

7, en descendant, a, 

g, en descendant, en numérateur, p'a—p'a,, 

8, en descendant, s'— 8", 


16, en descendant, aprés discriminant, ajoutesz de. 


6, en remontant, rectifiez ainsi les deux equations : 


eae 


938 f-4 
DEIR 


4, en remontant, 


6, en remontant, 
15, en descendant, 


(Ghiki—k2)s 


> 


20)\- 
cu. 
—2py. 
dont. 
E5° 

Ss. 


en (mntnla!)u, 


6(wx?. 
a. 
$(p'a — p'a,) 


1/ 
gle = SEN 


8k? + k38 —4k,k, k, 


= ae 
OS 
Y=-— >> 
94 Fe 
multipliées, 


10°, 


FFP. — 


GF 
nV: pass a2 
Dies 2 
multipliée. 
10S. 
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